FIZIKA

Stedljivi motociklist

Petar Zugec?

Jednom nedavno u garaZ, ne tako daleko. . .

Motociklist je pri koCenju u voznji €uo neugodno Skripanje.
To je znak da se potroSio koCioni materijal s koCionih ploCica
te daih je potrebno zamijeniti novima. Nakon uklanjanja starih
ploCica primijetio je da se koCioni materijal s jedne ploCice,
tj. s jedne strane koCionog diska potrosio do kraja, %o ob-
jaSnjava neugodno 3kripanje pri struganju ogoljele ploCice o
disk. Medutim, x-ti dio (0 < x < 1) poCetnog materijala s
druge ploCice ostao je nepotroden zbog nejednolikog pritiska
dviju plogica o koCioni disk. Motociklist razmiSja na dljede-
¢i natin: kad bi novom paru plo€ica zamijenio mjesta prije negoli
se ijedna ploCica protoS do kraja — tako da se jedan dio vremena materijal s jedne
plocCice tro& brze, adrugi dio vremena s druge — mogao bi produljiti radni vijek Citavoga
para te ucinkovito potroSiti sav koCioni materijal s obiju plocica. Ako je sa starim parom
plo€ica uspio prijeci put L prije potpunog iskoristenja ko€ionog materijala jedne plocice
(naravno, ne koceti sve vrijeme u voznji, veC nekom prosetnom ucestalostu), nakon
kojeg prijedenog puta bi trebao zamijeniti mjesta novim plo€icama da bi im se kocioni
materijal istovremeno potrosio do kraja? Kolika je tada maksimalna duljina puta koji
moze prijeci u voznji prije potpunog iskoristenja novog para plocica?

RjeSenje

Oznatimo s A potroSeni udio koCionog materijala s dane plo€ice u nekom trenutku.
Tada za potroSene udjele sporije i brze troSene plocice vrijedi
Asporo = (1 — X)Abrzo (@)
jer ako je, na primjer, na sporije trosenoj ploCici ostalo x = 10 % nepotrosenog
materijala, tada ga se potrosilo 1 — x = 90 % u odnosu na potpuno potroSenu plocicu.
Pretpostavimo da ploCicama treba zamijeniti mjesto nakon prijedenoga puta ¢ kako
bi se u konaCnici potroSile istovremeno. Tada se, prije zamjene, na prvoj ploCici
(onoj koja bi se prva potrosila nakon puta L da im ne mijenjamo mjesta) potros
udio kogionog materijala 2,"™® = ¢/L, dok se prema (1) na drugoj plotici potrod
udio A,"® = (1— x)¢/L. Prema tome, nakon zamjene, na prvoj plotici ostaje za
potroiti udio kogionog materijala A" = 1 — 1{"® — 1 _ ¢/L, a na drugoj plogici
AT — P9 — 1 _ (1—x)¢/L. Zahtjev da se preostali materijal s obje ploGice
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istovremeno potrod do kraja, a nakon $to smo im zamijenili brzinu troSenja, vodi na
uvjet

A — (1 _xadnen — g é =(1-x) {1 —(1- x)ﬂ . )

Ovu jednad?zbu lako je rijeSiti po jedinoj nepoznanici ¢. Mnozenjem Citave jednakosti s
L, prebacivanjem svih €lanova na jednu stranu i nakon sredivanja, pojavljuje se djedeCi
izraz ekvivalentan s (2)

XL —(2—x){] =0, 3
iz kojeg je vrlo lako iCitati trazeno rjeSenje

L
(= % @)

Buduti da je x € [0,1], iz prethodnog rjeSenja vidimo ¢ € [L/2,L]. Prema tome,
neovisno o razlici u brzini troSenja, motociklist uvijek moze pricekati da se potros
barem polovica koCionog materijala prve ploCice prije nego se poCne zabrinjavati
zamjenom njihovih mjesta?!

* k x

Mozemo promotriti i inverzni problem: koliki udio x koCionog materijala jedne
plocice bi trebao ostati nepotrosen bez zamjene mjesta koCionih ploCica, da bi optimalna
zamjena njihovih mjesta nastupila nakon prijedenoga puta ¢? U osnovi, odgovor bismo
nadli inverzijom ranijeg riesenja (4)

X=2- % (5)
Medutim, postupajuci na ovaj nafin jedno rjeSenje sasvim bi nam promaklo! Naime, i
(4) i (5) rieSenja su ranijeg izraza (3) koji ima samo jedno rjeSenje za ¢, ali dvarjesenja
za X. Jedno od njih — ono zanimljivo — svakako jest (5). No postoji i drugo: x = 0.
Je li ono samo matematicki artefakt ili je takoder i ono smisleno? Provjerimo njegovo
znalenje: x = 0 znafi da bez zamjene mjesta ploCica hemamo viska nepotroSenog
materijala ni najednoj od njih. Odnosno, kocioni materijal s obiju strana kocionog diska
tro& se jednakom brzinom. A u tom slucaju plocicama mozemo zamijeniti mjesta nakon
bilo kojeg puta ¢ i ponovno ¢e se istovremeno potrositi do kragja. Drugim rijeima,
X = 0 jest rjeSenje za bilo koji ¢ tejei ono smisleno i prihvatljivo!

Spoznaja da postoje dvije ovisnosti X 0 £ — prema ¢emu bi trebale postojati i dvije
ovisnosti ¢ 0 x — otkriva da nam je ranije sasvim promaknula Cinjenicada za x = 0
rjesenje ¢ = L/2 iz (4) nije jedino prihvatljivo! Stoga sada mozemo upotpuniti rjeSenje
(4) do kona€nog oblika

L
0 7 x ako x>0 6)

biloSoizmeduOi L akox=0.

2 Kao ishitreni intuitivan odgovor nazadani problem, u pogetku smo mogli pomigliti dabi u Slugaju upolasporijeg
tro%enja jedne ploCice (x = 1/2) ploCicama trebalo zamijeniti mjesta nakon $to se potroSi polovica kocionog
materijala prve plo€ice, tj. nakon prijedenog puta ¢ = L/2. Medutim, iz (4) vidimo da u tom slucaju treba
pricekati da se potroSe dvije trecine poCetnog materijala: ¢ = 2L /3.
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Ovo ilustrira zaSto je korisno promatrati isti problem na razliCite naCine, ukljucujuci i
njegovu inverznu formulaciju. NaSem motociklistu to nije problem jer ve€ imaiskustva s
tim stvarima. BaS poput upravljanja motociklom, i matematiCka misao zahtijeva ucestale
korekcije “putanje”.

Napokon, koliki je maksimalni put £ koji motociklist moze prijeti s jednim parom
plocica, uz zamjenu njihovih mjesta u optimalnom trenutku? RjeSenje moZemo postaviti
na dva naCina. Prije zamjene mjesta ploCica motociklist je svakako presao put £. Nakon
zamjene, koCioni materijal prve plocice — s kojom bi mogao prijeti jos samo put L — ¢
bez zamjene mjesta — sad se troS brzinom 1 — x s obzirom na brzinu tro%enja prije
zamjene. Dakle

L—¢ L-—x
S T "
No isto tako mozemo reti da je do zamjene (tj. nakon doista prijedenog puta ¢) zbog
smanjene brzine tro%enja druga plocica potrosila toliko ko€ionog materijala kao da je
brzinom tro3enja prve ploCice preSla smanjeni put (1 — x)¢. Prema tome, njoj je ostalo
dovoljno koCionog materijala za prijeti dodatan put L — (1 — x)¢ po€etnom brzinom
tro%enja prve plo€ice. Stoga
Lo=0+[]L—(1—x){] =L+x. (8)
|zgleda da se prethodna dva izraza ne dazu. | doista, ne slazu se za nezavisne X i £ jer
se po zamjeni mjesta nakon proizvoljnog prijedenog puta ¢ plocice nete istovremeno
potroSiti do kraja. No uvrStavanjem prijedenog puta ¢ iz (4) — upravo onoga za koji se
ploCice potrose istovremeno — oba izraza sasvim oCekivano dgju jednak rezultat

2L
“Ix ©

Iz x € [0,1] izravno dlijedi L € [L,2L] za maksimalni put koji motociklist moZze prijeci
s jednim parom ploCica. Ako se obje ploCice tro%e jednakom brzinom (x = 0), tada
je £ =L, tj. motociklist ne moze produljiti radni vijek svojim plocicama. S druge
strane, ako se plotica s jedne strane diska uopte ne trod (x = 1), onda se radni vijek
Citavog para plocCica moze udvostruciti: £ = 2L. No po koju cijenu? U ovoj krainosti
u danome trenutku ko€i samo jedna od plocica, tako da se svaka pojedina ponovno tros
samo duz puta L. Cijena je, naravno, oslabljeno koCenje.

Koliko je pri tome kocenje odlabljeno? Ona ploCica koja se brze tro& osigurava 50 %
najjacteg moguceg ukupnog kocenja (koje bismo imali da se obje plo€ice trose jednakom
brzinom). Ona koja se troSi sporije osigurava (1 — x)50 % istog ukupnog udjela. Prema
tome, ukupan faktor koCenja y s obzirom na maksimalnu mogucu snagu kocenja kojoj
odgovara y = 100 %, jednak je

1 1-—-x X

A kako je to upravo faktor za koji je produljen maksimalni put iz (9),
L
L=—, 11
2 (11)

sasvim opravdano mozemo reci da je maksimalni put koji motociklist moze prijeti s
parom koCionih plocica uvetan upravo zaisti faktor za koji je kocenje oslabljeno.

Matematitko-fizigki list, LXXI 4 (2020. — 2021.) - azE





