Klasi¢na mehanika u biljaru
Filip Vugie!
Uvad

Biljar je nadaleko poznata drudtvena i sportska igra za dva igraca (ili u parovima po
dvoje) s tri i vise kuglica koje se udargju vrhom biljarskog Stapa na posebnom stolu.
U svijetu se biljar vrlo ¢esto moze nati u kavanama i gostionicama gdje se nagjceste
i igra amaterski, [1]. U €lanku ¢e biti razmotreni neki fizikalni problemi povezani
s biljarskim kuglicama, biljarskim stolom i biljarskim &apovima. Za razmatranje tih
problema potrebno je poznavanje osnovnih pravila biljara koje vetina ljudi poznaje, ai
po potrebi ¢e u tekstu biti navedena pravila koja su nuzna za razmatranje odredenog
problema.

Sudari kuglica

Razmatranja zapoCinju temeljnom pojavom koja se opaza prilikom igranja biljara, ato
je sudar dviju biljarskih kuglica. Pravila biljara nalazu da se jedino bijela kuglica smije
udariti Stapom i da se sudarima dalje pomic€u ostale. Igrat bijelu biljarsku kuglicu udari
Stapom i ona se sudara s nekom drugom kuglicom (na primjer crnom) jednake mase i
jednakog polumjera. Cilj je odrediti koji e kut 6 zatvarati smjer brzine bijele i crne
kuglice nakon sudara. Trenje na biljarskom stolu pri sudaru je zanemarivo. Biljarske su
kuglice savr&eno elastine.

Jasno je da ako je sudar centralan, trazeni kut jednak je 6 = 0° pa stoga valja
razmatrati necentralni sudar. Neka je brzina bijele kuglice prije sudara jednaka Vp.
Referentni koordinatni sustav tada se odabire tako da je os apscisa usmjerena duz vektora
Vo Cime je os ordinata jednoznatno odredena. Buduti da su kuglice savrseno €elasticne,
za sudar vrijedi zakon o€uvanja koliCine gibanja i zakon oCuvanja energije
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gdje je m masa biljarske kuglice, vi brzina bijele kuglice nakon sudara i v> brzina
crne kuglice nakon sudara. Sustav (1) moZe se elementarnim transformacijama svesti
na oblik
Vo=Vi+ VW
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Sada je korisno promotriti geometrijsko znacenje jednadzbi u sustavu (2). Prvavektorska
jednadzba kaze da vektori Vp, vi i V5 Cine trokut jer se vektori zbrajgju po pravilu
trokuta. Druga jednadZba postavlja odnos medu duljinama stranica trokuta koji Cine
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vektori Vp, Vi i V2. MozZe se uctiti kako je druga jednadzba u sustavu poseban slucg
kosinusovog poucka za trokut koji Cine vektori Vi, Vi i V2, odnosno da je to Pitagorin
poucak za pravokutan trokut s katetama vy i V5 te hipotenuzom V. 1z toga se zakljucuje
da je kut izmedu vektora v i V5 pravi, tj. 6 = 90°. Do ovog rezultata se moglo do€i
i rjeSavanjem jednadzbe koju uvjetuje kosinusov poucak za trokut koji Cine vektori Vo,
ViiVa

V3 = V5 + V5 — 2v1V, cOS(6). (3)
Uvazavanjem druge jednadZbe u sustavu (2) izraz (3) poprima oblik
2v1v, c0s(6) = 0. (4)

JednadZzba (4) ima 3 rjeSenja, atosu vi = 0, vo =0 i 6 = 90°. RjeSenje v, =0
fizikalno je nemoguce jer bi to znalilo da se brzina crne kuglice nakon sudara nije
promijenila (tj. da je crna kuglica nakon sudara ostala mirovati). Stoga u obzir dolaze
samo sluCgjevi kada je vi = 0 i 6 = 90°. Rje%enje v; = 0 odgovara centralnom
sudaru, a u svim ostalim sluc¢ajevima (dakle, kada sudar nije centralan) jedino je rjeSenje
0 =90°.

Razbijanje trokuta u osmici

U klasitnom biljaru (osmici) jedan od igrata na poCetku razbija trokut udarom bijele
kuglice u kojemu su sloZene sve kuglice osim bijele kao %o je prikazano na dlici 1.

Sika 1. Biljarski trokut.

Bijela kuglica sudara se centralno s kuglicom obiljezenom brojem 12 na dici 1. Ako
je brzina bijele kuglice neposredno prije sudara s kuglicom obiljezenom brojem 12 bila
Vo, treba odrediti koje €e se kuglice gibati nakon svih sudara i odrediti njihove brzine.
Sve su kuglice savrseno elasticne.

OpaZaju se dva tipa sudara. Prvi je tip centralni sudar dvije biljarske kuglice jednake
mase, a drugi je tip sudar triju biljarskih kuglica koje se svaka sa svakom medusobno
dodiruju, a dvije od njih miruju u pocetnom trenutku.

Za centralni je sudar poznat rezultat iz prethodnog odjeljka u kojemu je odredeno da
biljarska kuglica koja nalijeCe brzinom vy na drugu biljarsku kuglicu jednake mase i s
njom se centralno sudara neposredno nakon sudara miruje, a iz zakona ocuvanjakolicine
gibanja tada je moguce zakljuciti da biljarska kuglica koja je prije sudara mirovaa
neposredno nakon sudara ima brzinu vp. Stoga, nakon sudara bijele kuglice i kuglice
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obiljezene brojem 12, bijela kuglica miruje, a kuglica oznatena brojem 12 ima brzinu
\Vo.

Sada treba promotriti i drugi tip sudara. Pogled odozgo na geometriju problema
prikazan je na dici 2. Kuglica sa sredistem u S nalijete brzinom vy na preostale
dvije kuglice pri ¢emu je brzina vp usmjerena duz simetrale kuta <$$S,. Buduti
da su kuglice jednakih polumjera, stranice trokuta $,S, jednake su pa je tg trokut
jednakostranican. Buduci da je vektor brzine usmjeren duz simetrale kuta 4SS,
vektori brzine kuglica sa sredi&tima u tockama S, | S, zatvarat ¢e kut od 30° s tom
simetralom jer na tom pravcu djeluje sila, a spomenute kuglice miruju u pocethom
trenutku pa 1l. Newtonov zakon implicira taj smjer brzine. Takoder, brzina kuglice sa
sredistem u S imat ¢e nakon sudara isti smjer (lezat ¢e na istom pravcu) kao i prije
sudara jer se zbog osne simetrije komponente sile kojima kuglice sa sredigtimau S i
S djeluju na kuglicu sa sredistem u S3 ponistavaju po komponenti okomitoj na brzinu
kuglice sa sredistem u S3 prije sudara pa po Il. Newtonovom zakonu brzina te kuglice
ostaje nepromijenjena po toj komponenti.

Sika 2. Geometrija problema o razbijanju biljarskog trokuta.

Budu¢i su kuglice savrseno elastiCne, svi su sudari savrseno €elasticni pa vrijedi zakon
oCuvanja energije
m3  mvg o v V3
2 -t t gy T NSTetY (®)
gdje su vi, Vo i vz redom brzine kuglica sa sredidtima u totkama S, S i S3. U
referentnom sustavu u kojemu je jedna os usmjerena duz vektora brzine vy moze se
pisati zakon ocuvanja koliine gibanja po komponentama tog koordinatnog sustava

v _ MV = vy =V
2 = 2 1= V2
3 3 3 3
mvp = %mvl—k %mvg—s—mvg < V= %Vl—l— %Vg—l—v;;.
Kombiniranjem prethodnih dviju jednadZbi dobiva se
Vo = \/§V1 + V3. (6)

Eliminacijom vs iz (5) i (6) i uvazavanjem v; = V,, dobiva se
2
=224 (vo— \/§v1) — 22 4\ — 2V3vvp + 32

(7
—= 52 —-2V3u\v =0 <= v; (5v1 — 2\/§vo) =0.
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RjeSenja jednadzbe (7) su vi = 0 i vy = Z—\fv@ RjeSenje v; = 0 fizikano je
nemoguce jer kad bi to bilo rjeSenje, dijedilo bi da se brzina kuglice sa sreditem u S§;
nakon sudara nije promijenila, a to nije moguce. Zakljucuje se stoga v; = v = 2—\E_{évo.
UvrStavanjem vy u (6) dobivase vz = —V—; pri éemu negativan predznak upuétuje nato
da se kuglica sa sredistem u S3, nakon sudara giba u suprothom smjeru u odnosu na
gibanje te kuglice prije sudara.

|z prethodnih razmatranja zakljuCuje se da se nakon sudara kuglica 12, 5 i 3 sa dike

1 kuglica 12 giba brzinom V—SO u suprotnom smjeru od gibanja bijele kuglice prije svih

sudara, a kuglice 5 i 3 gibagju se brzinama @vo pod kutom od 30° u odnosu na
vektor brzine bijele kuglice prije svih sudara.

Buduti da je vektor brzine kuglica 5 i 3 paralelan sa stranicom velikog trokuta u
kojemu se nalaze sve kuglice, dogodit ¢e se niz centralnih sudara kuglica 3 i 11, zatim
kuglicalli 2 i konatno kuglica 2 i 9 (analogno i centralni sudari kuglica5i 13, zatim
13i 61 konatno 6 i 10), dok e ostale kuglice mirovati. Centralni je sudar vet rijesen
za kuglice jednakih masa pa €e na kraju kuglica 10 imati istu brzinu kao i kuglica 5
neposredno nakon sudara s kuglicom 12, a kuglica 9 imat ¢e istu brzinu kao i kuglica 3
neposredno nakon sudara s kuglicom 12. Primijetimo joS da se nakon sudara kuglica 12,
3i 5 kuglica 12 centralno sudara s bijelom kuglicom nakon ¢ega bijela dobiva brzinu
kuglice 12 prije sudara, a kuglica 12 nakon sudara miruje. Dakle, u idealnom razbijanju

trokuta sa slike 1 kuglice 10 i 9 €e imati brzinu 2—\/§vo, a smjer brzine svake kuglice
paralelan je s onom stranicom trokuta koja se razhbija, a koju kuglica dodiruje. Bijela
kuglica imat ¢e brzinu Yo istog smjera i suprotne orijentacije od brzine koju je bijela
kuglicaimala prije svih sudara. Sve ostale kuglice ostat €e mirovati na svojim pocetnim
poloZajima.

Ovakav ishod obicno se ne opaza prilikom razbijanja trokuta na poCetku igre jer ili

sudar bijele kuglice i kuglice oznatene brojem 12 nije centralan ili se sve kuglice unutar
trokuta medusobno ne dodiruju svaka sa sebi sugednima.

Udarac kuglice Stapom

Biljarska kuglica udari se Stapom (koji se naziva ke) tako da je tocka dodira Stapa i
kuglice navisini h < R od tocke dodira stola i kuglice. Horizontalna brzina translacije
kuglice neposredno nakon sudara jednaka je vp. Cilj je odrediti put s koji kuglica
prijede prije poCetka kotrljanja bez proklizavanja. Faktor trenja klizanja jednak je .
Pretpostavlja se da je biljarska kuglica puna i homogena pa je stoga moment inercije
biljarske kuglice oko srediSta jednak | = %mR2 gdje je R polumjer biljarske kuglice i
m njezina masa.

Neka Stap dira kuglicu u toCki D i neka je srediste kuglice u tocki S. Na dici 3
prikazan je pravokutan trokut s hipotenuzom R Ciji su vrhovi te tocke i katetom R — h.
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Sika 3. Geometrija problema prilikom udarca Stapa.

Budu¢i da tijekom sudara Stapa i kuglice rezultanta sila postoji jedino u tocki D
(tezinu uravnotezuje reakcija podioge!), dijedi da je moment kolicine gibanja kuglice s
obzirom na tocku D ocuvan. Prije sudara kuglica miruje pa je moment kolic¢ine gibanja
jednak 0, a neposredno nakon sudara kuglica se giba horizontalnom brzinom Vj i rotira
nekom kutnom brzinom @,. Moment koli¢ine gibanja neke ¢estice mase Am koja se
giba nekom brzinom vV s obzirom na neku tocku jednak je

-, — —

L=rx Amv = Anr x V. (8)
Zakruto tijelo moment kolicine gibanja moguce je nati sumiranjem izraza (8) za svaku
Cesticu mase Amy po svim i koja se giba trandacijski brzinom v

i e — — —
Lruto tijdo = Z Amiry X V= (Z Amn) X V. (9)
i i
Centar mase krutog tijela definiran je izrazom

. CAmf;
fem = %a (10)

gdje je m masa krutog tijela, a rem radijvektor centra mase krutog tijela s obzirom na
tocku oko koje se ratuna moment kolicine gibanja. Eliminacijom ¢lana )", Ami; iz (9)
i (10) dlijedi

Lruto tijelo = Miem X V. (113)
Primjenom (11) i uvazavanjem da rotacija kuthom brzinom g pridonosi ukupnom
momentu koli¢ine gibanja za ¢lan | @y moZe se primijeniti zakon oCuvanja momenta
koli€ine gibanja oko totke D

0= 1@y + MPem X Vo (12)
Kuglica €e zbog simetrije rotirati oko sreditapaje | = %mRZ. Sa dike 3 vidi se daje

sin (<Lfem, Vo) = R%h pa slijedi da je iznos vektorskog produkta jednak

|Fem X Vo| = [Fem| [Vo| SN (STem, Vo) = Rvo

=vo(R—h). (13)

Uvrstavanjem izraza za moment inercije i (18) u (17) dlijedi iznos kutne brzine rotacije

- 5vo (R — h)

|Gl R
Po pravilu desne ruke za vektorski produkt iz jednadzbe (13), orijentacija vektora @y
je takva da se trandacijska i obodna brzina rotacije zbrajaju u tocki dodira biljarskog
stola i kuglice. Da bi se mogao odrediti put s valja odrediti kutnu brzinu kotrljanja
kuglice bez proklizavanja wk. Uvjet da se kuglica kotrlja bez proklizavanja implicira
vk = wkR pri ¢emu valja voditi ratuna da je @y suprotne orijentacije od @. U svrhu
izratuna konatne trandacijske brzine v treba primijeniti zakon oCuvanja momenta
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koli€ine gibanja oko totke dodira kuglice i stola (tada trenje nema utjecaja)

2 . 2
mRvy — ngz\w0| = mRv + ngza)k. (15)
Uvr&tavanjem (14) u (15) i uvazavanjem vk = wkR dobiva se
w(R-h 2 5 R—h\ _5h
Vo R =V + 5vk — VW= 7vo 1 R = 7RV0' (16)

Put s sada se izratuna iz kinematicke jednadzbe za jednoliko usporeno gibanje
akceleracijom —ug (jer je po Il. Newtonovom zakonu ma = —umg) na nacin

2 2
Vo — Vk

Ve = Vg — 2ugs < s= 21

(17)

Uvr&tavanjem (16) u (17) i sredivanjem dobiva se

S = V_% 1-— ghz
2ug 49R2 ) -

Nakon &o otpocne kotrljanje bez proklizavanja prestaje djelovanje sile trenja klizanja
i kuglica se u realnim uvjetima nakon nekog vremena zaustavlja zbog otpora zraka i
trenja kotrljanja pa se pri zaustavljanju kuglice ne smije koristiti ovakav matematicki
model.

Citatelju je prepudteno da rijesi isti problem za sluéaj kadaje 2R > h > R.
Potkopavanje kuglice

Podjednji problem tice se takozvanog potkopavanja. Potkopavanje je udarac kuglice
Stapom udlijed kojega kuglica dobivai vertikalnu i horizontalnu brzinu, odnosno kuglica
vrS kosi hitac. Takvi su udarci u biljaru najceste nezéljeni, no zngju se koristiti ako
treba preskociti neku drugu kuglicu.

Biljarska kuglica udarena je tehnikom potkopavanja. Stap je kuglici dao neku brzinu
Vo pod kutom 6 prema horizontali. Neposredno nakon udara kuglice o stol ona pocinje
mirovati. Prvo treba dokazati da kuglica mora rotirati nekom kutnom brzinom iznosa
o oko srediSta neposredno prije udara o stol kako bi se ovaj efekt mogao opaziti, a
zatim valja i odrediti . Potrebno je pronati i uvjet koji mora zadovoljiti faktor trenja
u kako bi se ova pojava mogla opaziti.

RjeSenje. Na kuglicu u trenutku udara o stol djeluju sila reakcije podioge N i
sila dinamigkog trenja? Fy s hvatistem u tocki dodira kuglice i stola te teZina mg s
hvatistem u srediStu kuglice. Da bi mirovanje neposredno nakon udara kuglice o stol
bilo mogute, mora postojati rotacija kutnom brzinom iznosa @ u smjeru takvom da je
obodna brzina tocke dodira kuglice i stola uzrokovana rotacijom suprotno usmjerena od
sile trenja jer bi se u protivnom uslijed djelovanja trenja neprestano povetavala kutna
brzina rotacije kuglice oko sredi&ta i mirovanje ne bi bilo mogu¢e. Na temelju tih
zaklju€aka dijagram na dlici 4 prikazuje sve sile na kuglicu s njihovim hvatistima i sva
gibanja kuglice.

2 Nikako nije moguée opaziti djelovanje sile statitkog trenja na kuglicu jer ne postoji niti jedna druga sila koja
ima horizontalnu komponentu.
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Sika 4. Dijagram sila i gibanja.®

Sada valja postaviti dinamiku problema. Pretpostavimo da se mirovanje uspostavlja
nakon vremena At od udara kuglice o stol. Neka je N(t) ovisnost reakcije podloge o
vremenu i neka je Fy (t) ovisnost sile trenja o vremenu. Po |I. Newtonovom zakonu
moze se pisati

S a9
N(t) — mg = m%. (19)

U vremenskom intervalu At horizontalna komponenta translacijske brzine promijenila
se od —Vvpcos(6) do O u uzetom referentnom sustavu, a vertikalna se komponenta u
istom vremenskom intervalu promijenilaod —vpsin(0) do 0. Integriranjem (18) i (19)
dobiva se

At 0
/ Fe(t)dt =m dv = mvp cos(H) (20)
0 —Vo cos(6)
At At At 0
/ N(t)dt — mg/ dt = / N(t)dt — mgAt = m dv=mvsin(6). (21)
0 0 0 —Vvosin(6)
Buduti da je interval At vrlo malen, a vrijedi N(t) > mg, izraz (21) poprima priblizan
oblik: At
/ N(t)dt = mvpsin(@). (22
0
Po I1. Newtonovom zakonu za rotaciju vrijedi
At At
2
/ RE. (Hdt = R / etk = s, (23)
0 0

Sredivanjem (23) i prepisivanjem (20) i (22) dobiva se sustav
OA "Fu (t)dt = mvg cos(0)
OAtN(t)dt = MV sin(H) . (24)
Jot Fe(t)dt = %me

Eliminacijom impulsa fom Fi (t)dt iz prvei treCe jednadzbe u sustavu (24) dobiva se
_ 5vpcos(0)

; (25)

2
mvp cos(0) = ngw = o

3 Silareakcije podioge i teZina kuglice djeluju naistom pravcu, ai su ucrtani na paralelnim pravcimajer se ne
mogu prikazati obje sile naistom pravcu, ada se zorno vide.
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Kako se radi o dinamickom trenju vrijedi izraz Fy (t) = uN(t) pato prvajednadzba
u sustavu (24) poprima oblik

At
,u/ N(t)dt = mvo cos(0). (26)
0
Eliminacijom impulsa fom N(t)dt iz (21) i druge jednadzbe u sustavu (24) dlijedi
~ cos(0)

Uumvosin(@) = mvpcos(0) <— u Sn(9) = ctg(0) (27)
|zraz (27) odreduje minimalnu vrijednost faktora dinamickog trenja da bi se ova pojava
mogla opaziti jer je jasno da ¢e uz veti faktor dinamickog trenja i sila trenja biti veta,
a veta sila trenja utjeCe jedino na to da se prije uspostavi mirovanje. Matematicki bi
to utjecalo na promjenu gornjih granica integracije u jednadZbama u izrazu (24). Prva
i treCa jednadzba imale bi iste granice integracije, a druga jednadzba imala bi gornju
granicu integracije vetu nego u prvoj i trecoj jednadzbi. Stoga po izrazu (27) za faktor
trenja u mora vrijediti
p > ctg(6),

1
0> actg| — | .
N g(#)

1 T
I' - I _ O
ulllQI&l‘Ctg( ) = rad = 90°,

tj., kako se faktor trenja priblizava 0, tako se minimalni kut izbaCaja pribliZava pravom
kutu. Upravo je to razlog zaSto se ovaj efekt ne opaza prilikom igranja biljara — niti
jedan igra€ ne ispaljuje kuglicu pod kutom cija je veli€ina priblizno jednaka pravom
kutu.

odnosno

Ocito vrijedi

Zakljuak

Kroz Cetiri rijeSena problema iz klasicne mehanike fizikalno su rastumaceni efekti
koje moZe opaziti svaki igra€ biljara. Dva od Cetiri promatrana efekta gotovo je
nemoguce opaziti, no problem o sudaru dviju kuglica i udaru kuglice Stapom mogu biti
od koristi svakom igraCu biljara u procjenama koju kuglicu treba udariti i kako. Na
kraju, jedan citat o ovoj nadaleko poznatoj igri.

Biljar je najsuptilnija igra perfekcije i logi€nosti,

satkana od Sahovske kombinatorike, zakona fizike

i izvanredne povezanosti Covjetjeg uma i tjelesne motorike.
Nikola Tesla
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