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Redakcija, iz tehnickih razloga, daje ovo
upozorenje:

Krajnji rok za primanje rjeSenja iz ovog
broja je 30. rujna 2021. RjeSenja (i imena
rjesavatelja) bit e objavljena u br. 2/286.

Ujedno molimo da pripazite na upute rjeSa-
vateljima koje su na str. 286.

A) Zadatci iz matematike

3805. Dokazi da je 2222555 | 55552222
didjivo sa 7.

3806. Dani su pozitivni reani brojevi x, v,
z takvi daje x+y+z = 3. Odredi maksimalnu
vrijednost izraza

V2X+ 13+ 33y + 5+ V8z+ 12.

3807. Nadi sve parove cijelih brojeva (X, y)
takve da vrijedi

x6+3x3+1:y4.

3808. Rijesi sustav jednadzbi
642 + 64% = 12

64" = 4v/2.

3809. Odredi jednadZbu kruznice opisane
trokutu &ije stranice leZze napravcima x+y—1 =
0, x—2y+8=0, 2x—y+1=0.

3810. Dani su pozitivni reani brojevi a,
b, c takvi da je ab+ bc+ ca = 3. DokaZi

nejednakost
1 1 1 1
@15 245 2152
3811. Tri strane OAB, OBC, OCA

tetraedra OABC su pravokutni trokuti s pravim
kutovima u totki O. Ako je |OA| = 7,
|OB| = 2, |OC| = 6, koliko je

2 2 2 2
Poas + Posc + Poca + Pasc?

3812. Kruznice k; i ky polumjera 10 i 8
su tangencijalne iznutra i dodiruju se u tocki
A. Promjer od k; je AD, a P i M su totke
na k; i ko tako da je PM tangenta na k.
Ako je |PM| = /20, kaliki je kut YPAD?
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3813. Na stranici AB kvadrata ABCD
S njegove vanjske strane konstruirana je
polukruznica. Na njoj je izabrana totka M cije
spojnice s vrhovima D i C sijeku stranicu AB
utotkama E i F. DokaZi |EF|? = |AE|-|BF|.

3814. U paraelogramu ABCD dijagonae
se sijeku u tocki O. Totke L i M na
stranicama AB i AD su ortogonalne projekcije
tocke O nate dvije stranice. Dokazi

|AB| - |AL| + |AD| - |AM| = 2|AOJ.

3815. Ako je visina uspravnog stosca H,
a kut izmedu izvodnice i ravnine baze jednak
o, kolika mu je povrSina upisane sfere.

3816. Ako u trokutu ABC vrijedi o = 2,
dokazi
IBC|? = (JAC| + |AB|)|AC].
3817. DokaZi da je umnoZzak
Ph=(MNn+1)(n+2)...(2n—1)-2n

- . Pn
dieljiv s 2". Koliko je ﬁ?

3818. Ako su o, B, y kutovi trokuta,
dokaZi nejednakost

.o
sm—smﬁ

.y
= <
g INN3 =

1
5
B) Zadatci iz fizike

0S8 — 486. Uzgon je sila koja djeluje na
tijela uronjena u teku€inu. Moze se izraCunati
po formuli Fu = p-g-V, p je gustota tekucine,
a V je obujam tijela. Uzgon djeluje prema
gore pa su zbog toga tijela uronjena u tekucinu
prividno lak%. Leon je mjerio koliko dugo
pada kuglica mase 13.5 g kroz vodu u menzuri
visokoj 40 cm. Izmjereno vrijeme iznosilo je
0.34 s. Kolika je gustota kuglice? Gustota
vode je 1000 kg/m®, a ubrzanje sile teze je

10 m/s?.

0S5 — 487. Odredite gustotu svojeg trokuta.
Navedite od kojeg je materijala napravljen.

OS — 488. Petra je postavila ravnalo mase
50 g i duljine 40 cm tako da dvije petine
ravnala vire izvan stola. Na tg krati krg
stavila je gumicu i pomiCuti ju prema rubu
ravnala uoCila je da se ravnalo prevrne ako
je teziste gumice manje od 6 cm udaljeno od
ruba ravnala. lzrafungjte masu gumice.

Ned



0S8 - 489. Na satu fizike ugenici su
pomijedali 50 cm® vode temperature 36°C
i 50 cm® akohola temperature 20°C te
dobili 95 cm® mjeSavine temperature 31°C.
Koliku su temperaturu ucenici ocekivali dobiti?
Zbog Cega je temperatura veta od otekivane?
Gustota vode je 1000 kg/m?, gustota alkohola
je 800 kg/m3, specificni toplinski kapacitet
vode je 4200 J/kgK, a specificni toplinski
kapacitet alkohola je 2500 J/kgK .

1756. Lijevo do konvergentne lete nalazi se
predmet, a desno realna ostra sika predmeta.
Predmet se nalazi 10 cm ispred (lijevo od)
lijevog fokusa lete, a dika je 25 cm iza
(desno od) desnog fokusa lece. Odredi jaCinu
lee i uvetanje.

1757. U trenutku presijecanja Zemljine
putanje oko Sunca (na udaljenosti 1 aj. od
Sunca), asteroid ima 15 % vetu brzinu u
odnosu na Sunce od brzine kruzenja Zemlje.
Odredi ophodno vrijeme asteroida u godinama.

1758. U kalorimetru se nalazi 5.5 dl
vode, temperature 5°C. Nakon ulijevanja jed-
nakog volumena etilnog akohola, ravnotezna
temperatura se uspostavi na 24°C. Odredi
poCetnu temperaturu akohola i porast entro-
pije. Specificni toplinski kapacitet alkohola je
2500 J/kgK , a gustota 790 kg/m3. Gubitke
topline i isparavanje alkohola zanemari.

1759. Mjesavina vodika i duSka ima
gustotu 31 % manju od gustote zraka pri
istoj temperaturi i tlaku. Odredi volumni udio
vodika u mjeSavini. Odredi brzinu zvuka u
mjeSavini pri temperaturi 310 K. Vodik i
dusik su dvoatomni plinovi, atomske mase 1 i
14 g/mol .

1760. U trenutku prolaza kroz ravnotezni
polozaj, brzina njihala je 35 cm/s, a 0.2 s
kasnije brzina iznosi 22 cm/s. Odredi period
njihanja, duljinu njihala i kut maksimalnog
otklona.

1761. Odredi progetnu gustotu planeta
koji ima 10 puta manju masu od Zemlje, uz
45 % dabije ubrzanje sile teze na povrsini.
Prosjetna gustota Zemlje iznosi 5520 kg/m?>.

1762. Laser emitira monokromatsku svjet-
lost valne duljine 594 nm. Ako mu je izlazna
snaga 5 mW, koliko fotona emitira laser u
jednoj sekundi?

C) RjeSenja iz matematike

3777. Dokaz da je broj
5125 _ 4
551

slozen.

525

RjeSenje. Stavimo li a = imamo:

a_11:a4+a3+a2+a+1
:(a4+9a2+1+6a3+2a2+6a)
— (5a3 + 10a° + 5a)
= (a2+3a+ 1)2—5a(a+ 1)2
=@ +3a+1)7?% - [5%@+1)?
=[a®+3a+1-5%@a+1)
[ +3a+1+5%@+1).

Sada treba dokazati da su oba faktora u uglatim
zagradama veti od 1. Desna zagrada je ocito
veta od 1, pa to treba provjeriti i za lijevu:

a+3+1-53@a+1)>1
<= a2+3a—513a—513 >0

<:>a2—513a+a—513+2a>0

—a@a-5%)+@-5%+2a>0
Kako je a = 5% > 5% tvrdnja ofito vrijedi
pajei dokaz gotov.

Marko Dodig (2),

Gimnazija Lucijana Vranjanina, Zagreb

3778. Koliko ima trojki nenegativnih cijelih
brojeva (x,y,2) koji zadovoljavaju jednadzbu

XyZ+ Xy +YZ+ X+ X+ Yy + 2= 2021?

RjeSenje.

XYZ+ Xy +YZ+ 2X + X+ Y+ z= 2021
(Xyz+xy)+(yz+y)+(2x+X)+(z+1) = 2022
Xy(z+1)+y(z+1)+x(z+1)+(z+1) = 2022
(Xy+y+x+1)(z+ 1) = 2022

y(x+1) + (x+ 1)](z+ 1) = 2022
(x+1L(y+1)(z+1)=2-3-337

Ako su svi brojevi x, y, z strogo pozitivni,
brojevi x+ 1, y+ 1, z+ 1 su medusobno
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razliCiti pa ima 3-2 = 6 rjeSenja Ako je
samo jedan od X, y, z jednak nuli ima
3-6 = 18 rjeSenja. Ako su totno dva broja
jednaka nuli imamo 3 rjeSenja. Ukupno ih ima
6+18+3=27.

Marko Dodig (2), Zagreb

3779. Nadi sva rjesenja jednadzbe

2
x2+4-(i> — 45,
X—2
Prvo rjeSenje.
2
2 X
4. = 2
X+ <x72> 45 x#
2
2x 2x 2x
x2+2x-x_2+(x_2> 2 =45

2
2x
(X+m) *4'3—45

2
2 X2
X
4. = _ _ 45—
<x2> X—2 5=0

2
Uvedemo i supstituciju t — % dobivamo

kvadratnu jednadzbu

2 — 4t — 45 =0,
Cijasurjedsenjat; = —5i tpb =9.
1° Zat=-5je

2
X—2
¥ +5x—10=0

—5++65
—

=5

= X12 =

2° Zat=29 je
2
X _9
X—2
X —9x+18=0

= x3=3ix4=6.

Marko Dodig (2), Zagreb
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Drugo rjeSenje. Uz uvjet x # 2 jednadzbu
piSemo u obliku:
(x— 25 + 4 — 45(x — 2)2 =0

x* — 43 — 31 + 180x — 180 = 0.
Uocimo djedetu faktorizaciju polinoma Cetvr-
tog stupanja na lijevoj strani jednadzbe:

x* — 4 — 37 + 180x — 180
=x* -3¢ -3+ 3¢ — 408
+ 120x + 60x — 180
= x3(x -3)— xz(x — 3) — 40x(x — 3)
+ 60(x — 3)
= (x— 3)(x® — X% — 40X + 60).
Pocetna jednadzba poprima oblik
(x — 3)(x> — X2 — 40X + 60) = 0.
Odavde vidimo x; = 3 i nastavljamo daje
rjieSavati jednadzbu treteg stupnja
x® —x% — 40x 4 60 = 0.
Ponovno uotavamo faktorizaciju:
x® — ¢ — 40x + 60
=% — 6 4 5¢ — 30x — 10x + 60
= (X — 6) + 5X(X — 6) — 10(X — 6)
= (x— 6)(¢ + 5x — 10).
Sada dobivamo jednadzbu:
(X — 6)(3 + 5x — 10) = 0

iz koje je xp = 6. Preostgje rijesiti kvadratnu
jednadzbu:

X +5x—10=0,

a njena rjeSenja su
54 /65
X314 - f

Kako sva rjeSenja zadovoljavaju uvjet x # 2,
sva su rjeSenja pocetne jednadzbe:

X1=3, X=6,

—5+ /65 —5-/65
BET o ME T
Filip Vugie (2),

|. gimnazija, Zagreb

3780. Rijes jednadzbu
521 4 g+l _ o5,

61



RjeSenje. Poletnu jednadZbu zapiSmo u 3782. Neka su a, b, c poztivni brojevi
obliku takvi daje a®+b’+c? = 5. Dokaz nejednakost

%(SX)Z +5.5%= 250, P . b3 N 3 o1
2b+3c 2c+3a 2a+3b~ "

Uvodenjem supstitucije u = 5° dobiva se

kvagratna jednadzba RjeSenje. 1z odnosa aritmeticke i geometri-

u? + 25u — 1250 = 0. jske sredine imamo:
RjeSenja ove jednadzbe su: a3 (2b+ 3c)a
—25+75
Upo = ==, 2b+3c 25
odnosno u; = 25, up; = —50. Vratanjem a _(2b+3cja 2.2
supstitucije dobivaju se jednadzbe: - 2b+ 3c 25 577
5 =25 b  (2c+3a)b
5¢ = —50. 2c+3a 25
RjeSenje prve jednadZbe je x = 2, a kako b3 x4+ 3ab 2
je za svaki realan broj x broj 5° pozitivan, >3 ( 7 b _ gbz,
druga jednadZba nema rjeSenja u skupu realnih
brojeva pa je x = 2 jedino rjeSenje pocetne [ (2a+ 3b)c
jednadzbe. 2a+3b 25
Filip WuCic (2), Zagreb y 3 (2a+30)c 2,
3781. Nadi realne brojeve xq, X2, ..., Xn Z“\2a+3p’ 25 =5¢
za koje vrijedi

Zbragjanjem ovih nejednakosti je:

VX =124 2v/x9 — 22+ .. 4 /xq — 2 a3 N b3 N o
2b+3c 2c+3a 2a+3b

n 5(ab + ac + bc)

1
:E(x1+x2+...+xn). 5
> g(a2+b2+02)

Rjesenje. 3 25b3 3
X1 — 124 2v/% — 224+ ... 4 nyVXn — N2 a c
\/11 FaVe =2t e 2b+3c 213 2at3
:§(x1+xz+...+xn)/-2 >27ab+ac+bc
= 5 .
/ 2 / 2
X = 2Vx = 154X —2-2V% — 2 Na kraju iskoristimo nejednakost a%+b?+c? >
F.otXn—2n/x —n2 =0 ab +ac+ bc paje:
3 3 3
b c
xp— 12— 2v/xg — 12 + 1 a
(a ! ) 2b+3c 2013 2at3
_22_o. _ 24 92 2 12, 2
+(e-2-2 2V -2+2) +... Lo @A
2 2 2 S
+(Xn—n — 20V Xn — N +n):0 Jednakost vrijedi ako i samo ako je
2 2
(Vi—2-1)"+ (Vie-22-2) a=b—c— g’
2
+ (\/xn —n2 — n) -0 Marko Dodig (2), Zagreb
Vidimo da svaki broj u zagradi mora biti jednak 3783. U pravokutnom trokutu ABC vrijedi
nuli, pa dobivamo rjeSenja: 11

5*5*% _ 1, gdjesuai b duljinekatetai h
duljina visine na hipotenuzu, prirodni brojevi.
Marko Dodig (2), Zagreb  Kolike su duljine stranica tog trokuta?
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X1=2 Xp=2-2% ... % = 2.



RieSenje. 1z dlicnogti trokuta CBD i ABC
dobivamo za visinu h izraz

h b
a Va2
B
D
a
C b A

UvrStavanjem u poCetnu jednadzbu dobiva se
1 1 Va2+p?1l
—_ J’_ —_ + _
a b a b
Pomnozimo dobivenu jednadzbu s ab:

a+b++va2+b2=ab

Kvadriranjem se dobiva
a® + b? = (ab)? — 2ab(a+b) + (a+b)?

=1

tj.
0 = (ab)? — 2ab(a + b) + 2ab.
Prethodnu jednadzbu moZemo kratiti s ab
ab—2(a+b)+2=0
tj.
2b-2 2b-4+2 2
“b-z  b-2z *Tp-z
Buduti da je a prirodan broj, zaklju€ujemo
(b—2) € {-2,-1,1,2}, odnosno b €
{0,1,3,4}. Iz ispitivanja odmah mozemo
izbaciti lu€aj b = 0 i suziti skup mogucnosti
za b na oblik b € {1,3,4}. Uvritavanjem
b=1 dobiva se a =0 pa se tg ducy
izbacuje, a za b = 3 dobiva se a =4 i
obrnuto za b = 4 dobiva se a= 3 pa su to
isti trokuti. Stoga neka je a=3 i b = 4.
No, kod ovog je trokuta h = % pa ¢ak niti
tg trokut ne zadovoljava sve uvjete zadatka,
no kad bi samo stranice trokuta morali biti
prirodni brojevi, onda bi jednadZbu ispunjavao
jedino egipatski trokut s katetama duljine 3i 4
te hipotenuzom duljine 5.

Filip VUGi¢ (2), Zagreb

3784. Dan je trokut ABC i duzine AD i
BE (D i E suna BC i AC) koje se sjeku
u tocki F. Powrsine trokuta BDF, AFE, ABF
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su redom jednake 2, 3, 4. Kolika je povr&ina
Cetverokuta CEFD?

RjeSenje. Ako dva trokuta imaju zajednicku
visinu, onda je omjer njihovih povrsina jednak
omjeru stranica na koje su te visine spustene.
Oznatimo Pcpre = X.

2 P(FBD) |FD|

4~ P(ABF)  |AF|
_ P(FDE) _ P(FDE)
~ P(AFE) 3

Ox+ 18 =14x — 21
4

X=7=.
5

Marko Dodig (2), Zagreb

3785. U pravokutnom trokutu ABC jedi-
ni¢ne duljine hipotenuze AB, kut uz vrh A je
jednak 30°. Sredide upisane mu kruznice je
tocka S. Smetrala kuta SCSB dijeli stranicu
BC na dva dijela. |zracunaj njihove duljine.

RjeSenje. Buduti daje ABC trokut s jednim

kutom od 30°, imamo |AB| =1, |BC| = %
V3
|AC| = -
-



C A

Budu¢i da se totka S nadlazi na gecistu
simetrala kutova trokuta ABC, dobivamo

90°

4BCS= =~ = 45",
O
4CBS = 62 = 30°.

Neka simetrala kuta ¥CSB sijete BC u todki
D. Tadaje <CSD = 4BSD = «a pa po poucku
0 sinusima primijenjenom na trokute CSD i
BSD redom dobivamo:

|SD]  _ [CD|
sin(¥BCS)  sina
SO  _ |BD|

sin(¥CBS) ~ sina’
Dijeljenjem prethodnih dviju jednadzbi i
uvrStavanjem mjera kutova dobiva se

|cD|  sin(4CBS) 1

IBD| ~ Sn(IBCS 2’

Znajuti daje |BC| = % = |BD|+|CD|, imamo
sustav dviju jednadzbi s dvije nepoznanice Cije
V2-1 V2

Filip V&€ (2), Zagreb

jerjesenje |CD| =

3786. Oko trokuta kojemu su duljine
stranica a=15cm, b=20cm, c =7 cm,
opisana je krumica. lzratunaj powvrsinu
odgecka krumnice kojemu je a tetiva.

RieSenje. Ngprije po Heronovoj formuli
izraCunamo povrainu danog trokuta:
P=+/s(s—a)(s—b)(s—c¢)
=v21-1-6-14= 42,

Polumjer opisane kruznice ratunamo po for-
muli

abc 25
_E_?_lz.Scm.

Sada je
a 15
.o 2 2 3
nN— =% =_%2£ — =
M2~ R™ 255
2
o ., O 4
—_ = 1_ n2_:_
©0s3 5= 5
sint)c—ZSingcosg—z—4
o 2 2 25
= o = 73°44'23".
| zraGunamo i
1 .
PAOCB: E -R-Rsina
_1. x5 5 2
T2 2 2 25
— 75 cm?.

Povrsina kruznog odsjecka jednaka je

P = Pigetka — PaocB

R27'C 2
= 360° o — 75 cm
~ 25.547 cm?.

Marko Dodig (2), Zagreb

3787. Pravac 3x + 4y = 12 sijeCe elipsu
Ox° + 16y° = 144 u totkama A i B. Koliko
na elipsi ima tocaka P takvih da je povr&ina
trokuta PAB jednaka 3?

RjeSenje. Kako je A(0,3) i B(4,0) po
Pitagorinu poucku d(A,B) = 5 = a. Kako
povrSina trokuta mora iznositi 3, iz formule

a-h .. . 6
P_T dlijedi h_g.
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Sada traZimo pravce koji su od danog
pravca 3x + 4y — 12 = 0 uddjeni za ?6, i
s njim su paraeni. Njih ¢emo nati tako
da na osi apscisa nademo totke koje su
na toj udaljenosti od danog pravca i kroz njih
povucemo pravce paralelne zadanom. Uzmemo
li T(xo,0), prema formuli je:

6 |Ax+B-0+Cj
—=—————— = |3%9— 12| = 6,
5 T 3% — 12|

pa imamo totke T1(2,0) i T»(6,0). Pravci
koji prolaze tim tockama i paralelni su danom

pravcu y = f‘—lx+3 su

f—§x+
Pr...y= 2

©O© Nl W

3
P2...y=—7X + >
Trazene tocke su tocke presieka ovih pravaca
s elipsom. RjeSavamo sustave:

1 3 3

Y= 3
9¢ + 16y = 144

)I(?J'éavanjem dobivamo kvadratnu jednadzbu
—2x—6 =0 Gjasurjesenja x; 2 = 1+/7.
Dobili smo tocke

Pl(lf ﬁ,%(u ﬁ)) [
P2(1+ \/7,2(1— ﬁ)).

y==2%%3

9 + 162 = 144

RjeSavanjem ovog sustava dobivamo kvadratnu
jednadzbu x> — 6x + 10 = O &ija rjedenja nisu
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realna. Dakle, u ovom slu€gju pravac ne sijece
elipsu.

Znati, Py i P2 su jedine dvije totke na
danoj elipsi takve da je povrSina trokuta PAB
jednaka 3.

Marko Dodig (2), Zagreb
3788. Zadanjenizag=a;=1lizan>1

2 2 2

ay & a;
apr= L4+ 24 40
e an_1

Odredi opti ¢lan niza.

RjeSenje. UCinimo zadanu rekurziju pogod-
nijom za iteracije prepoznavanjem:

2 2 2
a a _
an=L 2 S
ao a an—2
Time dobivamo rekurziju:
2
an
i1 =an+ ——. 1
+ a1 €

Ta je rekurzija pogodnija za iteriranje. Naime,
odredimo ¢lanove niza za male n i pokusajmo
naslutiti opti €lan niza nakon Cega treba
dokazati tu slutnju.

Izra€unajmo prvih sedam ¢lanova:
p=a=1 =2 a=56
as = 24, ag = 120, ag = 720.
Uocavamo niz faktorijela prirodnih brojeva pa
naslucujemo da je opti €lan niza ahn =n!. Tu
dutnju sada treba i dokazati. UvrStavanjem u
(1) dobiva se:
| n!-n!
a1 =N+ m
=n'+n-n
=nl(n+1) = (n+ 1)
Zato je an = n! opti ¢lan zadanog niza.
Filip Vutic (2), Zagreb
3789. Grupa turista je pogetila iZozbu na
kojoj je bilo 200 dlika. Nijedan od pogjetitelja
nije vidio sve dlike, ali je svaku od njih vidio
barem jedan od njih. DokaZ da postoji par
pogetitelja A, B i par dika o, B tako da je
A vidio o ali nei 8, dok je B vidio g ali
nei o.
RjeSenje. Oznatimo s A pogjetitelja koji je
vidio nagjveti broj dika (ili jednog od njih).
Postoji bar jedna dike, recimo B, koju A



nije vidio. Barem jedan pogjetitelj (recimo B)
vidio je B. B nijevidio sve sike koje je vidio
A. Oznatimo s o jednu od onih koje nije
vidio. Dakle, A, B i o, B su trazeni parovi.

Filip V&€ (2), Zagreb

3790. Neka su o, B, v kutovi trokuta.
Dokaz jednakost

sin2a+sin2[3 —2sinasinfcosy = sinzy.

Rjesenje.
sin® o + Sinzﬁ — 2sinasinffcosy
=sn’ o+ sinz[i
—2sinasinBcos{w — (o + B)]
=sin®a +sin’B + 2sinasin B cos(c + B)
—sin® o + sin? B
+ 2sinasinf(cosa cosf —sina.sinfB)
=sn’a +sin2[3 + 2sinasin 3 cosa cos B
— Zsinzocsinzﬁ
= (sinza —sin® asin? B)
+ (sin? B — sin® o sin® B)
+ 2sinocsin B cos o cos 3
= sin® orcos? B + sin? B cos® o
+ 2sinocsin B cos o cos 3
— (sinocosp + sinf cosar)?
=sin’(at + B)
=sin’[x — (a+ B)]
:Sinzy.

Marko Dodig (2), Zagreb
D) Rje3enja iz fizike

0S8 — 478. U menzuri kojoj je unutarnja
povrSina dna 5 cn? je voda. Razina vode je
udaljena 45 mm od gornjeg ruba menzure.
UcCenik ima staklene kuglice mase 5 g. Koliko
takvih kuglica moze staviti u menzuru prije
nego se voda potne prelijevati? Gustota stakla
je 2500 kg/m°.

Riesenje.

A=5cm?

h = 45 mm

m=5¢g

Pstakia = 2500 kg/m® = 2.5 g/cm®

n="?

V = Ah=5cm?-45cm= 225 cm’

my 59 3
Vi=—=—"2__—2¢m
1= T 25g/cm3
vV 225cm®
= —=—=1125
V1 2 cmd

MoZe se staviti 11 kuglica

Petra Jurkovic (8),
OS Horvati, Zagreb

OS — 479. Opruga je u neopterecenom
stanju dugatka 15 cm. Kad se pomocu nje
vuCe drveni kvadar po suhom stolu njena je
duljina 19 cm, a kad se taj isti kvadar vuce
po mokrom stolu duljina je opruge 18 cm.
Usporedite koeficijente trenja po mokrom i
suhom stolu. Koliko je u postotcima voda
smanjila koeficijent trenja?

RjeSenje.
lo=15¢cm
l1 =19 cm
I, =18 cm
K2 o
H1
Al; =4 cm
Al, =3 cm
uG = kal
. A2
M2 G _ Az _ 3cm _

M1 - kA—Il - All “ 4cm =07
G
Voda je smanjila koeficijent trenja 25 posto.

_Marin Lakos (8),
OS Horvati, Zagreb

OS — 480. Plota elektriénog &ednjaka
ima dvije spirale. Kad je ukljutena samo
prva, litra vode zakuha za 5 minuta, a
kad je ukljutena samo druga spirala, litra
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vode zakuha za 7 minuta. Koliko ¢e vremena
trebati da ista koliCina vode zakuha kad se
ukljuce obje spirale? Jesu li one spojene
serijski ili paralelno? Zanemarite zagrijavanje
posude. Specificni toplinski kapacitet vode je
4200 J/kgK, njena je gustota 1000 kg/m?>,
napon elektricne mreze je 230 V.
Rjesenje.

t1=5mn=300s

tp=7min=420s

V=1L

m=1 kg

uUu=230V

¢ = 4200 J/ kgK

p = 1000 kg/ m°

t3 =?

Wy =Wso = Ws

Pity = Patp

P;-300s=P,-420 s

P1 = 1.4P,
Spirale su spojene paraelno i vrijedi:

P3 =P1+ Py, =24P,

W = W

Paty = Pats

P2 2420 s= 2.4P2 . t3
420 s

t3 = W = 175 S.

Lvuka Krasnjak (8),
OS Horvati, Zagreb

OS — 481. Lopta pri svakom udaru o tlo
40 posto svoje kineticke energije pretvori u
toplinu. Na koju €e visinu odsko€iti nakon
drugog odskoka ako je ispuStena s visine 2
metra?

RjeSenje.
h=2m
n=06
hy =?
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Egp, = 0.6Egp
Egp, = 0.6Egp, = 0.36Egp
Visina i gravitacijska potencijalna energija su
proporcionane veliCine pa vrijedi:
h =036-h=036-2m
=072 m.

Vito Martinovic (8),
OS Horvati, Zagreb

1742. Koliki najmanje mora biti koeficijent
trenja u, isti za oba tijela na dici, da se sistem
tijela ne pocne gibati? Masu niti i koloture
zanemariti. (mg = 3.2 kg, mp = 1 kg)

2

45°

RjeSenje. Sila koja vuce sistem prema dolje
je
F = mgsin45°.
Sila trenja koja se opire tom gibanju iznosi:
Fir = umygcos45° + umpg.
Da bi sistem tijela mirovao mora hiti:

Fir > F,
UmMygcos45° + umpg > mygsin4s’.
Odatle je

V2
32~

=

~ 0.6935.

Marko Dodig (2),

Gimnazija Lucijana Vranjanina, Zagreb
Borna Cesarec (3),

Sednja Skola Krapina, Krapina

1743. S koje smo visine pustili tijelo
bez potetne brzine, ako je u podjednjoj
sekundi pada prevalilo 36% ukupnog puta?
(g =9.81 m/s°, otpor zraka zanemariti)
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RjeSenje. Neka je 7 vrijeme pada tijela, s
pocetne visine H. Jednadzba gibanja slobod-
nog pada je

_9.2
H= 2r .
Put u posljednjoj sekundi (0.36- H) jednak je
92 9 172
0.36H = 57 2(’[ 1)°.

Eliminacijom 7 iz oba izraza dobiva se

2
0.36H:H79(,/E71>
2 g
(1 a0/, 9
0.36H = H (H 9/ +2>
g /H 9
036H =g/~ 3

Supstitucijom u = +/H dobivamo kvadratnu
jednadzbu

0.36u° = 4.43u — 4.905.

Njena su rjeSenja

u; = 11.075
= H =122.66 m,
u, = 1.23
= 1< 1, nijefizikano.

RjeSenje je H = 122.66 m.
Filip Wigic (2),
|. gimnazija, Zagreb

1744. Koliki je napon U; izvora na shemi
ako kroz njega (i kroz otpornik Rp) teCe struja
12A? (Ri=5Q, R=3Q, RR=7Q)

U, =12V

RjeSenje. Drugi Kirchoffov zakon za lijevu
petlju strujnog kruga kaze da je napon U;
jednak sumi pada napona na otpornicima Ry i

R>

Ui = 1Ry + 2Ry,
Analogno za desnu petlju dobivamo:

U = —12Ry + 13Rs.
Prvi Kirchoffov zakon za ¢vor struja daje

l1 =1+ 13.

UvrStavanjem zadanih veli€ina dobijemo sustav
jednadzbi:

Ui =6+3ly
12 = -3l + 7I3
12=12+I3.

RjeSavanjem donje dvije jednadzbe i uvrStava
njem I, = 1.56 A u prvu, dobivamo
Up =492V.

Filip W€ (2), Zagreb

1745. Element lantan u prirodi ima dva
izotopa, FLa i La, od kojih je poto-
nji radioaktivan s vremenom poluraspada 105
milijardi godina. Ako je aktivnost 100 grama
Cistog lantana 81.56 bekerela (Bq), koliki su
udjeli dvaju izotopa u lantanu?

RjeSenje. Zadana aktivhost A i vrijeme
poluzivota T daju za broj atoma radioizotopa
138 a

138 AT
_ 81.56 - 105 - 10° - 365.25 - 24 - 3600
o In2
=3.9.10%.

Ukupno je lantanovih atoma u 100 g (uz mali
udio *8La)
Ny = gNA - % -6.022-10%
—4.332.10%.
Tada je udio **®La
N(*%La)
Nu
= 0.0009 = 0.09 %.
Ostatak otpada na stabilni izotop:
x(139La) =1- x(138La)

= 0.9991 = 99.91 %.

x(P8La) =

ur.
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1746. Zvijezde Castor i Pollux u zvijezdu
Blizanaca su redom 37 i 32 puta ajnije od
naseg Sunca. Na kojoj se udaljenosti od njih
moze ocekivati planete jednako izl ozene toplini
maticne 2zvijezde kao Zemlja? Udaljenost
Zemlje od Sunca je 149.6 milijuna km.

RjeSenje. Uz izloZenost toplini proporcional -
noj saju na udaljenosti r od maticne zvijezde,
uz Cinjenicu darelativni §aj opada s kvadratom
udaljenosti imamo za Castor:

IR _37 R _,

l; R 1
RCastor = RZ . \/§
=910 10° km.
Analogno je
RPoIqu = RZ . \/§
= 846.3- 10° km.

ur.

1747. Sozac visine h i radijusa osnovke
r naCinjen je od homogenog materijala i
postavijen osnovkom na podlogu s kojom
je koeficijent trenja w. Podlogu polagano
naginjemo tako da dobivamo kosinu kojoj se
kut nagiba o polagano povetava. Uz koji €e
Se uvjet stozac prevaliti prije nego proklizne
na podloz?

RjeSenje. Promotrimo stozac s oznakama na
dlici.

Stozac se nete prevaliti dok vektor teZine
(mg) s hvatistem u S ne prekoraci donji rub
stosca (D). To bi se dogodilo za kut kosine
jednak o = JPSD. Iz pravokutnog trokuta

vidimo da je tangens tog kuta jednak r/g, tj.

ta o — ar
gog = he
Pritom smo korigtili Cinjenicu da se teziste
S nalazi na Cetvrtini visine stosca. Stozac

Matematicko-fizicki list, LXXI 4 (2020. — 2021.)

nece prokliznuti prije nego komponenta sile
niz kosinu nadvlada silu trenja, tj.
mgsinop = umgcos oy,
&o daje
tgop = u.
Dakle uvjet da se stozac prevali prije nego
proklizne je

tgop >tgoy,
odnosno
ar
u> e
Filip Wutic (2), Zagreb
1748. Plemeniti plin ksenon (Xe) ima

vreliste na —108°C. Koliku ¢e najvetu gus-
totu postici plinovita faza ksenona pri uobi-
Cajenom tlaku (101325 Pa), na temperaturi
neposredno iznad vrelidta? Atomska masa kse-
nona je 131.3 g/mol .

RjeSenje. 1z jednadzbe stanja idealnog plina

m
Vv = 4 RT
dijeljenjem s V, uz p = m/V dobivamo
_ M
P=RT:

Gustota je maksmana neposredno iznad
temperature vrelista
7-10° km = —108°C
= 165.15 K,

pa dobivamo

_101325-0.1313

- 8314-165.15

~ 9.7 kg/ m°.
Pritom je radi uskladenosti jedinica preraunato
M = 0.1313 kg/mol .

Filip V&€ (2), Zagreb

* % x

F11 = 89 — jedanaesti Fibonaccijev broj

8 +9° =145 4% =16
Pra452—42 12+ 62 =37
4+ 22=20 F4+77=58
2?4+0°=4 5%+ 8% =89

T





