ZANIMLJIYOSTI

Skolsko natjecanje iz matematike, 17. veljace 2021.

Skolsko natjecanje prva je razina natjecanja iz matematike za koju zadatke sastavlja
DrZavno povjerenstvo za matematiCka natjecanja. Skolska natjecanja su odrzana diljem
Hrvatske 17. veljaCe 2021. Svi uenici rjeSavali su po sedam zadataka. Prvih pet su
laks i svaki se bodovao s po 6 bodova, a zadnja dva su teZza i svaki je vrijedio 10
bodova. Za uCenike srednjih Skola natjecanje je trgjalo tri sata.

Zadatci — A varijanta

|. razred

1

Put koji povezuje mjesto A s mjestom B u prvom je dijelu ravan, a ostatak je
nizbrdica. Biciklist je iz mjesta A u mjesto B stigao za 1 sat i 15 minuta. Pri
povratku mu je trebalo pola sata viSe. Na ravnome dijelu ceste vozio je brzinom
za 4 km/h vetom od brzine na uzbrdici. Vozeti nizbrdo dvostruko je brzi nego
kad ide uzbrdo i za 50 % brzi nego na ravnom dijelu ceste. Kolika je udaljenost
mjesta A i B?

Totke A, B, C, D i E povezane su duzinama kao na dlici.
Duzine AB i BC sijeku duzinu DE redom u tockama F i
G. Ako je JABC = 20° i ako je ¥DFA = JCGE, odredi
SEAB + JDEA.

Svaki od trojice prijatelja popisao je svojih deset omiljenih
ratunanih igara. Na sva tri popisa zgjedno naslo se 15
razlicitih igara. Usporedujuci svoje popise uoCili su da svaka
dvojicaimaju po 6 istih igara na popisu.
Koliko se igara nalazi na sva tri popisa?

Na ploci su napisani brojevi 1,2, 3,...,2021. Je li moguce brojeve brisati jednog
po jednog sve dok na ploci ne ostane samo jedan broj, tako da nakon svakog
brisanja zbroj svih preostalih brojeva bude sloZen broj?

Koliko ima Cetveroznamenkastih brojeva djeljivih s 3 €iji dekadski zapis ne sadrZi
znamenke 2, 4, 6 ni 9?
U koordinathom sustavu u ravnini dana su dva pravca koja se sijeku pod pravim

kutom u tocki A(6,8). Secista P i Q tih pravacasos y su simetricna u odnosu
na ishodiste. Odredi povrsinu trokuta APQ.

Odredi sve prirodne brojeve n za koje su medu brojevima n, 4"+ 1 i n> +2
barem dva prosta broja.
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Il. razred

1

Odredi sve prirodne brojeve n i proste brojeve p takve da je

6n* — (2p+9n+p+3=0.
Zapisan je 2021-znamenkasti broj. Svaki dvoznamenkasti broj koji Cine dvije
uzastopne znamenke tog broja (bez promjene poretka) djeljiv je sa 17 ili s 23.
Znamenka jedinica danog broja je 7. Koja je njegova prva znamenka?
Dana je zica duljine 10 m koju treba preseti na dva dijela, te od jednog dijela
napraviti kvadrat, a od drugog jednakostrani¢ni trokut. Na kojem mjestu treba

pregeti Zicu da bi ukupna povrSina kvadrata i jednakostranic¢nog trokuta bila $to
manja?

U svako polje tablice 10 x 10 upisan je po jedan prirodni broj, a svih 20 zbrojeva
brojeva u njezinim retcima i stupcima medusobno su razliciti. Koliko iznos
najmanji moguci zbroj svih brojeva u tako popunjengj tablici?

Odredi sve parove {a, b} razliCitih realnih brojeva takve da jednadzbe
¥ +ax+b=0 i X+bx+a=0
imaju barem jedno zajednicko rjeSenje u skupu realnih brojeva.
Neka je ABCD pravokutnik u kojem je |AB| =1 i [BC| = /3. Upisane kruznice
trokuta ABC i ACD dirgju duzinu AC u tockama M i N. Odredi [MN|.

Odredi pozitivne racionalne brojeve x i y za koje su x+;1/ i y+ ~ prirodni
brojevi.

[1. razred
Ako je 2sinx —3cosy = a i 2cosx+ 3siny = b, koliko je sin(x — y)?

1
2.

6.

7.

. Koliko imacetveroznamenkastih brojevadjeljivih sa 7 Ciji dekadski —

Ako za pozitivne realne brojeve x, y i z vrijedi

B =z DAY =1024,
odredi vrijednost izraza 3 + %
Sve totke prostora Cija udaljenost od duZine AB iznos najvie 3 Cine tijelo
obujma 216x. Odredi duljinu duzine AB.

Polja ploce dimenzija 300 x 300 iste su veliinekaoi 14 kvadratica
od kojih se sastgji lik prikazan na dici. Koliko je najviSe takvih |
likova moguce postaviti na tu plocu bez preklapanja? Likove se
moZze rotirati i prevrtati. L]

zapis ne sadrzi znamenke 1, 2 ni 77 —

Totka M je polovidte stranice AB, a T teZidte trokuta ABC. Ako je AMT
jednakostrani€an trokut stranice duljine 1, odredi duljine stranica trokuta ABC.

Odredi sve parove (a, b) prirodnih brojeva za koje vrijedi
a® — b? + 22 = 17a* — 20 + 52.
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IV. razred

1

Odredi sve kompleksne brojeve z koji zadovoljavaju jednakosti
z+1 =1 i |Z+1=1

Gumena lopta bafena je s visine od 200 metara. Svaki put nakon &to se odbije
od povrsine, dosegne 4/5 prethodne visine: nakon prvog odbijanja popne se na
160 metara, nakon drugog odbijanja na 128 metara, itd. Koliko iznosi ukupna
udaljenost koju lopta prijede dok se ne zaustavi?
2
Zadana je elipsa s jednadZbom % + % = 1 i hiperbola kojoj su zariSta u glavnim
tjemenima te elipse, a tjemena u Zaridtima elipse. Odredi geci&ta hiperbole i
eipse.
Rekurzivno je zadan niz:
a; =1, a =3,
a,=(n+1)a,-1—nan—2 zan>3.
Odredi sve prirodne brojeve n za koje je a, djeljivo s 9.
Odredi posijednje tri znamenke broja 21202
Svaki Clan niza (an)neny pozitivnih realnih brojeva, pofevd od drugog, jednak
je aritmetickoj sredini geometrijske i aritmeticke sredine dvaju njemu susednih

Clanova. Ako je oy = i aggs = 505, odredi ajo10.

505
Figura postavljenanaoplogekocke K, dimenzijanxnxn
na strani na kojoj se nalazi napada sva polja u retku i
stupcu u kojimase nalazi, poput Sahovskog topa, ali i polja
na ostalim stranama u produzetcima tih redaka/stupaca.
(Na dlici su oznatena vidljiva polja na kocki K4 koja
postavljenafigura napada.) Koliko najvise figuramozemo
postaviti na oploge kocke Ksq tako da se medusobno ne
napadaju?

Zadatci — B varijanta

|. razred

1
2.

3.

4,

X 10244 16 3N 4+ 5.3
1264 " 16 AN ST TR
Matko sakuplja dli€ice s portretima sportaSa koje se prodaju u paketima po 5
dicica, ajedan paket kosta 7 kuna. Mladem je bratu poklonio 30 % svojih dicica,
pa je mama Matku kupila joS 4 paketa dliCica. Nakon toga je Matko bratu darovao
Cetvrtinu trenutnog broja slicica. Za 70 kuna koje su braca dobila od bake kupili
su pakete slicica i medusobno raspodijelili na jednake dijelove. Koliko sad Matko
ima dliica, ako ih ima dvije vise nego na pocetku?
Koliko ima prirodnih brojeva manjih od 2021 koji pri dijeljenju s 5 daju ostatak 2
i koliko iznosi njihova aritmeticka sredina?

Vidi zadatak 2 |. razreda— A varijante.

Odredite x¥¥ ako je
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. PIN Karlovog mobitela je Cetveroznamenkasti prirodni broj veti od 2021 te djeljiv

s5i 6. Ako u tome broju zamijenimo mjesta prvoj i tretoj, te drugoj i Cetvrtoj
znamenki, dobit ¢emo broj koji je od njega veti za 3960. Odredite PIN Karlovog
mobitela

. Svaslovajednakosti (a+b)(c+d)(e+f)(g+h) = 5005 treba zamijeniti razlicitim

brojevimaod 1 do 8 tako da jednakost bude tocna. Na koliko je nafina to moguce
napraviti?

. U trokutu ABC totka D nalazi se na stranici BC, a totka E na stranici AC.

Duzine BE i AD sijeku se u totki F, a duzina BF dijeli povr&inu trokuta ABD
na dva jednaka dijela. Ako je povrsinatrokuta AFE jednaka 7, a povrSna trokuta
AFB 13, izraCunajte povrsine trokuta CEF i CFD.

. razred
1. lzraCunajte:

-2 2 1 1
(\/I3+\/4-_7) (437147 )+(\/4—3+m)3'(\/@+\/ﬁ>'

. Odredite sve realne brojeve p tako da za rjeSenja X3, X kvadratne jednadzbe

X(2x—3p) — 3p(x—3p) =x—-1
vrijedi [x§ + 3| > 1.

. U pravokutnom je trokutu omjer visine i tezZisnice povucene iz vrha pravoga kuta

jednak % Odredite omjer duljina kateta toga trokuta.

. Stigavs kuti, profesor Matko je ustanovio da je zaboravio kiSobran na jednom

od Cetiriju mjesta koja je toga dana pogjetio: banku, po%tu, ljekarnu i trgovinu.
Ljekarnik je uoCio kiSobran u ljekarni i poznavgjuéi profesora, znao je da ¢e
on odmah krenuti u potragu za kiSobranom. Pitao se na koliko razlicitih nagina
profesor moze obi¢i ta Cetiri mjesta, uz pretpostavku da se odmah nakon pronalaska
kiSobrana vrati ku€i. O kojem se broju obilazaka radi?

. Duljine stranica trokuta ABC su |AB| = 13, |BC| = 14 i |AC| = 15. lzraCunajte

opseg kruznice koja dodiruje stranice AB i AC, a sredi¥te joj je na pravcu BC.

. Za koje reane brojeve a jednadzba v/x2 — 100 = a+ x ima rjeSenje u skupu

realnih brojeva?

. Graf kvadratne funkcije f (x) = ax® + bx + ¢ ima tjeme u tocki (t,t) i prolazi

totkom (—t,—t). Odredite sve vrijednosti realnog broja t, t # 0 tako da je

33
2 2 —
a®+b +czf16.

I11. razred

1. RijeSite jednadzbu x> — 6x + < =|sin

17 |, (2021+ 18K)7%

5 ,zasvaki ke Z.

2. U valjak je upisan uspravni stoZac tako da se njegova osnovka podudara s jednom

osnovkom valjka. Vrh stosca nalazi se u sredidtu druge osnovke valjka. Ako mjera
srediSnjeg kuta plaSta stosca iznosi 120°, odredite u kojem su omjeru oploga
stosca i valjka
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2 4n+ 4
Zakoje je prirodne brojeve n vrijednost izraza %

3
1 —sinx — cosx
Na tri hrpe nalaze se Zetoni: na jednoj je hrpi 5 Zetona, na drugoj 10 Zetona i
natrecoj 15 zetona. DvaigraCaigrgju igru. Jednim je potezom dozvoljeno jednu
hrpu Zetona podijeliti na dvije manje, ne nuzno jednake hrpe. Igra koji nema
potez gubi. Koji ¢e igraC pobijediti, onaj koji prvi igraili koji igra drugi?
Rijesite negjednadzbu log),_; 2x > 1 u skupu realnih brojeva

Dan je paralelogran ABCD povrsine 75v/3 u kojem vrijedi |AB| = 10 i
JABC = 120°. Na stranici AD dana je totka E, a na stranici BC totka F tako

da je duzina EF paraelna sa stranicom AB, a povrsina paralelograma ABFE
dvostruko veta od povrsine paralelograma CDEF. Odredite mjere kutova <FAB
i XEFD.

cijeli broj?

Ako je = 4, odredite Cemu je jednako cos4x.

V. razred

1

2.

Odredite najmanje prirodne brojeve x i y za koje vrijedi 123 = 73y, pri cemu
N OznaCava zapis broja u bazi b.

Odredite rjeSenja jednadzbe
sinx
log,(cos? x) — log, <T) =2
u intervalu [0, 27].
Koliko ima racionalnih ¢lanova u razvoju binoma

(v2+42)""

Totke A, B i C vrhovi su trokuta. Na stranici AB oznaleno je 6 totaka, na
stranici BC oznaCeno je 7 toCaka i na stranici CA oznaCeno je 8 tofaka. Vrhovi
trokuta nisu medu oznafenim tockama. Koliko razli€itih Cetverokuta mozemo
odrediti Ciji su vrhovi oznatene tocke?

Ako prirodni broj n pri dijeljenju s 5 daje ostatak 2, koliki ostatak pri dijeljenju s
5 daje n’?

X2 y2
Zadane su €elipsa s jednadzbom 9 + 7= 1 i hiperbola kojoj su zarista u

tjemenima elipse na velikoj osi, a tjemena u Zari&tima elipse. Kolika je povrSina
Sesterokuta kojemu su vrhovi tjemena elipse na maloj osi i gecista zadanih
krivulja?

Odredite modul i argument kompleksnog broja Z* : w*?, gdje je
z= —25in5—n -2 cos&
o 8 8’
5 . . 5m
W= \/50051—6 —iv2sin s

lvan Kokan
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