=2f\ MATEMATIKA

Popoviciuva nejednakost

Radomir Loncarevic!

Rumunjski matematicar Tiberie Popoviciu (1906.—1975.) dokazao je 1965. poznatu
nejednakost iz podrucja konveksne analize (vidi [1]), koja ima primjene, medu ostalim,
u brojnim zadatcima koji se pojavljuju na matematickim natjecanjima. Dokazat ¢emo
najprije Popoviciuvu nejednakost, a nakon toga pokazati primjenu na nekoliko zadataka
te dati nekoliko njih za vjezbu.

Definicija 1. Neka je I interval u R. KaZemo da je funkcija f : I — R konveksna
ako za sve x,y € I i za svaki B € [0, 1] vrijedi

F((1=B)x+By) < (1= B)f (x) + Bf (v)- (1)
Funkcija f je strogo konveksna ako za x #y i za sve B € (0,1) u (1) vrijedi stroga
nejednakost.

Definicija 2. Funkciju f : 1 — R nazivamo konveksnom u Jensenovom smislu ili
J-konveksnom na I ako za sve x,y € I vrijedi

NEDRCEC o

Funkcija f je strogo J-konveksna ako za sve x,y € I,x # y u (2) vrijedi stroga
nejednakost.

Teorem 1. Funkcija f : I — R je konveksna ako i samo ako za sve xi,...,x, €1 i
za sve i, ..., By €[0,1], takve da je >, B = 1, vrijedi

f (Z ﬁka> <D B () (3)
k=1 k=1

1
Napomena 1. Poseban je slucaj nejednakosti (3) kada je Bi = -, i=1,...,n, .
n
f(xl—i—xz—’:...—i—xn)Sf(xl)-i-f(xz)n—i-...—i-f(xn). @)

Nejednakost (4) jedna je od najcescih oblika Jensenove nejednakosti koja se koristi u
rjeSavanju klasi¢nih zadataka vezanih uz nejednakosti. Dokazao ju je danski matematicar
J. L. W. V. Jensen (1859.-1925.) u ¢lancima objavljenima 1905. i 1906. godine.

Teorem 2. Neka je f : I — R neprekidna funkcija. Funkcija [ je konveksna ako i
samo ako je J-konveksna.

Prethodni teorem ¢emo koristiti u dokazu Popoviciuve nejednakosti, a govori o
jednakosti pojmova konveksnosti i J-konveksnosti za neprekidne funkcije.
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Teorem 3. (Popoviciuva nejednakost) Neka je f : I — R neprekidna funkcija. Tada
je [ konveksna ako i samo ako je

p +f(3y) F(2) " (x+§+z> > % {f <x§Y) +f (x:1> +f <y3i>J5)

za sve x,y,z € 1. U slucaju da je f strogo konveksna funkcija u (5) vrijedi stroga
nejednakost za sve x,y,z €1 osimza x =y = z.

Dokaz. (=) Bez smanjenja opéenitosti moZemo pretpostaviti x <y < z. Ako je
x+y+z
Y3

,ondaje y < %,tj.

Pk
xX+y+z X+2z
< L — =< (6)
L. . y+z .
Bududi da je x < , imamo
y+z
— +y+z
X+y+z +z
— <2 =<z @)

Iz (6) i (7) slijedi da postoje s, € [0, 1] takvi da je
x+z:S'x+y+z y+z:t.x+y+z
2 3 2 3
Zbrajanjem prethodnih jednakosti te sredivanjem izraza dobivamo

(x+y—2z) <s+t—%) =0.

Ako je x+y—2z=0, onda je nuzno x =y = z i time je nejednakost (5) ocita.

+(1—s)-z, +(1—-1)-z

3
Akoje s+t — 7= 0, onda zbrajanjem sljedece tri nejednakosti:

() 2or (529

() <or () -0

N}
~

dobivamo
(590539
< (T 4y g+ -

pa zbog s+t = J imamo
3 1
(50 () (5) <3 (557 30w o e

2
odakle mnoZenjem s 3 dobivamo nejednakost (5).
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(<) Zbog neprekidnosti i teorema 2 dovoljno je pokazati da je funkcija f
konveksna u Jensenovom smislu. Ako je y = z, onda iz nejednakosti (5) slijedi

TOETO)p (F2) 22 (o (V20 )
4

1 3 [(x+2 x+y
Zf(x)‘f'zf( 3 )Zf(T)

za sve x,y € I paje f konveksna u Jensenovom smislu. [J

Navest ¢emo, bez dokaza, neke dovoljne uvjete za konveksnost. Dokaz se moZe
vidjeti u [2].

Teorem 4. Neka je f : I — R dva puta derivabilna funkcija na otvorenom intervalu
I C R. Funkcija f je konveksna na I ako i samo ako je f"” >0, Vx € 1.

Sljedeci teorem namijenjen je onima koji ne poznaju diferencijabilni racun, ali
poznaju grafove eksponencijalnih, logaritamskih i trigonometrijskih funkcija.

Korolar 1. Neka je f : I — R dva puta derivabilna funkcija na otvorenom intervalu
I CR. Tada je f konveksna na I ako se za bilo koji xy € 1 sve tocke grafa funkcije f
nalaze iznad tangente grafa povucene u tocki (xo,f (xo)).

Zadatci su preuzeti iz [3], [4] 1 [5].

Zadatak 1. Neka su xi, xp, x3 pozitivni brojevi, pri Cemu nisu svi medusobno
Jjednaki. DokaZite nejednakost

27 H(xi —i—xj)2 > 64x1x0x3(x1 + X2 +x3)3.
i<j
Rjesenje. Promotrimo funkciju f(x) = —Inx, x € (0,+00). Kako je f"(x) =
2 > 0, za svaki x € (0,00), slijedi da je f strogo konveksna na (0,00). Primjenom
Popoviciuve nejednakosti (5) imamo
X1 +x +x3> S 20 (x1 +X2 X24Xx3 X3 erl) ’

3 2 2 2
X1+ x2 +X3>3 <n ((xl +x2) (%2 + x3) (x3 +x1))2
3 8 ’

(x120x3) (W)g - <(x1 + x2) (x2 Zx3)(x3 +xl))2’

1 1
ﬁ(xleX3)(x1 + X2 —|—x3)3 < 6_4(x1 —|—x2)2(x2 +x3)2(x3 +x1)2.

Odakle mnozenjem s 27 - 64 dobivamo traZenu nejednakost.

—1Inx; —Inx, —Inx; — 31n <

11’1()61)62)63) + In (

Zadatak 2. Neka su a,b,c pozitivni realni brojevi. DokaZite nejednakost
X+ +z x+z Z X
y yta, ( y ) '

>4 + +
z X x+y y+z x+z
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1 2
Rjesenje. Promotrimo funkciju f(x) = x + —, x € R*. Kako je f"(x) = = >0
X X

za svaki x € RT, funkcija f je strogo konveksna na R*. Primjenom Popoviciuve
nejednakosti (5) imamo

1 1 1
x—i—;—l—y—i—;—i—z—i—; x+y+z 3
+
3 3 xX+y+z
>% x+y 2 x+z 2 y+z 2
—3\ 2 x+y 2 x+z 2 y+z)’
2( +y+ )—l—l 1+1+1 + 3
Z(x Sl R Ml -
3 yrs 3\x y z x+y+z
2 2 2 2
> (x+y+z+ + + :
3 x+y x+z y+z

1 1 1 9 1 1 1
- +-+-+ > + + ,
X Yy 2z Xx+ty+z X+y x+z Yy+z

odakle mnoZenjem s x + y + z # 0, dobivamo

Y

X+ +z x4z xX+y+z x+y+z x+y+z
YprTog 4( AL L )12,
z X y xX+y X+z y+z

Y

4 —r—+ L 13)-12
x+y y+z x4z

4 Z+x+y .
x+y y+z x4z

Zadatak 3. DokaZi da za svaki trokut ABC vrijedi nejednakost

o B y _3V3 s
- Ll LA S S
cosz+cosz+cosz_ 1 +2R’
gdje su o, B, y njegovi unutarnji kutovi, s poluopseg i R polumjer opisane mu
kruZnice.

Rjesenje. Promotrimo funkciju f (x) = —sinx, x € [0, n]. Kako je f”(x) = sinx >
0, Vx € [0, ], dana funkcija je konveksna na intervalu [0, 7. Primjenom nejednakosti
(5) imamo

3 3 - 3
Kako je a+ B+ v = &, u svakom trokutu je:

G By _ V3
3 2

> ~+ sin 3 + sin >

7sin(x+sinﬁ+sinyisina+ﬁ+}/> Z(Sina—i—ﬁ B+y . OH—}/)

(04
sinaJrsinﬁ+siny:4coszcos§cosg,
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> +sinﬁ;y+sina;y:cos%—i—cosg—i—cosg.

sinOH_ﬁ

Odavde slijedi
B...Y

a
4.cos — coS = COS —
2
— 2 2 2—£2—§<cosg+cosﬁ+cosz).

W

3 2 2 2 2
U svakom trokutu vrijedi

(04
COSECOSQCOSg = ﬁ

3
Primjenom prethodne jednakosti pa mnoZenjem s — 7 dobivamo danu nejednakost.

Zadatak 4. Za svaki Siljastokutan trokut s kutovima o, B, y vrijedi nejednakost

2
tgo+tgf +tgy > 7s73\/§.

bid 2si
Rjesenje. Promotrimo funkciju f (x) = tgx, x € (0, E) . Kako je f"(x) = SH;X
cos3 x
T T
0, Vx € (O,§> pa je f strogo konveksna na (0, 5) Primjenom Popoviciuve

nejednakosti (5) imamo

tgo+tgp+t o+ p+ 2 o+ + o+
gottgBrey otBrY (tg 2B+th2y+tg 27>7

3 3 73
a odavde zbog o + B + y = 7, imamo
tga+ﬁ+)/:\/§

3 )
o+ B+vy oty B Y s
tg > +tg ) +tg 3 7ctg2+ctg2+ctg27r.
Sada je
t t t 2
wﬂgzg.f,
P

odakle mnoZenjem s 3 dobivamo danu nejednakost.

Zadatak 5. DokaZite da za svaki Siljastokutan trokut, Ciji kutovi zadovoljavaju uvjete

% <a, B, y< g, vrijedi nejednakost
3 2
tgotgfrgy > fj :
Or
S . . T .
Rjesenje. Promotrimo funkciju f(x) = Intgx, x € (Z’ 5) Kako je f"(x) =
—4cos2
ﬁ >0, Vx € (g, g) , [ je strogo konveksna na x € (g, g) Primjenom

Popoviciuve nejednakosti imamo

1 2
g(lntgaJrlnthJFlnth) +lntg§ > 3 <lntg OthrB Jrlntgﬁ;ry Jrlntg—othy) ,
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tg

1 2
=1 1 > =1
3n(tgatgﬁtgy)+ n\/§_3n(tg ) 5

2
(04 (04
1n(3\/§tgatgﬁtgy>zln<tg ;Btgﬁgytg ;Ly> )

o+B B+y a+y)

1 o+B. B+y. o+vy :
> . .
tgatgPtgy > V3 <tg > tg > tg >

Nadalje vrijedi

o+B. B+y o+vy o B Y s
t t t —=Cteg — Cctg — ctg ~ = —
£ BTy Ty Teydes ey =0

pa odatle slijedi traZzena nejednakost.

Zadatci za vjezbu

1. Dokazite da za svaka tri pozitivna realna broja a, b, c vrijedi
a*+b>+c*+2abc+ 1> 2(ab + be + ca)z.

[\

. Neka su xj, x», x3 pozitivni brojevi, pri ¢emu nisu svi medusobno jednaki.
Dokazite da je

6, .6, .6 222 33, 33, 33
X} F X5 4 X3 4 3x7x5x5 > 2(xx; + x5 + x5x7).

9

. Dokazite da za svaki trokut s kutovima o, 3, y vrijedi nejednakost

sing—f—siné—i—sinZ > §+L
2 2 274 2R
gdje su R i r polumjeri trokutu opisane i upisane kruZnice.
4. Dokazite da za svaki §iljastokutan trokut s kutovima o, 8, y vrijedi nejednakost

rtgatg Btgy + 3v3r > 2s,
pri ¢emu je r polumjer trokutu upisane kruZnice, a s njegov poluopseg.
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