Jedan zadatak s americke olimpijade i njegova poopcenja

Julije JakSeti¢', Josip Lopati¢®, Marjan Praljak®, Robert Soldo*

U ovom ¢emo radu analizirati jedan zadatak koji se prvi put pojavio na 10. Americkoj
matematickoj olimpijadi 1981. godine. Poslije toga natjecanja privukao je podosta
pozornosti i nastojanja da se rijeSi na mnoge nacine. Zadatak se dosta istaknuo i svojom
teZinom, odnosno sloZeno$c¢u sluzbenog rjesenja.

Zadatak 1. Ako je x pozitivan realan i n prirodan broj, dokaZite da vrijedi

\_nsz%—l—%—i—...—i—%, (1)

gdje | x| oznacava najveli cijeli broj koji nije veéi od x.

Rjesenje 1. Navodimo najprije sluzbeno rjeSenje. Neka je x = |[x| + o, gdje je
o = {x} razlomljeni dio broja x, za svaki k € N vrijedi

kx| = |k|x] + ke| = kx| + [ke).

Prema tome, dana nejednakost poprima oblik

i o > o+ 1) 1+ B o 1 2
i ekvivalentna je s
|no| 2¥+%+...+@, 0<a<l.

Stoga je dovoljno promatrati sluéaj 0 < x < 1. Za «a € [0,1) i lijeva i desna strana
gornje nejednakosti predstavljaju nepadajuée po dijelovima konstantne funkcije, koje

e . .. A « a - .
mogu mijenjati svoje vrijednosti jedino u to¢akama o = b pri ¢emu su a,b € Z, takvi

da 1 <a < b < n, paje dovoljno dokazati nejednakost
ka J

)Ll

l1<a<b<ni (ab)=1.

k=1
Prema teoremu o dijeljenju s ostatkom, za k = 1,2, ...,n postoje cijeli brojevi gy,
ki ki
re takvi da je ka = qib +re, 0 < e < b. Supstitucijom {?"J =g = ?" - 2—",
k=1,2,...,n gornja nejednakost je ekvivalentna sa
n
Tk
Sk
k=1 k
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Kako je ry > 0 za svaki k i r, < b, dovoljno je dokazati nejednakost
b—1
Tk
—>b—1.
D%z
k=1

Tvrdimo da je skup {ry,r2,...,r,—1} permutacija skupa {1,2,...,b—1}. Dabi to
provjerili, uo¢imo da ne moZe biti r, = 0 zaneki 1 < k < b, jer bi to povlacilo % = %,
a to je proturjecje s tim da je razlomak % ireducibilan. Takoder, nije moguce r; = r za
neke 1 <j < k < b, jer bi tada slijedilo ja — gjb = ka — qib, tj. (j — k)a = (q; — q«),

odakle dobivamo % = C];;Zk , a §to je proturjecje s ireducibilno$¢u razlomka %. Prema
j—
tome, skup {ri,r2,...,7—1} je permutacija skupa {1,2,...,b — 1}. Sada, koristeéi
A-G nejednakost, slijedi
1 2 Tp—1
T+E+"'+—b71 o[ T ey (b—1)! _
b—1 - 1-2-...-(b—1) (b—-1) ’

b—1
tj. Z Ek > b — 1, ¢ime je dokaz gotov.

* Kk &

U drugom rjeSenju ovog zadatka koristimo jedno svojstvo funkcije najvece cijelo
(koje se lako moze provjeriti), a koje vrijedi za sve realne brojeve:

lx] + ) < [x+y). (2)

Takoder éemo koristiti i Abelovu® sumacijsku formulu

n n n—1 k
Zakbk:aank—i-Z(ak—akH)Zbi, neN, n>1; a,by €R (k: 1./...,1’[).
k=1 k=1 k=1 i=1

1
Rjesenje 2. U gore navedenu formulu specijalno uvrstimo a; = z i by = |kx],

k=1,...,n, pa dobivamo
k] 1 S .
27 7nZLkXJ+Z(k k+1)zm
k=1 k=1 k=1 i=1
n n—1 &k .
1 lix]
=S ) 30> 3)
gt o o kD)
Nadalje, tvrdimo
k . k1 .
Lix| Lix|
I L = U P 4
;k(k+1)_;(k+l)(k+2)’ " )

5 Niels Henrik Abel (1802.— 1829.), norveski matematicar.
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Tvrdnja (4) je ekvivalentna s
k+1

(k+2) Zm <kZszJ, k=1,...,n—1,

— 22@ <k[(k+ x|, k=1,...,n—1,
i=1
koju dokazujemo koristeéi nejednakost (2). Dobivamo

k
ZZszJ Z Lix| +ZL((k+l)—i)xJ
k

— Z (Lix) + [+ 1) = )x]) < D10+ 1)) = kLK + ).

i=1

Odavde i iz (4), slijedi

Zk(“"J sn (’E’f) k= 1,n— 1. 3)

Primijenimo li nejednakost (5) na relaciju (3), te dalje koristeéi nejednakost (2),

dobivamo
n x '
;Lk—J —Z ka+kzlzl ZL );lej

| /\

n—1

:nHZUa [22 kaJanxJ}

k=1

[Z kx) + [ (n — k)x]) +2Lnxj}

1
< n—l—l[ LnxJJrZLnxJ] = |nx].
k=1
[kx) Zk [ix]
Rjesenje 3. OznaCimo s a; = = = ——. Uz ove oznake, trebamo
i

i=1

dokazati |nx| > A,. Tvrdnju dokazujemo matemati¢kom indukcijom. Baza indukcije,

za n = 1, nejednakost je trivijalno ispunjena. Pretpostavimo da ona vrijedi za sve

prirodne brojeve 1,...,n— 1, tj. pretpostavimo da vrijedi [kx| > Ax, k=1,...,n—1.
Korak indukcije — dokaZimo tvrdnju za broj 7.

Najprije, uo¢imo da vrijedi

n—1 n—1 k

B x| x| ix| .
DA=33 =33 =) )
k=1 k=1 i=1 i=1 k=i i=1

S R e =y -3 Lk

- = K 7 =
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odakle, koristeci pretpostavku indukcije i nejednakost (2), imamo

nA,,:ka +2Ak<2kx +Z
k=1

= )+ 3 (Ll + L(n— ko)) < [ +itnxJ ~ nlns).

Dva poopcenja

Zadatak 2. Ako su a1 < ap < ... < a, realni brojevi za koje vrijedi
ay +2a, + ...+ na, =0 i x bilo koji realni broj, tada je
a|x| +ax|2x] + ... + ay|nx] > 0. (6)

Rjesenje. Tvrdnju dokazujemo matematickom indukcijom. Za n = 1 imamo a; = 0,
pa tvrdnja a;|x| > 0 odito vrijedi. Pretpostavimo da tvrdnja vrijedi za neki prirodan
broj n. Dokazimo da vrijedii za n+ 1. Neka su a; < ay < ... < g,y realni brojevi
za koje vrijedi a; 4+ 2a; + ...+ (n+ 1)a, = 0 i x proizvoljan realan broj.

Lijevu stranu nejednakosti (6) zapisat ¢emo na sljedeci nacin:

n+1 n

ZailixJ :Zaz ix| +ap[(n+1 Za, ix| "T“ZL(nJrl)xJ

i=1 i=1

_ ny Z (L(n + 1)x] —2]ix]) —I—Z (ai +2- a,Z‘>LixJ

n -
i=1

n

- %Z (Ln+ 1) = Lix] = Ln+ 1= )x)) + > (ai+2a”“)uxj.

i~ i=1 " (7

Uoc¢imo da je a,y; nenegativan realan broj, inace bi zbog uvjeta a; < a, < ... <
a, < ap+1 1svi ostali bili negativni, pa ne bi vrijedio uvjet a; +2a2+ 4+ (n+ Da, =0.
Ponovo, koriste¢i nejednakost (2), slijedi |ix] + [(n+ 1 —i)x] < |[(n+ 1)x], pa je
prva suma na desnoj strani u relaciji (7) nenegativna. Da to vrijedi i za drugu sumu

. C e . .. o a
dokazujemo koristeci pretpostavku indukcije. U tu svrhu, oznacimo b; = a; + 2 - nt] ,
n
i=1,...,n. Za ove brojeve ocito vrijedi b} < b, < ... < b, i
n n a n n
. ntl n+1 .
E lbi—g (al+2 o ) E ia, + 2 - , E i

i=1 i=1 i=1 i=1

n n+1

" a1 n(n+1 . .
:;lai+z. s .%:zm(nmanﬂ:zlai:o.

i=1 i=1

Stoga je, prema pretpostavci indukcije

n n

Z (ai+2' a';“)LiXJ = Zb,[ixj > 0.

i=1 i=1
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Ovime smo dobili da je desna strana identiteta (7) nenegativan realan broj, tj.
n+1
Zai |ix] > 0, ¢ime je tvrdnja dokazana.

i=1

Napomena 1. Uo¢imo da specijalno za a; = —1, a, = f%, e, Ay = 7111 I i
a,=1— %, imamo nasu zadanu nejednakost.

Drugo poopéenje se pojavilo na Azijsko-pacifickoj olimpijadi® 1999. godine.

Zadatak 3. Neka je ai,ay, ... niz realnih brojeva za koje je aj; < a; + a; za sve

i,j=1,2,... tada vrijedi nejednakost

an ay

a+—=4+...+—>a,

2 n

za svaki prirodan broj n, a ako je ai; > a; + aj, vrijedi suprotna nejednakost.
Rjesenje. Dokaz provodimo matematickom indukcijom. Baza, za n = 1 tvrdnja

je trivijalno ispunjena. Pretpostavimo da ona vrijedi za sve n = 1,2,... k. Korak
indukcije: dokaZzimo da tada tvrdnja vrijedi i za n = k + 1. Koriste¢i pretpostavku
indukcije, imamo

012017

ap
al+72a23

2 Ay
ag+—=+...+—>a
1 3 A k

Zbrajanjem dobivamo
ay Ay
ka1+(k—1)7+...+? >a+ar+ ...+ a.
Dodamo li lijevoj i desnoj strani ove nejednakosti zbroj a; + a + ... + a;, imamo
a a
(k+1)(a1 —l—;—l—-ﬁ-f) > (Cl] —|—ak)—|—(ag—i—ak_l)—i—...—i—(ak—i—al).
Sada koristeci Cinjenicu a;4; < a; + a;, iz gornje nejednakosti slijedi

a a
(k+1)<a1+72+...+f>zk-ak+l
e at Py B K
aq 3 % _k+1 Ak+1
— +a2+ +ak> 1
ai 2 k_ak+l k1 Aje+-1
az Ay Ai+1
= = >
al+2+ +k+k+1_ak+17

¢ime je tvrdnja dokazana.
Napomena 2. Ako se stavi a; = |ix] u prethodnom zadatku dobivamo originalnu
nejednakost (1).

6 Natjecanje koje se odrzava svake godine od 1989. godine, a uglavnom okuplja zemlje Pacifi¢kog podrudja.
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Profinjenje nejednakosti

U nastavku ¢emo dokazati, ako u naSoj nejednakosti nije mogu¢ znak jednakosti, tj.

2
ako je |nx| # — LXJ L Zx | +...+ L , tada vrijedi poboljSana nejednakost
n
U] [2x [nx]
> = R
|nx] S + = 1 + = > +...+ "

k
Oznadimo x, = max {% k=1,2,... ,n}, dy» = najmanji prirodan broj d takav

d
da je % = X,. Jasno je d,, < n.

" | kx] " Lk

" inace je |nx| > 6 .
k=1 k=1
[kx]
-
k = 1,2,...,n}. Ova primjedba, te Cinjenica, koja proizlazi iz nejednakosti (2),
kx kx
[x] < Lo , za svaki realan broj x i za sve prirodne brojeve k, povlace % = |x] za
svaki k € {1,2,...,n}. Odavde je
" kx
Z % =nl|x| = |nx].
k=1

.,d — 1} takav da je n =r(mod d).

Teorem 1. Ako je d,, =1, tada je |nx| =

[

Dokaz. Najprije pretpostavimo da je d = d,, = 1. Tada je |x| = max{

Pretpostavimo d,,, > 1 i neka je r € {0, 1, ..
ldx| _ dx

Uocimo, x, = 7 < 7= = x, odakle imamo kx, < kx, za svaki prirodan broj k.
kx
S druge strane, iz definicije maksimuma, imamo x, > u za svaki k € {1,2,...,n}.
Stoga je |kx| < kx, < kx za svaki k € {1,2,...,n}, odakle slijedi
lkx,] = [ke],Vk € {1,2,...,n}. 8)

Nadalje, ako je y < x,, tada je dy < dx, = |dx|, pa je i |dy] < |dx]. To
znadi da je x, najmanji realan broj koji zadovoljava relaciju (8). Iz n = r(mod d) je
n—r=0(modd), tj. n—r je visekratnik broja d, pa je (n — r)x, cijeli broj. Stoga je

[nx, | = [ + (n = r)x,] = |rx,] + (n—1)x,

=l - S e 3 B3

k=1 k=r+1 k=1

IR ED DD DEL RO e
k=1 k=r+1 k=r+1

SIETED SE-C G- ST oL Y
k=1 k=r+1 k=1
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< , pa iz gornjeg

Koristeéi ranije dokazanu nejednakost (1), imamo E

identiteta, uz relaciju (8), slijedi
- L "J nft nJ
— > _— 9
) =3 D ©

Kakoje n >d >rin—r=0(modd) n—r je prirodan broj i viSekratnik prirodnog
broja d, stoga je n —r > d, odnosno n > r + d. Nadalje, iz r < d — 1, imamo
r+d<2d—1. Sada, je

" kxy, — |k, | &Lk, — | kx|
—n Ll —n Lnd
I T DY
k=r+1 k=r+1
r+d
> kx
T+ d — Lew])
k= r+l
1 r+d
> — — . 1
> o > (ow — [kn)) (10)
k=r+1

Pokazat éemo da je {kdx, —d|kx,| : r+1 <k <r+d} skup cijelih brojeva koji je
permutacija skupa {0, 1,...,d — 1}. Iz definicije broja d = d, slijedi da je d najmanji
prirodan broj takav da je dx, cijeli broj. Stoga su brojevi d i dx, relativno prosti.

Kada to ne bi bilo, postojao bi prirodan broj —, gdje je m > 2 najveca zajednicka
m

d d

mjera brojeva d i dx,, takav da je — x, cijeli broj, $to je radi — < d, kontradikcija s
m

minimalno$¢u takvog prirodnog broja d. Stoga, ako je [ prirodan takav da je Ix, cijeli

broj, tada je I > d 1 jer je Ix, = y dx,, broj y dx, je cijeli. Kako su brojevi d i dx,

l
relativno prosti, p je prirodan broj, odnosno [ je viSekratnik broja d.

Ako su a i b cijeli brojevi, nekongruentni modulo d, tj. ako je a #Z b (mod d), tada
su i brojevi adx, i bdx, takoder cijeli brojevi nekongruentni modulo d. U protivnom,
(a — b)x, bio bi cijeli broj, odakle prema prethodnoj diskusiji @ — b ili b — a bio bi
viSekratnik od d, a to je kontradikcija s izborom brojeva a i b. Na istovjetan nacin,
zakljuCujemo da su tada i brojevi adx, — d|ax,], bdx, — d|bx,| takoder nekongruentni
modululu d. Buduéi da je 0 < d(kx, — |kx,]) < d, za svaki prirodan broj k i jer je
r+1,r+2,...,r+d niz od d uzastopmh pr1r0dn1h brojeva, vrijedi

{kdxndekan r+1<k<r+d}={0,1,...,d—1}.

Sada je
r+d 1 d—1 k
delk_)ﬂ :2”1*1;{:03
d—1 1
202d— 1) 2
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Jerje d =d,, > 1,to0je d > 2, paiz gornjeg identiteta slijedi
1 r+d

— kx, — |kx,]) >

2d — 1 ( X I_ J) =
k=r+1

Iz nejednakosti (9) i (10), koriste¢i relaciju (8), kona¢no dobivamo

i =S
k=1

AN =

. . . . 1
Sto se i tvrdilo. Jednakost se postize npr. za n =3 i x = 3

1 kx,
Korolar 1. Ako je x — |x| < —, tada je |nx| = ij inace je
n
k=1
1 |kx]
> - ==
[nx] > 5 + 2%

1
Dokaz. Prema teoremu 1 dovoljno je dokazati x — |x] < — <= d,, = 1.
" ,

1 k

Pretpostavimo i da je x — |x| < —, iz kx < k|x| + — < k|x| + 1, Vk € {1,2,...,n},
n n

[ kx]

odakle je |kx] < k|x|, Vk € {1,2,...,n}. Stoga je |x] > max{T k=
1- k.
1,2,...,11}. S druge strane, |x| = % < max{tk—xJ ck = 1,2,...,11}. Dakle,
kx
lx] = max{Lk—J k= 1,2,...,n}, §to povlaéi d,, = 1. Obrat. Pretpostavimo,

1
da je x — [x|] > —, odakle slijedi nx > n|x] + 1. Stoga je |[nx| > n|x] + 1. Iz
n

kx
posljednje nejednakosti dobivamo [x| < M < max{% k= 1,2,...,n}, tj.
n

k
1x] #max{%:k: 1,2,...,n},§t0 povladi dy, > 1.
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