Polialternativne konacne sume u eksplicitnom obliku, 1. dio

Petar Sviréevic!

U ovom ¢lanku su dane sume polialternativnih konacnih redova u eksplicitnom obliku.
Izvedene su formule za ove sume:

1+2-3-4+5+6—...+f2(n)
14243—-4-5—6+...+f3(n)n

n

124223242452+ 6> — ...+ fa(n)n?
P42 -3-4 45416 +fa(n)®
1242243242 52— 6"+ ... +fi(n)n?

1-2—|—2-3—3-4—4-5+5-6—|—6-7—...+f2(n)n(n+1),...

M —
gdje je fir(n) = sgn (sin "

bialternativnih redova, npr.

1
77:) za k, n € N, a dani su primjeri suma konvergentnih

1+1 1 1+1+1 1 1+1+ 717_’_112

-+ - —- - +-—=—-= —+...=—+=In2.

1 2 3 4 5 6 7 8 9 4 2

Ponekad treba generirati predznak u kona¢nim ili beskona¢nim sumama. Tako npr.
n (ili oo) n (ili oo)

ako imamo sumu > a,, tada je alternativna suma . (—1)""!g,. Naime, tu
m=1 m=1

se pojavljuje preslikavanje, koje odreduje predznak c¢lana alternativne sume, koji se

izmjeni¢no ponavlja. Ta se funkcija moZe definirati s

fl:NH{le}v (1)
gdje je N ={1,2,3,...} domena, a dvoc¢lani skup {—1,1} kodomena. Preslikavanje
elemenata je dano formulom

filn) = (=1, 2
gdje je n € N. Ocito da se tim preslikavanjem dobiva signativni niz 1, —1, 1, —1, 1,
—1,...

Sada ¢emo definiciju signativnosti ¢lanova niza i reda poopditi.

Niz
I, -1, 1, =1, 1, —1,... (3)
se zove alternativni signativni niz ili monoalternativni signativni niz; niz
L1 -1, -1, 1,1, -1, —1,... (4)
se zove bialternativni signativni niz; a niz
L1, -1, —1,....,—1, 1, 1,...,1, =1, —1,...,—1, ... (5)
k k k k

se zove polialternativni signativni niz i k-alternativni signativni niz, gdje je k € N.
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Postavlja se pitanje kako naci funkciju koja ¢e generirati ove nizove. Ako je k =2,
formula za generiranje bialternativnog signativnog niza (4) mogla bi se dati s

f2(n) = sgn (sin 2”4_ 17'5) . (6)
Dakle?fZ(l) = 1’f2(2) = 1’f2(3) = 717f2(4) = 717f2(5) = 1’f2(6) = 1,

Teorem 1. Dokazati da funkcija

fe:N—{-11} (7)
gdje je
fr(n) = sgn <sin 2’12; ln) , k,neN (8)

generira k-alternativni signativni niz.

Dokaz. Nadimo rjeSenje nejednadZbe

2n—1
i 0.
sin % T > 9
Dakle,
2n—1 2n—1
smih:n>0:¢0< " x<m ot n=12,... k (10)
Analognim razmatranjem za nejednadZbu,
2n —1
i 0 11
sin 7 < (11)

uz iste uvjete, dobivamo

2nil7r<0 — 7r<2n*1
2k

1z definicije sinusa iz (10) i (12) slijedi (8), pa je time teorem dokazan.

sin T<2m G n=k+1,k+2,....2k (12

Definicija 2. Ako je fx(n) = sgn (sin 77:) , k, n € N tada nizu

ay, az, az, dq,... (13)
pripadaju sljedeci nizovi: alternativni signativni niz ili monoalternativni signativni niz

ay, —dp, az, —ag4,... (14)
ili u oznaci
fiDai, f1(2)az, f1(3)as, fi(4)as,. .. (15)
bialternativni signativni niz
ay, dp, —asz, —dg4, ds, de¢, —d7, —dg,... (16)
ili u oznaci
f2(Dai, f2(2)a, f2(3)as, f2(4)a, . .. (17)
i opcenito polialternativni signativni niz (k-alternativni signativni niz)
ar,ay,...,Qky =1y — A2y« ooy — A2y A2f-15A2f+29 + « + s A3f 5+ -« (18)
k k k
ili u oznaci
fi(Day, fr(2)az, fi(3)as, fi(4)as, ... (19)
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Definicija 3. Ako je fx(n) = sgn (sin " 77:) , k, neN, redu

ay+ay+az+aqg+ ...
pripadaju sljedeci redovi: monoalternativni signativni red
ay—ay+az—aqg+ ...
ili u oznaci
fiDay +f1(2)ax + f1(3)as +f1(4)as + ...
bialternativni signativni red
ay+a —az—aqg+as+ag— ...
ili u oznaci
fr(Day +f2(2)ax + f2(3)as + f2(4)as + ...
i opcenito polialternativni signativni red (k-alternativni signativni red)

ay+ax+...+ap —Qgy1 — Ao — ... —Aop Faxr1 + A2 + .o+ az — ...

k k k
ili u oznaci

fe(Dar + fx(2)ay + fi(3)az + fx(4)ay + ...

Definicija 4. Ako je p =0,1,2,3,... definirat ¢emo ove oznake za sume:

Sp(n) =17 420 4+ 37 + ... 41,
Sy(n) =17 =2 430 — 4 (=1,
Skpln) =fe(D1F +Fu(2)2° + 33 + ...+ film’.

1z D4 je
So(n) = n,
= 1—(=1)"
sy = L=CV

S1,p(n) = S,(n).

(20)
(21)
(22)
(23)
(24)

(25)

(26)

(27
(28)
(29)
(30)
(31)
(32)

Nadalje ¢emo se prvenstveno baviti kona¢nim redovima rjeSavajuci zadatke, koji

proizlaze iz danih definicija.
Zadatak 1. Dokazimo

4n
Soa(dn) =Y falmm=1+4+2-3—4+. .. —(4n—1)— (4n) = —4n.  (33)
m=1
Rjesenje. Imamo
- L4+ ()" 2n+1
Sl(n):172+3—...+(—1)"+1n: + )4(n—|— ) (34)
Koristeci (34) promatrajmo sumu
o 2m— 1
S2.1(4n) = Zlm -sgn (sm 7 rc)
=142-3—-44...—(4n—-1)—U4n)=(1-345—...—(4n—1))
+2(1-24+3—...—(2n)
=((2-1-1)—(2-2—-1)+(2-3—-1)—...—(2(2n) — 1) +25(2n)
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=251(2n) — (1 — 1 +1—...—1)+25,(2n) = 45,(2n)
2n
=1—-4n—-1= —4n,
dakle (33) vrijedi.
Provjera. Ako je n = 1, izravnim raunom se dobije S>1(4-1) = 14+2—-3—4= —4,
a ista vrijednost se dobije i iz (33): Sy1(4-1) = —4-1 = —4.
Ako je n = 2, izravnim raunom se dobije S5 1 (4-2) = 142—3-4+45+6—7—8 = —8,
a ista vrijednost se dobije i iz (33): 3271(4 -2) = —4.2 = -8, §to smo i oCekivali.

Napomena 1. Sada ¢emo koristiti Sy (4n) za izvodenje opéenitije formule S»(n).
I u sljedeé¢im zadatcima éemo prije izvoditi specijalne slu¢ajeve, a onda poopéenja. To
zna¢i, da moramo prije izvesti formulu za sumu S, (2kn), a onda izvoditi poopcéenje

Skp(n).

Napomena 2. Suvi$no je napominjati, da barem jedna neto¢na vrijednost, koja
se dobije provjeravanjem izvedene sume negira njezinu tocnost. No, ako provjerom
dobijemo za 2k uzastopnih to¢nu vrijednost sume, izvedena formula je vjerojatno toc¢na,
ali i ne mora biti. Ta vrijednost se ra¢una izravnom provjerom sume, sumiranjem c¢lan
po Clan, i primjenom izvedene formule. No, ponekad ¢emo provjeriti formulu samo za
jednu vrijednost varijable, a to¢nost tog ishoda daje malu vjerojatnost za op¢u to¢nost.
Sve to radimo jer se zbog glomaznih formula i njihovog izvoda lako moZze napraviti
greska.

Napomena 3. Sume za opéi oblik Sy ,(n) ¢e sadrzavati funkciju pod (function floor)
| | : R — Z, koja realnom broju x pridruzuje najveéi cijeli broj koji nije veéi od x.
Svakako, da se sumiranje malog broja ¢lanova imenovanog reda moZe uraditi i bez ove
formule, ali se veliki broj ¢lanova ne bi mogao sumirati bez ove formule u razumnom
vremenu.

Zadatak 2. Dokazimo
ggﬁ](n) :1+2—3—4+5+6—+f2(1’l)1’l

Ay 35
+(n+1).(1sgn<n:2v:2J>) (35)
e (= || ) = (1= (5- 15)))

Rjesenje. 1z (33) slijedi:

142-3—4+... —(4n—4)+ (4n—3) =1, (36)
142-3—4+...+(@4n—3)+(@n—2)=(4n—2)+1, (37)
142-3—4+...+(@n—2)—(4n—1)=0, (38)
142-3—4+...— (4n—1) —4n = —4n. (39)

Dakle, iz ovih formula dobivamo

1+234+...+fz(n)n1~<1sgn<”j3 {”:3”)
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142-3—4+...+falmn=(n+1)- (l—sgn (”+2— VHJ)) (41

4 4
1+234+...+f2(n)nsgn<"11VIIJ), (42)
1+2—3—4+...+f2(n)n:(—n)-(l—sgn(g— EJ)) (43)

Ako zbrojimo desne strane od (40) do (43), dobivamo (35), $to smo i trebali pokazati.

Provjera. Sada ¢emo napraviti provjeru, koja potvrduje vjerojatnu, ne i sigurnu,
toénost (35).

Ako je n =1, izravnim racunom dobljemo Soa(

o (35): 5271(1):1.<1_sgn<1 FHJ)I

Ako je n = 2, izravnim racunom dobijemo, S, 1(2)
dobijemoi iz (35): $51(2) =0+(2+1)- (1 —sgn

a to smo i ocekivali.

) = 1, a istu vrijednost dobijemo i
) +04+0-0=1.

2)

2

=142 =3, a istu vrijednost
242 |2+42
— 0-0=3,

Ako je n = 3, izravnim ra¢unom dobijemo, S, 1(3) =14+2—-3=0, aistu vrijednost

_ 1 1
dobijemo i iz (35): $,,(3 )0+0+Sgn<3z F% ) —0=0, atosmoi
ocekivali. )
Ako je n = 4, izravnim rac¢unom dobijemo, 3271(4) =142-3—-4=—4,aistu
- 4 4
vrijednost dobijemo i iz (35): S2,(4) =0+0+0—4- (1 —sgn (4_1 — L_‘J )) = —4,
a to smo i ocekivali.
Dokazimo
Ss] 6I’l ng (44)
1z (34) imamo
_ 1 2n+1 4n
Si2n)=1-243— ...+ (=1)""(2n) = *+= )4 Gntl) __, (45)
1z (44), dobijemo
1424+3-4-5—-6+...—(6n—2)—(6n—1) —6n
43 =2 4t6) 42 (749 = ... — 2 ((6n—2)+6n)
2 2 2 o2
=32-548—...—(6n—1)]
=33 1-1)-3-2—-01)+(3-3-1)—...—(3-2n—1)]
=9(1-243—...—(2n)-3(l=141—...41—=1)=9(—n) — 3(0) = —9n.

2n

Provjera. Ako n =1, izravno je 1 +2+3 -4 —-5—-6 = —9, a pomocu (44):
S31(6-1)=-9-1= -9, a to smo i oekivali.
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Zadatak 4. Dokazimo

S5u(n) =1+243—-4-5—6+...+f3(n H*Zﬁ(m)m

:n2+3<1_sgn<n+5{ J))
+n—;4<1_sgn(n—g4 V:W))
(522
1om(e [

(e (- 5)) + 3 0w G- [E)

(46)

Rjesenje. Redom imamo:

1
14243 -4-5-6+...—(6n—7)—(6n— 6)+(6n — 5) = —3n+d4 = — (6n75)+%,
(47)

14243 -4-5-6+4...— (6n—6)+(6n—5)+(6n —4) =3n= %(6n—4)+2, (48)
14+243—4—-5—6+...4(6n — 5)+(6n — 4)+(6n — 3) = 9n—-3 = % (6n — 3)—1—%, (49)
14243 4-5-6+...4(6n—4)+(6n—3)—(6n—2)=3n—1= %(611—2), (50)
14243—4—5-6+. . +(6n—3)—(6n —2)—(6n — 1) = —3n = f% (6n — 1)%, (51)

1424+3-4-5-6+...—(6n—2)—(6n—1)—6n=—-9n= = (—6n). (52)

NSRS

Jednostavnije je i¢i od (52) do (47).
Akou (47) izraz (6n — 5) zamijenimo s f3(n)n, ali uz uvjet (n + 5) = 0 (mod 6), tada

je X fa(m)m= 7n2+ s (1 —sgn (n ;L > V Z SJ >) . Analognim zaklju¢ivanjem
m=1

1 u ostalim slu¢ajevima nakon sumiranja dobivamo (46).

Provjera. Ako n =15, izravno je 1 +2+3 —4 —5 = —3, a pomocu (46):

$u9)= 52 (1o (502~ | 7))
S (e (1Y)
(i )
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Zadatak 5. Dokazimo

Sy2(4n) ng = —16n° — 4n. (53)
Rjesenje. Navedimo poznatu formulu
— 1
Syn) =12 =22 432 — 4 (=10 = E(—1)"“;1(;1 +1). (54)

1z (34) i (54) promatrajmo sumu

2m— 1
522 4n) Zm sgn( ) )

:12+22f3 — 4452467 — .. — (4n—1) — (4n)’
=(12=32452— . —(dn—1)") +4(12 =22 432 — ... — (2n)})
=2 1-1P2=2-2=1)+(2-3-1)*—...—(2-(2n) — 1)> +45,(2n)

_ — 1 1— (4 1
=85,(2n) —4S,(2n) =8 (E) 2n(2n+1) — 4# = —16n* —4n
dakle (53) je tocno.

Provjera. Ako n = 1, izravno je 124223242 = -20
Sp(4-1)=—-16-1*—4-1= —20.
Zadatak 6. (poopéenje Z5) DokaZimo

, a pomocu (53):

Soa(n) =17 4+2° =3 -4 +5 46" — ... +f2(m)n —E:ﬁ

(ol )
+(n2+n1)<1sgn<”12v:2J)>
) (1 sen (= [ )) < ) (1o (5 [5])):

(55)

Rjesenje. 1z (53) slijedi:
PP4+22 32— 44 —(4n—4 +@n-37=@n—-2)—2=(4n—3), (56)
1242232424 4+ (4n—3)+(@dn—2)" = (4n— 1) —4n = (4n — 2)"+(4n — 2)&71),

P4+22 -3 44 4 (@4n—-2"—4n—1Y=—dn=—@n—1)—1, (58
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1242232424 ... —(4n—1)" — (4n)* = —16n%> —4n = —(4n)’ — (4n). (59)

Napomenimo, da je ovdje zgodno i¢i od (59) do (56). Iz ovih relacija slijedi (55),
jer smo: u (54) izraz 4n — 3 zamijenili s n, ako je (n+43) =0 (mod 4); u (55) izraz
4n — 2 zamijenili s n, ako je (n+2) =0 (mod 4); u (58) izraz 4n — 1 zamijenili s n,
ako je (n+ 1) =0 (mod 4); u (56) izraz 4n zamijenili s n, ako je n =0 (mod 4).

Provjera. Provjerimo (55) npr. za n =7: 1> +22 32 - 42452+ 6% - 7> = 8.

1 1
Ako sada uzmemo sumand — (n + 1) (1 —sgn <nz — VI J > na desnoj strani

(53), jer su ostali 0, dobivamo — (7 4 1) <1 — sgn <§ — L?—LJ )> = —8, i to je to¢no.

Zadatak 7. Dokazimo

Syyz(l’l)

12+22+32—42—52—62+...+f3(n)n2:ng(m)mz

—n?+3n n+5 n+5
=——|(1—sgn —

2 6 6
+n2+5n741 nn+4- n+4

2 I 6

3n® +3n— 8 n+3 n+3 (60)
ot e (5 T _
A (e (-5

n?—3n—38 n+2 n+2
A I _
S (e (- [55)
+fn275n74 1 — sen n+17 n+1

2 8 76 6
—3n% —3n n n
P (- (5 [5)))

Rjesenje. Pokazimo najprije

S32(6n) =Y f3(6n) (6n)° = —54n> — 9n. (61)
Redom imamo:

P42 432452 64+ +8 49— ... —(6n—2)" — (6n—1)> — (6n)’
=247 —(n-2))+ (-5 +8 — ... —(6n—1))

+(32-624+9>—...— (6n)’
=((3-1-2°-(3-2-2"+(3-3-2—...—(3(2n) = 2)%)

+((3-1-1Y2=(3-2-1+3B-3-1—...—(32n) - 1)%)

+9(12 =22 +32 — ... — (2n)))
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=95,(2n) — 125,(2n) + 95,(2n) — 65,(2n) + 95,(2n) = 27S,(2n) — 185,(2n)
= 27%(71)2}1 (2n+1) — g (1 —4n—1) = —54n* — 9n.

Sada ¢emo lijevu stranu od (61) “skradivati”, tako da zadnji ¢lan lijeve strane te
jednakosti prebacujemo na desnu stranu i transformiramo, a odatle slijede jednakosti:

3 3
12422432456 +...— (6n) = —54n> - = —5(611)2 ~ 5(6n), (62)

1 3 1 5
12422432~ .. —(6n—1)> = —=(6n)*—= (6n) = —=(6n — 1)* == (6n — 1)—2, (63)
2 2 2 2
2 A2 a2 1 2 5 1 » 3
1742°43°—. . . —(6n—2)" = §(6n— 1) —5(611— 1)-2 = §(6n—2) —§(6n—2)—4,
(64)
22, 2 2 3 2 3 3 ) 3
PA2 43— (6n = 3)" = 2(6n— 2) 3 (6n —2)—4 = Z(6n—3)"+ (6n — 3)—4,
(65)
2 A2 a2 1 2 3 1 » 5
P42°4+3°—. . +(6n—4)" = §(6n—3) +§(6n—3)—4: §(6n—4) +§(6n—4)—2,
(66)
22, 2 2 1 2 5 1 , 3
1°42°43°—. . 4+(6n—5)" = 75(61174) +§(6n74)72: 75(6;175) +§(6n75).
(67)
Kao u Z6 zakljucujemo da vrijedi (60).
Provjera. Ako je n = 1, izravno je S3»(1) = 1> = 1, a pomocu (60) je
_ ~1>+3-1 1+5 |1+5
Sa() = 2 e (12 {221 ) Loro404040=1.
’ 2 6 6
Ako je n = 2, izravno je S32(2) = 17 +2> = 5, a pomoéu (60) je
_ 245.2-4 244 |244
53,2(2)0+%(1Sgn( i L . J>)+0+0+0+05
Ako je n =3, izravno je S5,(3) = 12 + 2% + 32 = 14 , a pomocu (60) je S32(3) =
3.343.3-8 343 |3+43
OJquL—jL 1 —sgn SRR Elt +0+04+0=...=14.
2 6 6
Ako je n =4, izravno je S35(4) = 12 +22+ 3% —4> = -2 , a pomocu (60) je
- 42_-3.4-38 442 442
S32(4) = 0+0+0+f (1 — sgn <% - {%J >) +04+0=...=-2.

Ako je n =5, izravno je S3,(5) = 12 +2% + 3% — 42 — 52 = —27, a pomocu (60)

- —52-5.5-4 541 |5+1
je S3,2(5)0+0+0+0+f(lsgn<% %J))Jro
o= =27. )

Ako je n = 6, izravno je S3,(6) = 12 +2%+3?— 42— 52— 6% = —63, a pomocu (60)
— -3-62-3-6 n n
je Sg_,z(é):0+o+0+o+o+f(1fsgn(gf{8 )):...:43.
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Odredimo jednu “jubilarnu” sumu:
532(2021) = 12 +2% + 3> — 4> — 57 — 6> + 7> + ... + 2019° — 2020” — 2021°

_ —2021° —5-2021 — 4 <1 ~sen (2021+1 _ {2021+ IJ ))

2 6 6
= —4094 550.

Dakle, zadnja dva ¢lana sume su negativna jer je 2021 =5 (mod 6).
Napomena 4. Sada ¢emo ove rezultate primijeniti na neke sloZenije sume.
Zadatak 8. DokaZimo

Sn)=1-242-3-3-4—4-5+ ... +fr(n)n(n+1)

=(n+1) (1Sgn<n:3 a V:SJ»
+ (n* + 2n) (lsgn<# V:ZJ»
St (e ([ e (e (G )

(68)

Uputa. OC&ito je S(n) = Sr2(n) + S2.1(n), pa ako tu uvrstimo (55) i (35), dobivamo
(68).

Provjera. Ako je n = 7, izravna vrijednost je S(7) = 1-2+2-3 —

3.4-4.545-64+6-7—7-8= ... = -8, a iz (68) slijedi S(7) =
T+1 |7+1
0+0—(7+41) <1 — sgn (% ~ L%J >) — 0 = —8, §to je istinito.

Zadatak 9. Dokazimo
Sr0(n) = f2(1) +2(2) + f2(3) + ... + fa(n)

n-+2 n+2
4 {4” (69)

$20(1) =820(5) = ... =S0(d4m+1) =1
3270(2) = 32,0(6) = = 5270 (4m + 2) =2
3270(3) = 32,0(7) = = 5270 (4m + 3) =1
§20(4) = 820(8) = ... = 520 (4m) =0,
gdje je m =0,1,2,..., zakljuujemo
(- (B2 [E2])) o2 (- (232 2])
’ 4 4 4 4

n+1 n+1
1-(1= _
w1 (1o (- [

a nakon sredivanja dobivamo (69).

(70)

Matematicko-fizicki list, LXXII 1 (2021. — 2022.)



Provjera. Ako je n =135, izravno je S>o(5) =1+1—1—1+1=1 i pomocu (69)
S$20(5)=4—-0—-2—1=1, paje (69) u tom slucaju istinito.
Zadatak 10. Dokazimo
S30(n) = f3(1) +£3(2) +f3(3) + ... +f3(n)

o (13|} g (M |24

S
+
(9]

6
—3sgn<"+3—v+3J) (71
6 6
pun (2 152 ) (22 1)
6 6 6 6

Uputa. Analogni postupak kao u Z9.
Provjera. Ako je n =15, izravno je S3o(5)=1+1+1—1—1=1, a pomocu (71)
je takoder §370(5) =9—-1—-2-3-2-0=1, sto smo i ocekivali.
Zadatak 11. (Generalizacija)
k

NS (nd2k—i | nt2k—i
Sko(n) =k Zz sgn( % { %

i=1
n—+i n—+i
+Zz sgn( _{ZkJ)'
Uputa. Dokaz se bazira na sumi
I1+2+...+ k=) +k+k—-1)+..24+1=2(1+2+...(k—1)) +k

(k—1)k
2

(72)

—9. +k =K.

Zadatak 12. Dokazimo
Sm)=1-3+3-5-5-7-7-9+. f2(n)(2n—1)(2n+1)

RAIEE ff)

(4" + 4n — ) (1—sgn( "HJ)) (73)

TR )
- (1= (- [2])

Uputa. Buduéi je S(n) = 485,(n) — S20(n), ako tu uvrstimo (55) i (70), dobivamo
(73).

Provjera. Ako je n =3, izravno dobijemo S(3)=1-3+4+3-5—-5-7=—17.

Iz (73) je S(3) =0+ 0— 17+ 0= —17, a time smo provjerili formulu za n = 3.

(nastavit ¢e se u sljedecem broju)
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