ZADATCI | RUESENJA

Redakcija, iz tehnickih razloga, daje ovo
upozorenje:

Krajnji rok za primanje rjeSenja iz ovog
broja je 31. prosinca 2021. RjeSenja (i imena
rjeSavatelja) bit ¢e objavljena u br. 3/287.

Ujedno molimo da pripazite na upute
rjeSavateljima koje su na str. 72.

A) Zadatci iz matematike I

3819. Nadi sva cjelobrojna rjeSenja jed-
nadzbe

x* = 16x +9y° — 2xy + 72 = 0.
3820. Dani surealni borjevi x i y takvidaje
() + (= y)t = 4112
g y2 = 16.
Odredi x> + y2.

3821.
jednadZzbe

=188 + k® +200x — 1984 =0
je —32. Odredi parametar k.

Produkt dva od Ccetiri korijena

3822. Za pozitivne brojeve a, b, ¢ takve da
je a+b+c =1, odredi maksimalnu vrijednost
izraza

S=vVat+tb+Vb+c+ Ve+ta

3823. Odredi jednadzbu kruznice koja
prolazi kroz sjeciSta kruZnica

4y —6x+2y+4=0,
X+ 42 —4y—6=0,
a srediSte joj je na pravcu y = x.
3824. Nadi realan broj a takav da funkcija
Sx—1 Sx+1
f) :

x4 X2 —x
bude neparna?

3825. Neka je O srediSte upisane kruZnice
trokuta ABC. Dokazi identitet

AP |oBP | JocP _
bc ac ab

1.

3826. Neka su |AAj| = sq 1 |BB| = s
duljine simetrala unutarnjih S$iljastih kutova
pravokutnog trokuta ABC. DokaZzi da vrijedi
nejednakost sgsg > 4P(2 — V2), gdje je P
povrsina trokuta.

3827. Unutarnji kut 7y trokuta ABC
podijeljen je zrakama a;, ..., a,—; na
n jednakih dijelova. S Cy, ..., C,_1 su
oznacene tocke u kojima te zrake sijeku stranicu
AB. Dokazi da je

LI

AG|  [AB] _ &
L
|Cnle| |AB|

3828. Dana je kruZnica s promjerom AB.
Tocke C i D su na kruznici s iste strane
od AB, pri ¢emu BD raspolavlja kut JABC.
Tetive AC i BD sijeku se u E. Ako je
|AB| =169 i |CE| = 119, koliko je |ED|?

3829. Ako je ¢ hipotenuza i h visina
pravokutnog trokuta, dokaZi nejednakost

c h_5
S+S>z
h + c 2
3830. Odredi maksimalnu vrijednost izraza

4
3sin (x—i-g) + 55sin (x—i— g)

za sve x € R.
3831. Odredi sumu
S — 1 1 1
n = arcth +arctg§ +...+arctgﬁ.
Odredi lim Sj.
n—o0o
3832. Ako je V volumeni S povrsina bocne
strane pravilnog sto$ca, dokazi nejednakost

(4)<(Z)

Kada vrijedi jednakost?

B) Zadatci iz fizike I

OS - 490. Luka je na bateriju serijski spojio
zaruljicu i komad aluminijske folije dugacak
30 cm i Sirok 1 cm. Izmjerio je da je struja
u tom krugu 0.25 A (ampera), a napon na
krajevima folije je iznosio 85.5 mV (milivolta).
Pronasao je da elektricna otpornost aluminija
iznosi 2.8-10~% Qm. Koliko je debela folija?



0S - 491. Zemlji za jedan okret oko Sunca
treba 365 dana 5 sati 48 minuta i 46 sekundi.
Izracunajte njenu brzinu uz pretpostavku da joj
je staza kruznica. Prosje¢na udaljenost Zemlje
od Sunca iznosi 149.6 milijuna kilometara.

0S - 492. Filip je na stalak objesio oprugu
kojoj je duljina u neoptere¢enom stanju 13 cm.
Kad je na nju objesio uteg mase pola kg njena
je duljina iznosila 18 cm. Zatim je na taj uteg
objesio drugu oprugu duljine 20 cm i konstante
elasti¢nosti 120 N/m. Izracunajte masu utega
koji bi trebalo objesiti na drugu oprugu da
nakon toga obje opruge budu jednako dugacke.
Mase opruga zanemarite.

0S - 493. Posljednjih su desetljeca
izumljene mnoge legure kojima je taliSte niZe
od 100 °C i one imaju veliku primjenu u tehnici
i industriji. Na primjer, galinstan je legura
galija, indija i kositra koja u termometrima
zamjenjuje puno otrovniju Zivu. Njegovo je
taliSte na —19 °C. Galinstan sadrzi 68.5 posto
galija, 21.5 posto indija i 10 posto kositra.
Izracunajte njegovu gustocu. Gustoca galija je
5910 kg/m?®, indija 7310 kg/m’, a kositra
7265 kg/m>.

1763. Njihalo mase 0.6 kg i duljine 1.2 m
njiSe tako da je maksimalan kut otklona 8°.
Odredi:

a) period njihanja,

b) energiju njihanja,

¢) brzinu njihala u trenutku kada otklon
iznosi 6°.

1764. Fizicko njihalo sastoji se od tankog
homogenog S$tapa duljine [ i mase m Kkoji
moze njihati oko tocke na 3/4 duljine Stapa.
Izrazi period njihanja malih oscilacija pomocu
lig.

1765. Otpornik otpora R = 5 Q spojen
je serijski sa zavojnicom induktiviteta L =
0.015 H zanemarivog otpora. Kolika mora biti
frekvencija izmjeni¢nog napajanja 100 V, da
bi Jouleova snaga topline na otporniku iznosila
150 W?

1766. Umjetni satelit kruzi iznad Zemljinog
ekvatora od zapada prema istoku u smjeru
vrtnje Zemlje. Nad istu toCku na ekvatoru
dode nakon 110 minuta. Na kojoj visini i
kojom brzinom kruZi satelit? Zemlja ima masu

6-10%4 kg, radijus 6371 km i ophodno vrijeme
rotacije 24 sata.

1767. U zraku ima 78 % dusika (volumni
udio) molekula N,. Ako je tlak zraka na
povrsini prosje¢no 101325 Pa, a Zemlja kugla
radijusa 6371 km, ubrzanja sile teZe 9.81 m/sz,
odredi masu svega dusika u atmosferi (u kg).
Atomska masa duSika je 14u, atomskih jedinica
mase.

1768. Odredi vrijeme potrebno automobilu
da prevali put od 120 m:

— ako je automobil krenuo jednoliko
ubrzano iz stanja mirovanja,

— nakon 4.2 sekunde gibanja brzina auto-
mobila je 14.7 m/s,

— nakon 5 sekundi ubrzanja, automobil se
giba jednoliko.

1769. Plemeniti plin argon je 37.93 %
gus¢i, a neon 31.03 % rjedi od zraka. Koliki
treba biti volumni udio argona u mjeSavini
argona i neona da bi gustoda mjeSavine bila
jednaka gustoci zraka?

C) Rjesenja iz matematike I

3791. PokaZi da su svi brojevi oblika 12008,
120308, 1203308,. .. djeljivi s 19.

Rjesenje. Dokaz matemati¢kom indukcijom.
Prvi broj je 12008 = 632 - 19 djeljiv s 19.
Op¢i broj mozemo zapisati u obliku
1201072 +3...3.10° 48
gl

=120- 1072 %(10" —1)-10% +8.
Pretpostavimo da je za neko k > 0 broj
120 - 1072 + %(10" —1)-10* +8
djeljiv s 19. Tada je
120 - 103 + %(10"+1 —1)-10° +38
1

|

- {120- 1072 + (10 = 1) - 10% + 8]

= 1209102 4 —(10°"" —10%) - 10?

W | =
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=1080- 102 + = .9.10° . 10?

1

3
— 1083 - 10F2.

No, 1083 = 57 - 19.

Marko Dodig (2),
Gimnazija Lucijana Vranjanina, Zagreb

3792. Odredi sva realna rjeSenja sistema
Jjednadzbi

11
-4+ -=7
x oy

LS S |

x+1 1+y 20

Rjesenje. Uvjeti na rjeSenja su: x # 0,
y#0,x# —11iy# —1. Mnozimo jednadZbe
zajedni¢kim nazivnikom. Dobije se:

y+x="Txy
20x+204+20y +20 =31(xy+x+y+1).
I dalje sredujemo 2. jednadzbu:
40 +20(x +y) =31(xy +x+y+1).
Umjesto x +y uvrStavamo 7xy, dobije se:
40 +20 - 7xy = 31(xy + Txy + 1)
40 4 140xy = 31(8xy + 1)
40 + 140xy = 248xy + 31
108xy =9

1
Xy = E

1
Dobije se: x = I i uvrstimo u jednadZbu
Y

x+y = Txy. Imamo:

R
1y 7 12y
1 7

— hy=— /12
R Y
1+12y2:7y

120> — 7y +1=0.
Rjesenja kvadratne jednadzbe su y; = 7 i

1 R .. .
V2 = 3 Sada jo§ izraCunamo vrijednosti

nepoznanice x:

. . 11
Konacno, realna rjeSenja sustava su: < )

33
(11
il=,=].
473
Lea Adlesic¢ (3),
SS “Donji Miholjac”, Donji Miholjac

3793. Odredi sva rjesenja jednadzbe

\3/)_c+ \/3x—1 = \3/x—8.

Prvo rjesenje.

St V—16=vx—-8 /3
332 (x—16)+3 \3/x(x—16)2+2x—16 = x—8
3Y/x(x—16)Vx—8=8—x />
27(x® —24x> +128x) = 512—192x+24x> —x°
7x} — 168x° + 912x — 128 = 0
7x® — 56x° — 112x° + 896x + 16x — 128 = 0
7% (x — 8) — 112x(x — 8) + 16(x — 8) =0
(x—8)(7x* — 112x+ 16) =0, x; =8
7% — 112x 4+ 16 = 0

—(=112) £ /(~112)2 —4-7-16
2.7
12v21

ny =8+

X3 =

Faruk Sijercic¢ (3),
Gimnazija “Visoko”, Visoko, BiH

Drugo rjesenje. Uvedemo li supstituciju
u=Yx, v= Yx—16 jednadzba ima oblik:

3 u3+v

2
2u+v) — (u3 + v3) =0

3

u+v=

(u+v) [2(u+v)2—u2+uv—v2} =0



1))
u+v=_0
u=—v
Va=—Vx—16
x=—-x+16
x1=8
2)

u? + Suv +v2 =0
u? + v = —5uy
(u+v)* = —3uy
U (x—8)2 = =33/x(x — 16)
(x — 8)% = —27x(x — 16)
7x* — 112x 4+ 16 = 0
X3 =8+ 17—2@

Provjerom se vidi da sva tri rjeSenja zadovo-
ljavaju polaznu jednadzbu.
Marko Dodig (2), Zagreb
3794. RjeSenja jednadzbe P —bx+a—1=0
su iz skupa N\{1}. Dokazi da je broj a* — b*
sloZen.
Prvo rjesenje. 1z Vieteovih formula je:
X1+x=0>b
xixp =a—1.
Sada je:

& — b

= (xg + 1)7 = (01 + 1)

=+ 1—x; —x2) (xpx0 + L +x1 +x2)
= [1(n=1)=(n=1)] - [x1 (2 +1)+(x2+1)]
=@ =11 +1) (2+1).

Iz ovog zapisa i uvjeta zadatka je ocito da

je broj a® — b slozen, jer su barem dva (od
Cetiri) faktora veca od 1.

Marko Dodig (2), Zagreb

Drugo rjeSenje. Pretpostavimo suprotno,
tj. da je = v prost broj. Kako je
20 = (a—b)a+b) i a, b >0,
slijedi a —b = 1. Tada je x> —bx+b =0,

pa je (x> —1) —b(x —1) = —1, odakle je
(x=1)(x+1—5b) = —1. Kako je x pozitivan
broj, dobivamo x — 1 =11ix+1—->b=—1,
ili x=21i b =4, §to znadi da je a = 5.
Tada je @ —b* =9, a ovo nije prost broj
(kontradikcija).

Ur.
3795. Dokazi nejednakost
2+1 3+1 1
1+\/L+\3/L+...+{‘/i <
2 3 n
Prvo rjesenje. Imamo
kk+1 1
1/ = 3
k—1 faktora
1lk+1 1
< —|l—+k—-1| =1+ —=.
k { k + } * K2
Odavde slijedi
2+1 3+1 1
IRy iy /Sl SR s
2 3 n

1 1
n+2—2+3—2+ +n—2
SR N

-2 2-3 (n—=1)-n

Borna Gojsic (3),
Gimnazija Karlovac, Karlovac

Drugo rjesenje. Koristimo poznatu Berno-
ullijevu nejednakost:

1
(1 +nx); <1+x,

gdje je n € N 1 x > —1bilo koji realan broj.
Ova nejednakost se lako dokaZe matemati¢kom

Matematiéko-ﬁziékj list, LXXII 1 (2021



indukcijom. Sada zapiSemo redom:

1

B 1\2 1
1=1, (1+2) <i+g

Zbrajanjem imamo:

. /2+1 3/3+1

n/n—l—l
n

PR S

22 3 n2‘
Sada je:
n* >n(n—1)
.
Lo 1
n2 “nn-1 n—-1 n
pa imamo
1 1 1
I
ci-i4i li o L1
2 2 3 77 n—1 n
=l—l<l.
n

Ako ovu nejednakost uvrstimo u () slijedi
traZzena nejednakost:

1+\/2+1 3+1+..A+V":1<n+1.

Marko Dodig (2), Zagreb
3796. Neka su a, b, c realni brojevi veci
od 1. Odredi vrijednost izraza

1 1
C * a
1 -‘r]Ogazb(E) 1 +10gbzc<z)
1
+

— 7\
1+ log., (E)

Rjesenje. Opcenito, za neke brojeve ¢, u,
€ (1,+00) vrijedi:

1 B 1
v v

1+ log,, (;) logp, (Pu) + log,, <;>

_ 1

log;2,, <t2u . ;)
_ 1
"~ logp, (tuv)
2
= logtuv(t u)

Dakle, pocetni izraz moZemo zapisati kao:
2 2 2

logabc(a b) + logabc(b C) + logabc(c a)
= 10gabc(a2b Ve cta)

3
= log,p((abc)”)
= 3log,,.(abc)
=3.

Borna Gojsic¢ (3), Karlovac
3797. PokaZi da je broj 3'% + 419 djeljiv

s 13, 49, 181 i 379, a nije djeljiv ni s 5 ni s
11.

Prvo rjeSenje. Koristimo Cinjenicu da je
105 =3 -5-7 1 svojstva kongruencija.

3 =1 (mod 13)

= 3% =1% (mod 13) =1 (mod 13)
4= —1 (mod 13)
= 4% = (=1)* (mod 13)
= — 1 (mod 13)

— 31951419 = ¢ (mod 13)
Koristimo jos jedno svojstvo kongruencija: Ako
je a=b (mod p"), gdje je p prost broj, tada
je @ = PP (mod p"th).

Dokaz. a=0b (mod p") = a=b+qp",
q € Z. Potenciranjem ove jednakosti s p
imamo: & =B +p"t 1 1€l = o =
B (mod p"™'). Ovu ¢emo tvrdnju Koristiti
specijalno za p=7 i n=1.

P=_1 (mod 7)
— 35 =(=1)° (mod 7) = — 1 (mod 7)
% (315)7 =305 = _ (mod 49)



4% =1 (mod 7)
— 4 =1 (mod 7) = 1 (mod 7)
LY (41%)7 = 4195 = | (mod 49)
Zbrajanjem kongruencija slijedi

31054 4195 = 0 (mod 49).

37 = 2187 = 15 (mod 181)
= 3% =15% (mod 181)
= 117 (mod 181)
— 3'% =117° (mod 181)
= 132 (mod 181)
47 = 16384 = 94 (mod 181)
— 4% =94% (mod 181)
156 (mod 181)
41% = 156° (mod 181) = 49 (mod 181)
= 319 4419 =0 (mod 181)
37 = 2187 =292 (mod 379)
= 3% =292% (mod 379)
= 199 (mod 379)
— 3'% =199° (mod 379)
= 145 (mod 379)
47 = 16384 = 87 (mod 379)
= 4% =87% (mod 379)
= 180 (mod 379)
— 4'% =180° (mod 379)
= 234 (mod 379)
= 319 4419 =0 (mod 379)
33 =27 =2 (mod 5)
= 35 =2 (mod 5) =2 (mod 5)
— 3!% =27 (mod 5) =3 (mod 5)
4 =64= —1 (mod 5)
— 4 = (=1)° (mod 5)
= —1 (mod 5)
= 4!% = (—1)7 (mod 5)
= —1 (mod 5)

= 310 1419 =2 (mod 5)
3* =5 (mod 11)
= 35 =5% (mod 11) = 1 (mod 11)
— 3% =1 (mod 11)
43 = —2 (mod 11)
— 4P =(=2)° (mod 11)
= —32 (mod 11) =1 (mod 11)
= 4% =1 (mod 11)
3105 1 4195 =2 (mod 11).
Marko Dodig (2), Zagreb

Drugo rjeSenje. lzraz a" + b" je djeljiv s
a+ b ako je n neparan broj. Dakle, broj

3105 | 4105 _ (33)35 I (43)35
je djeljiv s 3% + 4% =7-13. Slitno iz
3105 | 4105 _ (35)21 n (45)21
_ (37)15 4 (47)15

slijedi da je djeljiv s 3° +4° = 7181 i

37 +47 = 49.379. Dakle, 3'% 4419 je
djeljivo s 13, 49, 181 i 379.

Primijetimo da je 4’ = — 1 (mod 5)
4105 (43)35 = (—1)35 = —1 (mod 5).
Nadalje, 3> = — 1 (mod 5) pa je

52
319 = (31" = (=1)> = 1 (mod 5)

tj.
3105

(mod 5).

3
Dakle, 3'% +4!9 =2 (mod 5). Slicno, 4° =
—2 (mod 11), 4 = (=2)> = =32 (mod 11)
iradi —32=1 (mod 11), 45 =1 (mod 11),
(4 = 1 (mod 11). Nadalje, 3’ =
1 (mod 11) i 3'% =1 (mod 11). Dakle,
3105 4 4105 =2 (mod 11). Stoga 3'% 441
nije djeljivo niti s 5 niti s 11.
Ur.

3798. Neka je OABC tetraedar kod kojeg
je JAOB = ¥BOC = JCOA = 90°. DokaZi
da je

2 2 2 2
Papc = Poas + Popc + Poca-
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Rjesenje. Neka je tetraedar OABC, i oznake

kao na slici. Sada je Poap = %, Popc = %

Koriste¢i Heronovu formulu, a kasnije i
Pitagorin poucak imamo:
2
Pype
=s(s—a)(s—b)(s—c¢)
_atbtc btc—a atc—b atb—c
2 2 2 2
(b+c)’ —da’]- @ — (c— b)’]

L
16
I 2 22 22
=E-[a (b+c)”—(c"=0D")
—d*+d*(c—b)?
= % . (2a2b2+2a2c2+2b2c2fa4fb4fc4)

= = 2P AP+
27+ AP+ )
207 + )P+ q)
o (rz n qz)z o (p2 n rz)z o (p2 n qz)z]

1
=1 (4pzq2 + 4rzq2 + 4p2r2)

=(5)+(3) +(5)
( 2 + 2 + 2
2 2 2
= Poap + Popc + Poca-
Marko Dodig (2), Zagreb
3799. Tocka O je srediste opisane kruZnice
Siljatokutnog trokuta ABC. Neka su A, Bj,
Cy tocke presjeka dijametara kruznice kroz

A_, B, C, redom sa stranicama BC, CA,
AB. Polumjer opisane kruZnice trokuta ABC

Je prost broj p, a duljine |OA|, |OB;|, |0Cy|
su cijeli brojevi. Kolike su duljine stranica
trokuta ABC?

Rjesenje. Neka je x = |OAy|, y = |OBy],
z=10C|.

Imamo
Popc _ _x
Papc  x+p
Poca _ ¥y
Papc  y+p
Poap _ _z
Piapc  z+p’
Zbrajanjem dobivamo
1= -2 Y <
x+p y+p z+p

ili p* — pxy + yz + 2x) = 2xyz.

Dakle, p|2xyz, ali kako je x, y, z <p
imamo p =2 1 x=y=z=1. Dakle, ABC
je jednakostrani¢an trokut.

Ur.

3800. Dana je tocka D unutar trokuta
ABC. S njegove vanjske strane su pravokutnici
AEFB, BGHC i CKLA tako da je povrsina
svakog od njih jednaka dvostrukoj povrsini
trokuta. DokaZi da je zbroj povrsina trokuta
DEF, DGH i DKL jednak Cetverostrukoj
povrsini polaznog trokuta.

Rjesenje. Neka je P povrSina trokuta ABC.
Sa slike imamo:

P =Ppapp + Papep + Paacp

1 1 1
P=— =b -
2ax+2 y+20z

2P = ax + by + cz.



Ako ovoj jednakosti pribrojimo jo$ sljedece tri
jednakosti iz uvjeta zadatka:

2P = a|CH|,
slijedi:

2P = b|CK|, 2P = c|AE]|
8P = a(x+|CH|) + b(y+|CK]) + c(z+|AE|)
8P = a|DD\| + b|DDy| + ¢|DD;|

%a|DD1| + %b|DD2| + %C|DD3| —4p

Paper + PapGr + Papkr = 4P.
Ovime smo tvrdnju dokazali.
Marko Dodig (2), Zagreb

3801. Kakav je trokut ako za njegove
stranice i kutove vrijedi

a_ |l
b \tgp’

Rjesenje.
tga _ sinacosf sinoe _a
tgB  sinBcosa sinf b’
. P ¢ .
Dalje ¢e biti o acosp . Uvrstimo to u
tgf  bcoso

polaznu jednakost

a _ [acosa
b\ bcosB’

kvadriramo i dobivamo:
2

a acos . a cos
= = ﬁ, . - = ﬁA (D)
b bcos o b coso
2 2 2
. . +c" —a
1z poucka o kosinusu je cos o =
Z pou usu j 2he
@&+ -

icosf = . Uvrstimo u jednakost

2ac
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(1) i sredimo. Dobivamo jednakost:

a  bld®+—b?)

b ab? 42— 2
i dalje
(b + P —d) = b d + P — ),
b —adt + PP — bt = 0,
faktoriziramo lijevu stranu

B> — )P +d*) +Fd —b*) =0

— (b —d)(d + b =) =0.

Sada je

2

P-d?=0 = b’ =d" = b=a,

trokut je jednakokracan ili

P+ —F =0 = a2+b2=c2,

trokut je pravokutan.

Lea Adlesi¢ (3), Donji Miholjac

3802. Kruznica je opisana jednakostranic-
nom trokutu ABC. Dana je tocka D na luku
nad stranicom AC. Duzina BD sijeCe stranicu
AC u tocki E tako da je |AE|:|CE|=2:3.
Ako je R polumjer kruZnice odredi |AD|, |CD]|
i |BD|.

>

Rjesenje. SCDA = 120°, JIDBC = fi,
JABD = fr, Pi + P2 = 60°, 4DAC = i,

D — -
JAC B, ICE| 3

2 3
|AE| = ga, |CE| = ga.

AC] = a =




|BE|* = |BC|* + |CE[*
— 2|BC| - |CE| cos ¥BCE

=a2+%a2—2a- %a-%
_ D
26
1BE| = Y2
5
|BC|*> + |BE|* — |CE|?
cos B =
2|BC| - |BE]
2,19, 9,
_ a” + Ea — Ea _ 7
V19 2419
2a- —a

5

sinf; =1/1—cos? B = l—%
_ /2 _3/3
V419 2V 19

|CD| |AC|
sinf;  sin120°
sin By
D .
D=4 Gataoe

2
av'3 3
R=—"—""=1 D| = 3Ry\/ —
3 = |CD| =3 1
|BE|* + |AB]> — |AE|?
2|BE| - |AE|
19, o 4,
25a +a 25a _

4
Nl V9

sinfB = 1/1 — cos? 3

cos B =

Il
—
|
|

|AD|  |AC|

sinfB,  sin120°
AD| = a- sin B, _ 2a

/3
=2R T

Iz Ptolemejevog poucka za cetverokut ABCD
imamo

|AB| - |CD| + |BC| - |AD| = |BD| - |AC]|

tj.
/3 /3
3
BD| = 5Ry/ —.
IBD| = 5Ry[ 15

Borna Gojsi¢ (3), Karlovac

3803. Odredi umnoZak
{— cos 61° {— cos 62°
cos 1° cos 2°
| cos 119°
’ cos59° ) °

Rjesenje. Za k= 1,2,...,59 imamo
cos(60° +k°)  cosk® — cos(60° + k°)

I= cos k° - cos k°
~ 2sin30° sin(30° + £°)
N cos k°
cos(90° — 30° — k°)
N cos k°
_ cos(60° — k°)
N cos k°
Dakle,
15—9[ (1 B cos6l°> ~ c0859° cos 58° ... cos 1°
P cos 1° cos 1° ... cos 58° cos 59°

=1
Marko Dodig (2), Zagreb

3804. Dokazi da sustav jednadzibi

246y = 2

6x + y2 =7
ima samo trivijalno cjelobrojno rjeSenje.

RjeSenje. Pretpostavimo da sustav ima
netrivijalno cjelobrojno rjeSenje. Iz jednadzbi
sustava uoCavamo da mozZemo pretpostaviti
da brojevi x, y, z, t nemaju zajednickog
faktora (u parovima su relativno prosti), inace
neku od jednadZbi sustava jednostavno skratimo
(kvadratom zajedni¢kog faktora). Zbrajanjem
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jednadzbi sustava dobivamo:

7.+ =2+~
Kvadrat bilo kojeg cijelog broja pri dijeljenju sa
7 daje ostatke {0,1,2,4}. Da bi desna strana
jednadzbe takoder bila djeljiva sa 7 jedino je
moguée da su oba brojai z i ¢ djeljiva sa 7,
tj. z=7-20, t =719, gdje su zg9, to cijeli
brojevi. Sada je:

P4y =7 (& + 1),
pa zbog istih razloga slijedi da su x i y
djeljivi sa 7. Ali sada smo dobili da brojevi
X, ¥, z, t imaju 7 kao zajednicki faktor, Sto
je proturjeCje s pretpostavkom da ti brojevi
nemaju zajednickog faktora. Dakle, sustav
nema netrivijalnih cjelobrojnih rjeSenja, pa je
jedino rjesSenje:

x=y=z=t=0.

Marko Dodig (2), Zagreb

D) RjeSenja iz fizike I

OS - 482. Za najbriu se Zivotinju na svijetu
smatra sivi sokol koji pri poniranju za plijenom
dostize brzine preko 300 km/h. Najveca
zabiljeZena brzina iznosila je 389 km/h.
Usporedite tu brzinu s brzinom Usaina Bolta
koji s 9.58 sekundi drZi svjetski rekord u utrci
na 100 metara.

Rjesenje.
k
vs =389 1 _ qpg I
h S

1=9.58 s
s =100 m

YS9

VB

v 108 m/s _yha

vg  10.44 m/s

Petra Jurkovié (8),
OS Horvati, Zagreb

0S - 483. U menzuru je usipano 5 dkg
rie. Zrnca riZe dosegla su do oznake
za 45 mililitara. Zatim je u nju utoceno

25 mililitara vode i ukupna je razina iznosila
65 mililitara. Koliki je postotak zraka izmedu
zrnaca u odnosu na ukupni obujam riZe?
Kolika je gustoca jednog zrna rize?

Rjesenje.
3
Vri2a+zrak =45 cm

Vioda = 25 cm®

Vygr = 65 cm3

m=5dag=50g
Varak _9

Viizat-zrak

p=?

Viiza = Vv4r — Vioda

=65 cm® — 25 cm® = 40 cm®

Vzrak = Vriia+zrak - Vriia

=45 cm3 — 40 cm3 =5 cm3
3
Vi _ 5 Cm3 — 0111 =11.1 %
Vriia+zrak 45 cm
_m_ 08 o5 8 p50 ke
V40 cmd cm? m?

Marin Lakos (8),
OS Horvati, Zagreb

OS - 484. Sara se spuSta na rolama s
kosine visoke 2 metra i dugacke 10 metara.
Nema pocetnu brzinu i giba se samo zbog
sile teZe. Nakon kosine je ravni dio dugacak
7 metara i nakon njega druga kosina koja je
dugacka 8 metara i visoka 1.5 metara. Sarina
je masa 50 kilograma. Koliki je maksimalni
iznos prosjecne sile trenja da bi se Sara mogla
popeti na vrh druge kosine?

RjeSenje.
[{ =10 m
hy=2m
Ih=7m
I3 =8m
hy=15m
m = 50 kg
Fy =?

W = AEg, = mgAh
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Ah:hl—h2:0.5m

W =50 kg - 10 llj—goO.5m=250J

w
Ftr:_
N
s=l+hLh+5=25m
2501
= ——=10N.
"= 25m 0

Vito Martinovi¢ (8),
OS Horvati, Zagreb

OS - 485. Luka Zeli pripremiti &aj za svoje
prijatelje koji su se najavili da ée ga posjetiti
u 19 sati. Vani je hladno i on Zeli da caj
bude gotov kad stignu da se mogu odmah
ugrijati. Njegova elektricna ploca ima snagu
2000 vata i korisnost joj je 80 posto. Caj
mora odstajati 15 minuta nakon sto se prelije
kipucom vodom. Luka kuha 2 litre caja za
koji uzima vodu temperature 20°C. U koliko
sati mora ukljuciti plocu? Specificni toplinski
kapacitet vode je 4200 J/kgK, a gustoéa vode
je 1000 kg/m>.

Rjesenje.
tdolaska = 19 h
P =2000 W
n=280 % =0.8
V=2L=2dm’ =0.002 m’
t1 =20°C
1 =100°C
Istajanja = 15 min
¢ = 4200 kgLK
p = 1000 %
o

Tukljucivanja = '

Wkorisno = Q = cmAt

m=p-V=1000 k—%-o.oozm3:2kg
m

At=1) —t; =80°C =80 K

J
Wkorisno = 4200 kg—K -2 kg - 80x = 672000 J

W Wiorisno 672000 J
ukupno — =
m 0.8
= 840000 J
Wukupno 840000 J .
t= = =420s=7
P 2000 W ST

tukljuéivanja = ldolaska — I — Istajanja

=19 h—7 min — 15 min = 18 h 38 min.
Luka mora ukljuciti plocu u 18:38.

Luka Krasnjak (8),
OS Horvati, Zagreb

1749. Horizontalni domet kosog hica iznosi
1200 m, za neki kut izbacaja o i pocetnu
brzinu vo. Ako kut poveéamo za 5° domet ce
se povecati za 180 m. Odredi vy i o. Otpor
zraka zanemariti.

Rjesenje. Domet D kosog hica ovisi o kutu
izbacaja i pocetnoj brzini kao
2
p=2 sin20t.
8

UvrStavanjem dometa za oba sluc¢aja dobivamo
2
1200 = -2 sin2a,
8

2
1380 = 20 sin(20 + 10°).
8
Primijenimo adicijsku formulu na sinus u
zadnjoj jednadZzbi,
2
1380 = 1200 cos 10° + -2 cos 2¢ sin 10°
8

Izrazimo 1i sin2o iz prve i cos2a iz zadnje
jednadzbe, dobit ¢emo za njihov omjer
sin20 1200 sin 10°
tg2a = = .
cos2ac 1380 — 1200 cos 10°
Odatle je o = 23°12'54”, a uvritavanje u
prvi izraz daje vo = 127.5 m/s.

Borna Gojsic (3),
Gimnazija Karlovac, Karlovac

1750. Satelit SOHO za promatranje Sunca
nalazi se u Lagrangeovoj L1 tocki, to jest
wvijek je izmedu Zemlje i Sunca s istim
orbitalnim periodom oko Sunca kao i Zemlja.
Kolika je njegova udaljenost od Zemlje ako
je Sunce 333000 puta masivnije od Zemlje,
a Zemljinu putanju aproksimiramo kruznicom
radijusa 149.6 milijuna km?



Rjesenje. Ozna¢imo s Mg masu Sunca, Mz
masu Zemlje, r radijus kruZenja satelita oko
Sunca, a s d konstantnu udaljenost satelita
od Zemlje. Izrazeno u milijunima kilometara,
vrijedi

r+d=149.6

Za satelit u L1 tocki, centripetalna sila kruZenja
jednaka je razlici gravitacijskih sila Sunca i
Zemlje:

m? _ GMs GMy
ro 2 da?
Kutna brzina oko Sunca jednaka je za satelit i
za Zemlju:

o = GMs GMz _ _GMs
r d*r (r+d)3?
Ako zadnju jednadzbu podijelimo s GMg, a

masu Zemlje izrazimo preko mase Sunca, dobit
é¢emo

1 1 1
(r+d3 B (Mg/Mz)d*r
Izrazimo li nepoznatu veli¢inu preko x = d/r
dobit ¢emo
1 _ 1
(1+x)3 333000x2°
Egzaktno rjeSavanje kubne jednadZzbe je kom-
plicirano, ali numeri¢kim uvrStavanjem malog
x na desnu stranu, i racunanjem lijeve dobit
¢emo precizniji x, pa iteriranjem dolazimo do
proizvoljno to¢nog rjesenja
x = 0.01007029,
koje se moZe i provjeriti uvrStavanjem. Odatle
imamo
d = 0.01007029r,
d+r=149.6,
pa dobijemo
d = 1.4915 milijuna km,
§to je blizu 1% radijusa Zemljine putanje.
Ur.

1751. Na USB prikljucak na racunalu (no-
minalnog napona 5 V) prikljucimo voltmetar,
ampermetar i svjetlecu diodu s prekidacem.
Kad je dioda iskljucena, ocitamo U = 5.05 V
i 1 =0 A. Kad diodu uklju¢imo, ocitamo
U=493 V il =0.15 A. Koliki je unu-
tarnji otpor napajanja? Koliki bi bili struja i

napon kad bi umjesto diode prikljucili otpor-
nik od 10 Q? Kolika je Jouleova snaga na
otporniku?

Rjesenje. Unutarnji otpor napajanja odreden
je padom napona na voltmetru pri porastu
struje:

_ AU _5.05—4.93

R = =0.8 Q.
“TOAL 0.15
Za otpornik 10 ©Q imamo
e 5.05

= —— == -04676 A

R,+R 108 ’

U =I'R=4.676 V.

Jouleova snaga je umnoZak dobivene struje i
napona,

P =UT =2.186 W.

Borna Gojsi¢ (3), Karlovac

1752. Na homogenu kuglu koja rotira
pocetnom kutnom brzinom 0.5 okretaja u
sekundi djeluje jednoliki moment sile, tako
da se nakon 6 punih okretaja kugla zaustavi.
Odredi vrijeme svakog punog okretaja, u
sekundama.

RjeSenje. Analogno izrazu za jednoliko
usporeno gibanje po pravcu,
Vo= v(z) + 2as
za jednoliko usporavanje rotacije vrijedi
w,% = a)02 + 206y,

gdje je ®, kutna brzina nakon n okretaja,
uz kut 6, = 2znn. S obzirom da kugla stane
nakon 6 okretaja, uvrstimo wg = 0:

0= wg + 206,
S S AT rad/s”.
127 24
Za kutnu brzinu nakon n okretaja dobijemo:
o = 2.86786 rad/s’,
Wy = 2.565 rad/sz,
w3 = 2.22144 rad/s?,
o4 = 1.8138 rad/s’,
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ws = 1.28255 rad/s?,
wg = 0 rad/s”.
1z izraza za jednoliko usporavanje rotacije,
Wy = Wp—1 + Oty
dobivamo vremena okreta
_ Wn — Wy
—a

In

UvrStavanjem dobijemo

11 =2.091s, 1 =2313s,
13 =2.625 s, 1y =3.114 s,
ts =4.058s, 1o =9.798 s.

Borna Gojsi¢ (3), Karlovac

1753. Unutar kugle radijusa 6 cm nalazi
se izvor topline. Odredi snagu tog izvora,
ako se povrsina kugle ugrije do 50°C u
prostoriji temperature 22°C. Pretpostavljamo
da je kugla crno tijelo i da je dosegnuta
ravnoteZa temperature povrsine.

Rjesenje. 1z Stefanovog zakona zraCenja
crnog tijela, snaga zracenja neke povrSine
proporcionalna je povrsini i Cetvrtoj potenciji
apsolutne temperature,

Py = oST*,
gdje je 0 = 5.67- 1078 Wm 'K ~* Stefanova
konstanta. Medutim, tijelo u prostoriji prima
toplinsku energiju od prostorije, kroz istu
povrsinu, ali ovisno o temperaturi prostorije,
pa je
P=oS(T" - T).

Uvrstimo 1i oploje kugle radijusa 6 cm i
temperature 7 = 323.15 K i T = 295.15 K,
dobit ¢emo

P=567-10"% 47.0.06
- (323.15% — 295.15%)
=85 W.

Marko Dodig (2),
Gimnazija Lucijana Vranjanina, Zagreb

1754. Starije osobe trebaju naocale za
Citanje zbog gubitka akomodacije oka na
blizinu. Ako osoba vidi jasno tekst udaljen
30 c¢cm od oka uz naocale jacine +2 dpt,
do koje bi minimalne daljine ta osoba vidjela
oStru sliku bez naocala?

RjesSenje. Za Ccitanje na udaljenosti d od
zdravog oka, potrebna je akomodacija lece (ili
naoCale) ja¢ine J = 1/d, gdje J izraZavamo
u dioptrijama, a d u metrima. Po uvjetima
zadatka, ta je jaCina

1
J = — =3.333 dpt.
03 P
Kako je dioptrija tankih leca u bliskom kontaktu
aditivna veli¢ina, kod nase osobe dio dioptrije
koji otpada na akomodaciju oka dobijemo
oduzimanjem doprinosa naocala:

A =J—Jyp =3.333 —2=1.333 dpt.

Odgovarajuca daljina oStre slike je
1 1

/7—:—: . = .
d =% = 1333 0.75 m=75 cm
Borna Cesarec (3),

Srednja $kola Krapina, Krapina

1755. Brzina valova na vodi v ovisi o
valnoj duljini A :

A 2m
VA =3+ T

uz g = 9.81 m/sz, gustoéu vode p =
1000 kg/m* i napetost povrsine y = 0.7 N/m.
Odredi brzinu valova valne duljine 1 cm.
Kolika je valna duljina dugih valova iste
brzine?

Rjesenje. U izraz za brzinu uvrstimo valnu
duljinu 4 = 0.01 m. Dobivamo

981-0.01  27-07
0.01) =
v(0.01) \/ 2t 1000001
—0.6748 m.

Valnu duljinu dugih valova iste brzine dobit
¢emo tako da izjednacimo brzine (i kvadrira-
mo):

2 2, _ gA 2wy
A)=v(A) ==—+ —/.

v(A) =vi@A) =S+ o

MnoZenjem s A" dobivamo kvadratnu jednadz-

bu,

S 2y B,

2 p
Od dva rjeSenja, jedno je zadanih 0.01 m, a
drugo iznosi

A/ =0.2817 m = 28.17 cm.

Borna Gojsi¢ (3), Karlovac
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