62. Drzavno natjecanje iz matematike
Hrvatska, 11. svibnja 2021.

Ove godine, 11. svibnja 2021., odrZano je Drzavno natjecanje iz matematike online
za ucenike srednjih $kola, A varijante i B varuante Skolsko natjecanje je odrzano 17.
veljaGe, a Zupanijsko 29. ozujka. Zadatke je priredivalo Drzavno p0V]erenstV0 koje se
sastoji od tri potpovjerenstva: za osnovne $kole, srednje Skole A varijante i srednje Skole
B varijante.

Za srednje je Skole podijeljeno 6 prvih, 8 drugih, 15 tre¢ih nagrada i 21 pohvala za
A varijantu, te 8 prvih, 7 drugih, 7 trecih nagrada i 16 pohvala za B varijantu.

Nagrade i pohvale u¢enika srednjih skola

A varijanta
L. razred

Barbara Kelava, Prva gimnazija Varazdin, Varazdin (1. nagrada); Lara Seme§, XV.
gimnazija, Zagreb (II. nagrada); Petra Grubisi¢, Gimnazija Antuna Vrancica, Sibenik,
Tin Salopek, XV. gimnazija, Zagreb, Marija Dora Marodi, Gimnazija Josipa Slavenskog,
Cakovec, Cakovec, Lucija Pongrac, XV. gimnazija Zagreb, Luka Protulipac, XV.
glmna21_]a Zagreb, Ratko Jelavié, 1II. gimnazija, Split (III. nagrada); Tena Rados, XV.
gimnazija, Zagreb, Vid Saric, Gimnazija Pula, Pula, Mihovil Petri¢, XV. gimnazija,
Zagreb, Adrian Grbac Lackovié¢, XV. gimnazija, Zagreb, David Lang, XV. gimnazija,
Zagreb (pohvala).

II. razred

Namik Agié, XV. gimnazija Zagreb (I. nagrada); Borna Banjanin, XV. gimnazija,
Zagreb Emanuel Tuka¢, Prva gimnazija Varazdin, Varazdin (Il. nagrada); Janko Buselic,
XV. glmna21_]a Zagreb, Stella Colo, Gimnazija Fran]e Petrica, Zadar, Jagor Tambaca,
XV. gimnazija, Zagreb, Lovre Pazinovié, IIl. gimnazija, Split (III. nagrada); Samuel
Bae, XV. gimnazija, Zagreb, Vedran Ivankovié, Gimnazija Matije Antuna Reljkovica,
Vinkovci, Matej Cvitkovi¢, 1II. gimnazija, Split, Fran Babi¢, XV. gimnazija, Zagreb,
Ivan Janji¢, XV. gimnazija, Zadreb, Dan Erceg, 1Il. gimnazija, Split (pohvala).

III. razred

Bernard Inkret, XV. gimnazija, Zagreb (I. nagrada); Vanja Vukmanovié, XV. glmnamja
Zagreb, Simun Dropulji¢, XV. gimnazija, Zagreb Petar Sruk, XV. gimnazija, Zagreb
(II. nagrada); Luka Passek-Kumericki, XV. gimnazija, Zagreb, Dorijan Lendvaj, XV.
gimnazija, Zagreb, Bartol Bucan, 111. gimnazija, Split (III. nagrada); Patrick Pavié, XV.
gimnazija, Zagreb, Leonarda Vukovié, 1Il. gimnazija Osijek, Osijek, Matej Vojvodié,
Gimnazija_Lucijana Vranjanina, Zagreb, Ivan Premu$, Gimnazija Josipa Slavanskog
Cakovec, Cakovec (pohvala).

IV. razred

KreSimir Nezmah, XV. gimnazija, Zagreb, Ivan Vojvodi¢, XV. gimnazija, Zagreb,
Andrej Cizmarevié, Gimnazija Andreja Mohorovi¢i¢a, Rijeka (1. nagrada); Jakov
Ljubic¢i¢é, Gimnazija Lucijana Vranjanina, Zagreb, Gabrijel Radov¢ié, XV. gimnazija,
Zagreb (II. nagrada); Ema Borevkovié, XV. gimnazija, Zagreb, Lovro Viadi¢, XV.
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gimnazija, Zagreb (IIL. nagrada); Niko Perica, Gimnazija Antuna Vran¢ica, Sibenik,
Gaspar Haramija, Prva gimnazija Varazdin, Varazdin, Lukas Baltas, Gimnazija Lucijana
Vranjanina, Zagreb, Leonarda Pribani¢, Gimnazija Lucijana Vranjanina, Zagreb, Vedran
Cifrek, XV. gimnazija, Zagreb, Jakov TuSek, XV. gimnazija, Zagreb (pohvala).

B varijanta
L. razred

Bernard Pribani¢, 1. Tehnic¢ka Skola Nikole Tesle, Zagreb, Sonja Rajko, Srednja
Skola Mate Balote, Pore¢ (1. nagrada); Feda Miti¢, Tehnicka Skola Rudera Boskovica,
Zagreb, Danijel Pilaj, Gimnazija Josipa Slavenskog Cakovec, Cakovec, Petra duric,
Srednja $kola fra Andrije KaGica Miogica, Makarska, Karlo Levani¢, GPRS VaraZzdin,
Varazdin (II. nagrada); Nediljko Marijanovié¢, V. gimnazija Vladimira Nazora, Split (III.
nagrada); Matija Krivec, Gimnazija Sesvete, Zagreb, Rene BlaZekovi¢, XVI. gimnazija,
Zagreb, Petra Gudasi¢, Gimnazija Sesvete, Zagreb, Antun Kasalo, Gimnazija Sesvete,
Zagreb (pohvala).

II. razred

Simeon Stefanovi¢, Srednja Skola za elektrotehniku i raunalstvo, Rijeka (I. nagrada);
Viktor Delac, Prirodoslovna Skola Vladimira Preloga, Zagreb (II. nagrada); Mateo
Mitrovi¢, Srednja Skola Biograd na Moru, Biograd na Moru, Dora GaSpari¢, Gimnaija
Josipa Slavenskog Cakovec, Cakovec (IIl. nagrada); Lea Mestrovi¢, Prirodoslovna Skola
Vladimira Preloga, Zagreb, Lucija Stipeti¢, Gimnazija i strukovna $kola Berdnardina
Frankopana, Ogulin, Noa Sori¢, Gimnazija Vladimira Nazora, Zadar, Vinko Jakus,
Elektrostrojarska skola, Varazdin, Ela Beni¢, Gimnazija Dubrovnik, Dubrovnik (pohvala).

III. razred

Andrija Petrusi¢, Elektrotehnic¢ka Skola, Split, Nikola Bacié, Srednja Skola Blato,
Blato, Marko Dvorski, Elektrostrojarska Skola, Varazdin (I. nagrada); Ivona Bosec,
Srednja Skola Marka Marulida, Slatina (II. nagrada); Roko Bruno Donkov, Tehnicka
Skola Rudera Boskovica, Zagreb, Marko Pekas, TehniCka Skola Rudera BoSkovica,
Zagreb (IIL. nagrada); Josip Roncevié, Srednja $kola Petra Segedina, Koréula, Dino
Mandra, Gimnazija Jurja Barakoviéa, Zadar (pohvala).

IV. razred

Josip Matanié, Prirodoslovna $kola Vladimira Preloga, Zagreb, Sebastijan Tukac,
Elektrostrojarska $kola, Varazdin (I. nagrada); Luka Rogoz, Gimnazija dr. Ivana
Kranjceva, durdevac (II. nagrada); Leon KriZani¢, Srednja Skola Petrinja, Petrinja, Klara
Juri¢, Gimnazija Antuna Vrancica, Sibenik (III. nagrada); Sanel Prtenjaca Jedrejcié,
PGSRI, Rijeka, Petar Dundara, Labin, Labin, Karla Miji¢, Srednja Skola Mate Balote,
Pore¢, Paula Bockaj, Prirodoslovna Skola Vladimira Preloga, Zagreb, Jan Lihtar,
Gimnazija Antuna Gustava MatoSa, Zabok (pohvala).

Zadatci s Drzavnog natjecanja — A varijanta

I. razred
1. Odredi sve trojke (x,y,z) realnih brojeva za koje vrijedi
X —y=72,
V¥ —z=2
F—x=y
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2. Dokazi da ne postoje prirodni brojevi a i b koji zadovoljavaju jednakost

3¢ — 2P =2021.

3. U trapezu ABCD zbroj duljina osnovica AB i CD jednak je duljini kraka AD.
Pravac paralelan osnovicama kroz sjeciSte dijagonala sijece krak AD u tocki E.
Dokazi da je <BEC = 90°.

4. Neka su a, b i c realni brojevi koji zadovoljavaju jednakost

la+b|+|a+c|+|b+c|=8.
Odredi najvecu i najmanju mogucu vrijednost izraza
@ +b+3
te odredi kada se ona postiZe.

5. U nekom jeziku svaka je rije¢ niz slova a i b. Svaka rije¢ ima barem jedno i
najviSe 13 slova, no nisu svi takvi nizovi rije¢i. Poznato je da nadovezivanjem
jedne rijeci na drugu nikad ne dobivamo rije¢. Odredi najveéi moguci broj rijeci
u tom jeziku.

II. razred

1. Odredi sve parove (x,y) realnih brojeva za koje vrijedi

1 . 1
=1 1 v+
y—x xX=Yy

2. Neka je (a,b,c) trojka prirodnih brojeva za koje vrijedi a® + b> = ¢*. Dokazi da

X+ —2.

2
broj (E + %) nije prirodan te da je veci od 8.
a

3. Neka je ABC trokut takav da je |AB| < |BC| i 4BAC = 45°. Tangente na
kruZnicu opisanu tom trokutu u tockama B i C sijeku se u tocki D. Pravci AC i
BD se sijeku u tocki E te vrijedi |EA| =3 i |AC| = 8. Odredi povrsinu trokuta
CDE.

4. Odredi sve trojke prirodnih brojeva (a,b,c) za koje vrijedi

205" —1=11-3"

5. Teta u vrtiu nadgleda igru n djece koja sjede rasporedena ukrug. Svako dijete
ima odredeni broj bombona. Igra se sastoji od niza ovakvih koraka:
Svakom djetetu koje ima neparan broj bombona teta daje po jo§ jedan bombon
te svako dijete podijeli svoje bombone na dvije jednake hrpe. Zatim, u istom
trenutku, svako dijete daje polovinu svojih bombona djetetu koje sjedi neposredno
desno od njega.
Dokazi da ¢e nakon kona¢no mnogo koraka sva djeca imati jednak broj bombona.

III. razred

1. Odredi sve prirodne brojeve n medu ¢ijim djeliteljima postoje djelitelji a 1 b
takvi da je
a+b=n-1.

2. Neka je o = . Izracunaj

2
2021
cosQ - cos2q - ... -cos1010c.
3. Na kra¢em luku CD kruZnice opisane kvadratu ABCD nalazi se tocka M. Neka
su P i Q redom sjecista pravca AM s BD i CD te neka su R i S redom sjecista
pravca BM s AC i CD. Dokazi da su duZine PS i QR medusobno okomite.
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4. Zapisan je niz od n realnih brojeva medu kojima je barem jedan pozitivan. Od

¢lanova tog niza oznaceni su

a) svi pozitivni brojevi te

b) svi brojevi kojima zapocinje neki niz uzastopnih ¢lanova tog niza pozitivnog
zbroja.

Dokazi da je zbroj svih oznacenih brojeva pozitivan.

. U raznostranicnom trokutu ABC duljine dviju visina jednake su duljinama dviju

teziSnica. Koliki je omjer duljina preostale visine i preostale teZiSnice?

IV. razred

1. Neka je (x,) niz takav da je xo = 1, x; = 2, sa svojstvom da je niz (y,) zadan

relacijom

n n n
Vn = X0 + X1 +...+ Xp, za n € Ny
o) (e ()

geometrijski niz. Odredi xp00.

. Neka je n > 2 prirodan broj te neka je (pi,...,p,) neka permutacija skupa

{1,2,...,n}. Pokazi da vrijedi
1 1 1 1 n—1
+ +. ... +t—t... + > .
pr+p2 p2+p3 Dk + Pi+1 Pn1+py n+2

. Odredi sve trojke prirodnih brojeva (a, b, c) za koje vrijedi

2% 42021 = 3P . 25¢.

. Dana je plo¢a dimenzija n X n i po jedna plo€ica dimenzija 1 x1, 1 x2,..., 1 xn.

Na koliko nacina je moguce odabrati En(n + 1) polja ploce tako da odabrani dio

bude mogucde prekriti horizontalno postavljenim ploc¢icama, ali takoder i vertikalno
postavljenim plo¢icama?

. Dan je trokut ABC Ccije je srediSte upisane kruZnice tocka I. Odabrane su dvije

tocke, tocka D na luku AB opisane kruZnice trokuta ABC koji ne sadrzi tocku
C, te tocka E na duzini BC, tako da vrijedi JADI = JIEC. DokaZi da postoji
tocka, neovisna o odabiru to¢aka D i E, kojom pravac DE prolazi.

Zadatci s Drzavnog natjecanja — B varijanta

I. razred

1. Odredite sve prirodne brojeve x, y, z za koje vrijedi

4x* + 45y% + 927 — 12xy — 36yz = 25,
pri emu je x <y < z.

. Ivo, Alen, Vanja, Marko i SaSa su kuhari u hotelu. Alen i Marko zaduZeni su za

kuhanje dorucka i rucka, Ivo i Vanja rade na pripremi rucka i vecere, dok je SaSa
na raspolaganju za sva tri obroka. Na koliko je nacina mogude napraviti njihov
dnevni raspored kuhanja, ako svaki obrok pripremaju to¢no dva kuhara, a kuhar
ako radi, mora biti rasporeden na tocno dva obroka? Moze li uz takav dnevni
raspored svaki kuhar imati barem jedan slobodan dan u tjednu? ObrazloZite.
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3. Duzina AB je hipotenuza pravokutnog trokuta ABC. Visina iz vtha C, s noZiStem
u toc¢ki D, odsijeca na hipotenuzi odsje¢ak DB duljine 16. Odredite povrSinu
trokuta ABC, ako je |AC| = 15?

4. Fran je odlucio obojiti ogradu uz pomo¢ prijatelja Tina i Luke. Procijenili su da bi
za bojenje ograde Tinu samome trebalo 3 sata viSe nego Franu, a Luki samome 2
sata manje nego Franu. Radeéi sva trojica zajedno, svatko svojim tempom, ogradu
bi obojili za 4 sata. Koliko bi sati trebalo svakom od njih da samostalno oboji
ogradu?

5. Dokazite da medu bilo kojih 2021 prirodnih brojeva od kojih nijedan nije djeljiv s
2021 postoji nekoliko brojeva ¢iji je zbroj djeljiv s 2021.

II. razred
1. U kvadrat je upisana kruznica i dvije polukruZnice kao §to je prikazano na slici.
Kolika je povrsina kvadrata ako je povr§ina osjencanog dijela jednaka 487 —36+/3?

2. Pravokutan trokut kojemu je hipotenuza trostruko dulja od jedne katete rotira oko
hipotenuze. Odredite omjer obujma tako nastalog tijela i obujma tom tijelu opisane
kugle.

3. Odredite sva cjelobrojna rjeSenja sustava jednadzbi
2oy 2=18,
3x% — 2y — 477 = 134.

4. Dvojica su gusara na pustom otoku pronasla sanduk u kojemu su bili zlatni lanciéi,
narukvice i prsteni. Zapoceli su raspravu o tome kako ¢e medusobno podijeliti
lancice, narukvice i prstene. Zakljudili su da ¢e na raspravu potroSiti ukupno 5865
minuta ako o svakoj mogucoj raspodjeli raspravljaju po 5 minuta. Odredite koliko
je u sanduku bilo lanc¢ica, koliko narukvica i koliko prstena ako se zna da je
najviSe bilo prstena, a najmanje narukvica. Svi su lanc¢i¢i medusobno jednaki, a
isto vrijedi za narukvice i prstene.

1
5. Odredite minimalnu vrijednost funkcije f : R\ {—5} — R,

12x2 +8x + 4
FO) = =512
Za koji x funkcija f postize minimum?

III. razred
1. Odredite umnozak svih rjeSenja jednadzbe

V2021 x'082021 ¥ = 42,

2. Tenisa¢ Duje je na pocetku zemljane turneje imao 50 % pobjeda. Nakon prvog
odigranog turnira na zemlji na kojem je imao tri pobjede i jedan poraz, udio
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pobjeda mu je bio veéi od 52 %. Nakon drugog odigranog turnira na zemlji na
kojem je imao detiri pobjede i jedan poraz, udio pobjeda mu je bio manji od
56 %. Koliko je meceva Duje odigrao do zemljane turneje ako znamo da je do
kraja sezone odigrao dvostruko viSe meceva nego prije zemljane turneje i da je
pobijedio u 60 % meceva?

Odredite cjelobrojna rjeSenja nejednadzbe

x> — 16x+ 39
o, 0
£

. U trokutu ABC tocka D je na stranici AB, a tocka E na stranici BC tako da

vrijedi |AD| : |DB| = |CE| : |EB| = 3 : 4. Duzine AE i CD sijeku se u tocki P.
Vektor AP izrazite kao linearnu kombinaciju vektora AB i AC.

U kuglu polumjera R upisana je pravilna uspravna ¢etverostrana piramida s vchom

V i osnovkom ABCD. Neka je cos JAVB = 71 Kolika je visina piramide izraZzena
s pomocu R?

IV. razred

1.

Prvi red kazaliSta ima 15 sjedala, a svaki sljedeéi red ima dva sjedala vise.
Ukupan broj sjedala u kazaliStu je kvadrat nekog prirodnog broja. Koliko ima
redova u tom kazaliStu?

Rijesite sustav jednadZbi:
log; [mx| +2log -y 3 =3,
sin®(x 4+ y) + 1 = 2sin(x + ).
Tocke A;, By, C; su redom na stranicama BC, CA, AB trokuta ABC takve da
vrijedi:
|BA | _ |CB; | _ |AC| :k
|BC| |CA| |AB| '
Odredite k£ tako da povrSina trokuta A;B;C; bude najmanja moguca.
Odredite sve polinome p s realnim koeficijentima za koje je jednakost
x-plx—1)=(x—2021)p(x)
ispunjena za sve realne brojeve x.

Andro i Borna naizmjence bacaju simetri¢nu kocku Cije su stranice oznacene
brojevima 1, 2, 3, 4, 5 i 6. Pobjednik je onaj koji prvi dobije Sesticu. Ako Andro
pocinje igru, kolika je vjerojatnost da Borna pobijedi?

Matija Basic¢

Matematicko-fizicki list, LXXII 1 (2021. — 2022.)



