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Projekt!

Frege svoje djelo Osnove aritmetike po¢ima raspravom o pitanju
,Sto je brojjedan”. Kako i sam priznaje, ve¢ina ¢e ljudi smatrati da se na
to pitanje ve¢ adekvatno odgovorilo u matematickim priruc¢nicima. Ipak
Frege tvrdi ne samo da su pojednostavljeni odgovori u elementarnim
priru¢nicima neadekvatni, nego ¢ak ni matematicari ne mogu dati
zadovoljavajuci odgovor. Stovise, nastavlja Frege, ako ne moZemo reci
Sto je broj jedan, malo je nade da ¢emo reci Sto je broj. Frege piSe:

Ako pojam koji leZi u osnovi neke velike znanosti zadaje teskoce,
onda je ipak zacijelo neodgodiva zadaca da ga tocnije istraZimo i da te
teskoce prevladamo. (Osnove aritmetike, str. I1).

Ali koje su to teSkoce koje zadaje pojam broja? Frege ne
smatra da se teSkoce za vecéinu od nas javljaju u svakidasnjoj primjeni
aritmetike, niti smatra da teSkoce prijece rad vecini matematicara.
Teskoce proizlaze iz naSeg nerazumijevanja osnova cijele strukture
aritmetike. Prema Fregeovu misljenju, ¢ak ni najve¢i matematicari to
neshvacaju. S takvim bismo uvidom mogli objasniti, uz druge stvari, i
poseban status naseg znanja istina aritmetike.

Ali zasto smatrati da naSe znanje aritmetike ima poseban
status? Cini se kako je jedan od razloga postojanje razlike izmedu
dokaza potrebitih za zasnivanje istina aritmetike i dokaza potrebitih
za zasnivanje vecine drugih istina. SvakidaSnje se znanje zasniva
na promatranju; primjenom dokaza osjetila. Kako bih utvrdio je li
mlijeko u frizideru, zavirit ¢u u frizider. Kako bih utvrdio je li mlijeko
u frizideru prokislo, pomirisat ¢u ga. U tom se smislu svakidasnja
spoznaja i spoznaja istina fizike Cine sliénima. Medutim, mnogo je
teZe zasnovati znanstvene istine nego utvrditi je li mlijeko u frizideru
- primjerice, ne moZemo samo pogledati i shvatiti da odredeni virus
uzrokuje novootkrivenu bolest - ipak je potreban dokaz osjetila. Samo

1 Prijevod je preuzet iz drugog i treceg poglavlja knjige Joan WEINER, Frege
Explained. From Arithmetic to Analytic Philosophy (Chicago: Open Court, 2004.),
25-48. Prijevod je nastao nakon gorljivih rasprava, iz podrucja Filozofske
epistemologije i Logike, vodenih sa studentima KBF-a u Sarajevu tijekom
akademske 2011./2012. i 2012./2013. godine. Iskreno se nadam da ¢e u
cilju boljeg razumijevanja nove koncepcije logike Gottloba Fregea posluziti
i sljede¢im generacijama studenata KBF-a u Sarajevu. Izraz ,Begriffsschrift*
(,Pojmopis“) naziv je za Fregeov logicki simbolicki jezik i naziv monografije u
kojoj prikazuje svoj logicki simbolicki jezik. Izraz ,Begriffsschrift” (bez kurziva)
rabim za Fregeov logicki simbolicki jezik, dok ,Begriffsschrift* (s kurzivom)
rabim za Fregeovu monografiju tiskanu 1879. godine.
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¢e se utvrdivanje nove bolesti utemeljiti na dokazu osjetila. Primjerice,
AIDS je otkriven kao nova bolest jer su se 1981. godine u bolnice
poceli javljati ljudi s neobicnim (i vidljivim) simptomima. Daljnje je
istrazivanje, koje je vodilo zakljucku da odredeni virus, HIV, uzrokuje
AIDS, zahtijevalo daljnja promatranja. Nasuprot tomu, ¢ini se da dokaz
osjetila nije potreban kako bi se ustanovilo, primjerice, da ne postoji
najveci prirodni broj. Dovoljno je iznijeti dokaz da postoji metoda koja
nam, pod pretpostavkom bilo kojeg prirodnog broja, dopusta pokazati
da vedi prirodni broj postoji. Ovakva su razmi$ljanja uvjerila Fregea da
je izvor nasih spoznaja istina aritmetike druk¢iji od izvora spoznaja
svakida$njih istina i istina fizike. Cilj je njegova projekta bio utvrditi
izvor naSe spoznaje aritmetike.

Problem empirickog objasnjenja aritmetike

Ovaj projekt ne zahtijeva samo prihvacanje matematike i
nacina na koji su njezine istine zasnovane nego takoder i opc¢e videnje
0 spoznaji i njezinim izvorima. Kad je Frege zapocCeo sa svojim djelom,
znao je za dva postojeca objasnjenja izvora znanja, ali je oba smatrao
nezadovoljavaju¢im. Najjednostavnije objasnjenje, kojemu Frege
nije bio sklon, bilo je empiricko objasSnjenje. Prema empirickom
objasnjenju osjetilno je iskustvo izvor svega naseg znanja, ukljucujuci
i naSe znanje istina aritmetike. U nekom se smislu takvo objasnjenje
Cinilo ispravnim. Kada bismo istrazili procese putem kojih smo
prihvatili istine, vjerojatno bismo otkrili kako se dokaz osjetila uvijek
primjenjuje u nekom trenutku. Najzad, ¢ak ¢e se i sofisticirani dokaz
teorije brojeva pozivati na elementarne istine aritmetike - istine
koje smo prvobitno naucili kao mala djeca. A te se istine obi¢no uce s
pomocu dokaza osjetila. Primjerice, malo dijete moZe nauciti da su 2+2
= 3+1 slaganjem i preslagivanjem Cetiri mala predmeta ili ga u uc¢ionici
moZemo pouciti kako to da zapamti. U oba se slucaja primjenjuje
dokaz osjetila.

Ali istraZivanje izvora spoznaje, prema Fregeovu shvacanju,
nema veze s tim kako zapravo prihva¢amo istine. Nasi stvarni razlozi za
prihvacanje istina matematike ne moraju pruzitiadekvatno opravdanje
samih istina. Mnoga se uvjerenja, cak i istinita, temelje na praznovjerju,
ali praznovjerje nije izvor spoznaje. Prema Fregeovu misljenju izvor se
nase spoznaje neke istine ne odreduje nac¢inom na koji smo prihvatili
tu istinu, nego s tim $to nam je potrebno kako bismo istinu zasnovali
i opravdali. lako Frege nije bio sklon empirickom gledistu, vjerovao je
kako je pozivanje na dokaz osjetila potrebno za zasnivanje istina fizike.
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To znadi, sloZio se s empirickom klasifikacijom naSega znanja istina
fizike kao a posteriori. Ali nije se sloZio s empirickim glediStem o tomu
da je dokaz osjetila uvijek potreban za zasnivanje neke istine. Frege je
vjerovao da se istine matematike mogu zasnovati i bez pozivanja na
dokaz osjetila. Znaci, vjerovao je da je znanje matematickih istina a
priori.

Fregeovo se uvjerenje o tomu da je naSe znanje matematickih
istina a priori potkrepljuje upravo iznesenom razlikom izmedu onoga
Sto je potrebno za zasnivanje istina fizike i onoga Sto je potrebno
za zasnivanje istina matematike. PobliZe razmotrimo razliku. Prvo,
razmotrimo dokaze potrebne istrazivacu koji pokuSava utvrditi
uzrokuje li odredeni virus neke bolesti. Istrazivac¢ to jednostavno ne
moZze zakljuciti apstraktnim miSljenjem. Mora provesti ispitivanja.
Virus kao uzroc¢nik bolesti mora biti prisutan kod ljudi koji pate od te
bolesti. Stoga je razvoj metoda za testiranja prisutnosti virusa - metoda
za otkrivanje vidljivog dokaza prisutnosti virusa - samo dio zadace.
Drugi dio zahtijeva ispitivanja na nekom broju oboljelih od te bolesti.
Naravno, istraziva¢ ne Zeli otkriti istine o tim pojedinim osobama.
Njegov je cilj utvrditi neSto opcenitije - a to je da virus uzrokuje bolest.
Pretpostavimo da virus uzrokuje bolest, iz toga proizlazi da su svi
koji pate od te bolesti izloZeni virusu - ukljucujuci i one koji se nisu
testirali. Prema tome, pretpostavimo li da na$ istrazivac¢ zakljuci da
taj virus zaista uzrokuje tu bolest, njegov zakljucak nadilazi izravno
promatranje. No ipak, njegova promatranja opravdavaju zaklju¢ak. On
treba iznijeti argument utemeljen na svojim rezultatima ispitivanja,
a u svojem se argumentu mora pozvati na svoja promatranja; na
dokaz osjetila. Prema Fregeovu misljenju, iz tog je razloga izvor takve
spoznaje osjetilno iskustvo.

Nasuprot tomu Cini se da argumenti izneseni za utemeljenje
opcih istina o brojevima ne zahtijevaju pozivanje na dokaz osjetila.
Kako bismo to shvatili, razmislimo o sljede¢em primjeru: ako su dva
cijela broja x i y djeljiva s 5, onda je i njihov zbroj djeljiv s 5. Istrazimo
definiciju ,je djeljiv". Reci da je x djeljivo s 5 isto je Sto i re¢i (prema
definiciji) da postoji neKi cijeli broj, recimo a, takav da je x = 5a. Sli¢no
tomu, reci da je y djeljivo s 5 isto je Sto i re¢i da postoji neki cijeli broj,
recimo b, takav da je y = 5b. Prema tome, x+y = 5a+5b. Bududi da je,
prema zakonu distribucije, 5a+5b = 5(a+b), iz toga slijedi da je x+y =
5(a+b), a (a+b) je zbroj dvaju cijelih brojeva. Budu¢i da je zbroj dvaju
cijelih brojeva cijeli broj, x+y je djeljivo s 5. Ovaj argument sadrZava
eksplicitno pozivanje na definiciju ,je djeljiv, na zakon aritmetike
(zakon distribucije) i na op¢u operaciju zbrajanja (zbroj dvaju cijelih

225



226

orbhBosnensia XvIIL1 (2014.)

brojeva je cijeli broj). Postoji takoder i implicitno pozivanje na zakone
identiteta. Budu¢i da nema vidljivog pozivanja na dokaz osjetila,
argumentom se na neki na¢in pokazuje da se istina moZe spoznati a
priori.

Medutim, mogli bismo do¢i u napast pomisliti da se pozivamo
na dokaz osjetila. Argument je napisan i Citatelj ga treba pogledati
(iskoristiti vizualni dokaz) kako bi ga procitao. Na taj nacin,
pretpostavimo, €ak i matematicki argument pociva na dokazu iz
osjetilnog iskustva. No, to je pogreSno. Vizualno iskustvo (promatranje
reCenice u napisanom dokazu) nije dokaz zakljucka. Istina recenice
pruza dokaz zakljucka. Struktura recenice nije dokaz i njezine
istine. Zaista, opravdanje iskaza o brojevima ne zahtijeva bilo kakvo
promatranje napisane recenice jer nije potrebno dokaz napisati da bi
bio uvjerljiv. Najzad, dokaz moZemo razumjeti i da ga ne napiSemo. Ne
postoji vidljiv razlog pozivanja na dokaz osjetila.

Mozda je razlika izmedu opravdanja opc¢ih tvrdnji o fizickom
svijetu i op¢ih tvrdnji o brojevima, takoredi, viSe prividna nego stvarna.
Najzad, navedeni argument za op¢u tvrdnju o brojevima ukljucuje i
neke joS neispitane prigovore. Medu njima je i pozivanje na aritmeticki
zakon distribucije. Ako se zakon distribucije mozZe utvrditi samo
nekom vrstom opravdanja koje koristi dokaz osjetila, onda se izvorna
istina zaista ne moZe spoznati a priori. U tom slucaju potpuno (ili
krajnje) opravdanje izvorne istine, u nekom trenutku, zahtijeva dokaz
osjetila. Prema tome, da bismo utvrdili mogu li se istine aritmetike
spoznati a priori, vazno je traziti njihovo potpuno opravdanje, pruziti
¢vrste dokaze izvedene iz prvotnih, nedokazivih istina o kojima ovise.
To je Fregeov projekt.

Prije nego Sto je zapoleo sa svojim projektom, Frege je
bio uvjeren da ¢e njegov krajnji rezultat biti dokaz za to da se
istine matematike mogu zaista spoznati a priori; da provjera
potpunog opravdanja tih istina, u bilo kojem trenutku, ne ukazuje
na nuzno pozivanje na osjetilno iskustvo. U tome nije bio usamljen.
Naime, u Fregeovo vrijeme empiricko objaSnjenje znanja nije bilo
opc¢eprihvaceno. Drugo objasnjenje koje je Frege razmatrao ima svoje
polaziste u radu Immanuela Kanta (1724.-1804.). Kantovo objasnjenje
zahtijeva drugu vrstu znanja - ¢istu intuiciju.

Napredak: Kantova epistemologija i sinteticko a priori

Prema Fregeovu gledistu ovakvo objasnjenje sadrzajno
predstavlja napredak - i za naSe razumijevanje izvora znanja opcenito,
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ali i za naSe razumijevanje izvora matematickog znanja. VaZan je
dio takva napretka bila Kantova formulacija analiticko-sinteticke
dihotomije. Kant je analiticke istine karakterizirao kao istine u
kojima je pojam predikata sadrZan u pojmu subjekta. Do analiticke
istine dospijevamo analizom pojmova. Primjerice, biti baka, znaci
biti majka vasih roditelja/a female grandparent. Pretpostavljajuci
kako to jednostavno opisuje sadrzaj pojma baka, analiticka je istina
da su sve bake majke vasih roditelja. Sinteticke su istine one do kojih
ne mozZemo do¢i analizom pojmova. Primjerice, mozda je istina da
su sve bake starije od trideset godina. Ali, bududi da biti stariji od
trideset godina nije dio sadrZaja pojma baka, ova je istina, ako je istina,
sinteticka. Ona se moZe utvrditi samo pozivanjem na ¢injenice (mozda
na ¢injenice o ljudskoj reprodukciji ili moZda jednostavno na rezultate
iscrpnih istrazivanja provedenih nad svim bakama). Da bismo utvrdili
sintetiCku istinu, moramo se pozvati na neSto Sto je izvan sadrZaja
obuhvacenog pojma. Formulacija je sinteticko-analiticke dihotomije
omogucila Kantu, tvrdi Frege, otkriti istinsku prirodu istina euklidske
geometrije, a to je da su te istine ujedno sinteticke i a priorne.

Sto je prema takvu gledi$tu izvor naSeg znanja euklidske
geometrije? Sinteticka se istina ne moZe utvrditi bez pozivanja na nesto
drugo osim na sadrzaj obuhvacenih pojmova. Ako su istine geometrije
ne samo sinteticke nego i a priorne, onda se, bez obzira na to na Sto se
pozivaju, ne mogu pozivati na dokaz osjetila. Ali koji je drugi postojeci
dokaz? Da bismo odgovorili na to pitanje, moramo razmisliti o tomu
kako se utvrduju istine euklidske geometrije.

Kao i s dokazom o kojem smo ranije razmisljali - dokazom
da je zbroj dvaju brojeva djeljivih s 5 i sam djeljiv s 5 - ¢ini se da i
opravdanje istina euklidske geometrije ne zahtijeva pozivanje na
odredena promatranja. Ono S$to je potrebno za opravdanje istina
euklidske geometrije jest formalni dokaz iz aksioma. Medutim,
Cinjenica da se istine euklidske geometrije utvrduju dokazom iz
aksioma nije, sama po sebi, dovoljna da pokazZe da se radi o istini a
priori. Jer opravdanje aksioma o kojima dokaz ovisi jest dio njegova
kona¢nog opravdanja. Ako opravdanje aksioma zahtijeva pozivanje na
odredena promatranja, onda je konac¢no opravdanje istina dokazano iz
aksioma koji zahtijevaju takva pozivanja. Stoga, kako ¢emo opravdati
aksiome euklidske geometrije?

Frege smatra da svi oni koji razumiju osnovne pojmove
geometrije (primjerice, ,tocka“, ,crta“ ,ravnina“), na nacin na koji ih on
sam razumije, ne mogu ne prihvatiti aksiome. Prema tome, moZemo
pretpostaviti da Ce se aksiomi izvesti iz definicija pojmova. Medutim,
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bududi da su pojmovi o kojima govorimo temeljni pojmovi, za njih ne
postoje definicije. Frege ukazuje da se znacenja tih temeljnih pojmova
mogu prenijeti samo aluzijama i prenesenim znacenjima (0 osnovama
geometrije,str. 301). Neki su od primjera aluzija za prenoSenje znaCenja
osnovnih pojmova koje koristi Euklid sljedeci: toc¢ka je ono Sto nema
dijelove; crta je duZina bez Sirine. Premda ove aluzije objasnjavaju Sto
su tocke i crte, ne radi se o definicijama. Niti se mogu iskoristiti da
bi dokazale aksiome. Frege kaZe, aksiomi su sami po sebi jasni. Frege
ukazuje da ¢emo, izloZeni takvim opisima, jednostavno shvatiti da su
aksiomi istiniti.

Medutim, takvo objasnjenje opravdanja aksioma geometrije ne
mora odgovarati iskustvu koje smo mnogi od nas imali uce¢i euklidsku
geometriju. Primjerice, razmislimo o odredenom aksiomu: Bilo koje
dvije tocke odreduju jedinstven pravac. Profesor vjeruje kako samo
opisi spomenutih tocaka i pravca nisu od pomo¢i za dokazivanje
istinitosti aksioma. Vjerojatnije je da ¢e profesor ucenicima istinitost
aksioma dokazati crtajuci im par tocaka i pokazujuc¢i im kako izmedu
njih povudi crtu koristeci ravnalo. Tako se moZda €ini da se aksiomi
zaista opravdavaju pozivanjem na odredena promatranja, bas na nacin
na koji su opce istine o fizickom svijetu opravdavaju pozivanjem na
odredena promatranja. Ali, u stvari, uloga je odredenih promatranja
u geometriji potpuno drukcija od uloge odredenih promatranja
pri utvrdivanju op¢ih istina o fizicCkom svijetu. Razmislimo o ulozi
odredenih promatranja, primjerice, pri pokusaju da se pokaZe kako
su svi ljudi koji boluju od AIDS-a inficirani virusom HIV-a. Dokaz te
pretpostavke c¢ine odredena promatranja pojedinac¢nih pozitivnih
rezultata ispitivanja. Ali dokaz iznesen na osnovi rezultata jednog
pozitivnog ispitivanja (ili dva, ili tri), vjerojatno nikoga ne uvjerava
u toCnost pretpostavke o virusu. Istrazivac¢ koji nastoji pretpostavku
potkrijepiti, mora izvesti ve¢i broj ispitivanja te u svoj argument
mora uvrstiti izvjeSéa o brojnim rezultatima ispitivanja. Sto veéi
broj ispitivanja, pretpostavka pouzdanija. Nasuprot tomu, profesor
geometrije ne provodi viSe puta ,eksperiment” s ravnalom. Profesor
bi vjerojatno bio nestrpljiv s nekim ucenikom koji Zeli ponavljati
eksperiment nekoliko stotina puta. Kako protumaciti razliku?

Prema Fregeovu glediStu odgovor je jasan: crteZzi ne
predstavljaju dokaz istinitosti aksioma. Izvor opravdanja aksioma
geometrije nije osjetilno iskustvo, nego Cista intuicija - sposobnost
koja omogucava nasu percepciju predmeta u prostoru. Mi ne u¢imo
o prostornim odnosima promatrajudi fizicke predmete; tocnije, mi ne
moZemo promatrati fizicke predmete osim kao predmete u prostoru.
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Prostorna je struktura percepcije - a ne karakteristike odredenih
predmeta - ono Sto onemogucava, primjerice, da opazimo tri predmeta
na crti, od koji je svaki izmedu druga dva. Istine geometrije su opce
istine koje se primjenjuju na sve prostorne predmete. CrteZi su kKorisni
za studij geometrije jer su djelomice idealizirane ilustracije prostornih
odnosa. Oni nam pomazu shvatiti ono Sto ve¢ razumijemo - odredena
nepromjenjiva obiljeZja prostornih odnosa. Umjesto da predstavlja
dokaz aksioma, crtez predstavlja psiholoSku pomo¢ u razumijevanju
istinitosti aksioma. Takva nam je psiholoSka pomo¢ vjerojatno bitna,
ali nije dio stvarnog opravdanja aksioma geometrije. Frege navodi:

Time uopce ne Zelim poricati da bismo bez osjetilnih dojmova bili
glupi kao daska i da ne bismo poznavali ni brojeve ni ista drugo; no ta
nas se psiholoska tvrdnja ovdje uopce ne tice. (Osnove aritmetike, § 105).

Aksiomi su, nakon $to smo ih razumjeli, jasni sami po sebi jer
je njihovo razumijevanje, u izvjesnom smislu, ve¢ u samoj sposobnosti
naSe percepcije. Prema tome, rasporedi ili konfiguracije fizi¢kih
predmeta koje moZemo zamisliti podlijegat ¢e aksiomima geometrije,
ukljucujuci, kaze Frege, i

[N]ajmahnitije  fantazije prilikom groznice, najsmionije
izmisljotine prica i pjesnika - koje dopustaju da Zivotinje govore, da
se zvijezde zaustave, da iz kamena nastaju ljudi, a iz ljudi drvece i
koje poucavaju kako se za vlastiti ¢uperak izvuci iz mocvare (Osnove
aritmetike, § 14).

Problem Kantove epistemologije: opc¢enitost i izvori
spoznaje

Fregeovo je razumijevanje izvora naSe spoznaje istina
euklidske geometrije, kako sam vjeruje, potpuno u skladu s Kantovim
glediStem. Ali Frege smatra da drugi aspekti Kantova gledista nisu
sasma ispravni. Jedan je od problema vezan s vaZznoS¢u razliCitih
razina opcenitosti. Prema Fregeovu misljenju postoji ogranicenje
opcenitosti konzekvencija koje moZemo izvesti iz naSih promatranja.
Opce istine koje moZemo utvrditi putem dokaza osjetila, sinteticke
istine a posteriori, mogu nam reci samo nesto o fizicCkom, prostorno-
vremenskom svijetu. Nasuprot tome, opce istine euklidske geometrije
(znadi, sinteticki zakoni a priori), ,vladaju svim onim $to je prostorno
mislivo, bilo to zbiljsko ili samo ono zorno“ (Osnove aritmetike, S 14).
Dok se psiholoski zakoni mogu narusiti u pricama koje poucavaju kako
se za vlastiti ¢uperak izvuci iz mocvare, zakoni euklidske geometrije
ne mogu. Sinteticki se zakoni a priori primjenjuju na obuhvatniju,
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opcenitiju domenu od (sinteticko a posteriori) zakona fizike.

Ali ni zakoni euklidske geometrije ne vrijede svuda. U stvari,
ne vrijede u neeuklidskoj geometriji - podrucju u kojem matematicari
izvlace konzekvencije iz skupova aksioma koji uklju¢uju negiranje
jednog aksioma euklidske geometrije. Medutim, tvrdi Frege, postoje
zakoni koji vrijede svuda; zakoni koji vrijede za ,nerestriciranu
domenu‘, za domenu kojoj pripada ,sve mislivo“ (Osnove aritmetike,
S 14). Primjerice, zakoni kao Sto je zakon o tome da je svaki predmet
identiCan samom sebi vrijede bez obzira na predmet stvari. Frege misli
kako su takvi zakoni, naime, zakoni logike. Zaista, nije moguce izvuci
konzekvencije negirajuci zakon logike jer ako pokusamo, ,¢ak se ni
miSljenje uopce ne ¢ini moguc¢im* (Osnovi aritmetike, S 14). Istine Cije
je opravdanje posve opce logicke prirode moraju biti istine a priori. Ali
ne mogu biti sinteticke jer sinteticke istine vrijede samo za ono Sto se
moZe prostorno intuizirati. Preostaje nam samo jedna podjela: zakoni
logike i istine koje iz njih proizlaze moraju biti analiticki.

SadamozemorazumjetiteSko¢u.PremaKantovojkarakterizaciji,
analiticka je istina istina Ciji je predikat sadrZan u pojmu subjekta.
Primjer o kojemu smo ranije raspravljali, da su sve bake roditeljke
nasih roditelja, odgovara Kantovoj karakterizaciji. Jednostavno je
identificirati pojmove subjekta i predikata i shvatiti kako je pojam
predikata (majka roditelja) sadrZan u pojmu subjekta (baka). Ali
iz tog ne proizlazi da sve istine koje zadovoljavaju Fregeov kriterij
opcenitosti za analiti¢nost odgovaraju toj karakterizaciji. Primjerice,
iskaz ili kiSa pada ili kiSa ne pada predstavlja istinu kao konzekvenciju
opc¢eg principa prema kojem je, za bilo koji iskaz o odredenoj temi,
recimo P, ili P ili ne - P. Primjenjujuci Fregeov Kkriterij opc¢enitosti,
radi se o analitickoj istini. Ali ta istina i dalje ne odgovara Kantovoj
karakterizaciji analitickih istina - ne zna se ima li pojam subjekta ili
pojam predikata.

Tako Frege nudi novu sluzbenu karakterizaciju analiti¢nosti:
analiticka je istina ona istina koja se moZe utvrditi izvodenjem Kkoje
pociva samo na definicijama i op¢im logickim zakonima. Novom se
karakterizacijom ne nastoji odbaciti Kantova analiticko-sinteticka
dihotomija. Zapravo, u jednom trenutku, Frege tvrdi da govori o
onomu $to je Kant zaista mislio pod analiticno$¢u. Prema tome, koji
je odnos izmedu Fregeove nove karakterizacije analiticnosti i Kantove
zamisli? Da bismo odgovorili na postavljeno pitanje, moramo pobliZe
promotriti Sto je logika.
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Sto je logika?

Mi cesto zakljucujemo; to znaci, izvodimo sudove na temelju
drugih sudova. Primjerice, pretpostavimo da znate kako su svi kitovi
sisavci i da su svi sisavci kraljeZnjaci. Na temelju toga imate pravo
izvesti sud da su svi kitovi kraljeZnjaci. Taj se zaklju¢ak moZze prikazati
na sljedeci nacin:

Svi kitovi su sisavci.

Svi sisavci su kraljeZnjaci.

Dakle, svi kitovi su kraljeZnjaci.

Ocito je da je zakljuCak ispravan. Jednostavno se ne moze
dogoditi da su obje premise (prve dvije recenice) istinite, a da je
zakljucak (posljednja recCenica) neistinit. Osim toga, zakljucak je
pravilno izveden. Sama istinitost premisa jamci istinitost zakljucka.
Ne treba se pozivati na nesto drugo - na dokaz osjetilnog iskustva,
intuiciju ili neku drugu ¢injenicu. Cak ne trebamo nista znati o pojmu
kit. Jer trebalo bi biti ocito da je sljedeci dokaz valjan:

Svi mekusci su sisavci.

Svi sisavci su kraljeznjaci.

Dakle, svi mekusci su kraljeZnjaci.

Pod pretpostavkom da su svi mekusSci sisavci i da su svi sisavci
kraljeZnjaci, Sto god da su mekusci, oni su kraljeZnjaci. Za takav se
zakljucak, ili dokaz, kaZze da je valjan; kaZe se da njegov zakljucak
slijedi iz premisa.

Naravno, kao $to ronioci i studenti morske biologije znaju,
mekusSci nisu ni sisavci ni kraljeZnjaci. I zakljuc¢ak i jedna od premisa su
neistiniti. Ali to ne vodi nevaljanom dokazu. Priznanje nam o valjanosti
dokaza ne dopusta bezuvjetni sud o tomu kako je i zakljucak istinit (ili
da su premise i zakljucak istiniti). To¢nije, uvjetno dopusta: dopusta
prihvatiti zakljucak, pod pretpostavkom istinitosti premisa. Budu¢i da
mekusci nisu sisavci, valjanost nam samog dokaza ne daje za pravo
izvesti sud kako su i mekusci kraljeznjaci.

Zadaca je logike pruziti sredstva za identificiranje valjanih
dokaza. Kako ispuniti takvu zada¢u? Razmislimo ponovno o nasem
dokazu. Pristajanje uz to da je dokaz valjan i kad ,mekusci“ zamijenimo
s ,kitovi ne zahtijeva znanje o mekuScima. Zaista, moZemo zamijeniti
bilo koji pojmovni izraz za ,kitove“ u spomenutom dokazu, a da je
ishod i dalje valjan dokaz. To znaci, Sto god stavimo za ,,A“ u onom S$to
slijedi, ishod je valjan dokaz:

Svi A-ovi su sisavci.

Svi sisavci su kraljeZnjaci.

Dakle, svi A-ovi su kraljeZnjaci.
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NasSa sposobnost razumijevanja valjanosti dokaza ne zahtijeva
znanje o tomu Sto su sisavci ili kraljeZnjaci. Kako bismo rekli da je
dokaz valjan, sve Sto je potrebno shvatiti jest to da dokaz ima sljede¢u
formu:

Svi A-ovi su B-ovi.

Svi B-ovi su C-ovi.

Dakle, svi A-ovi su C-ovi.

Za dokaze se takve forme - tj. dokaze koje moZemo iznijeti
mijenjajuci odgovarajuce izraze za A" ,B i,C“ uiznesenom dokazu -
kaZe da su instancije forme dokaza.

Analiti¢nost, analiza pojmova i Aristotelova logika

Strategija odredivanja valjanosti dokaza odredivanjem njegove
forme proizlazi iz Aristotelove logike. U Kantovo se i Fregeovo vrijeme
opc¢enito smatralo da Aristotelovalogika pruza sredstvazavrednovanje
dokaza Cija valjanost ovisi 0 odnosima medu pojmovima. Prikaz forme
dokaza obuhvaca regimentaciju/ustrojavanje svake recenice u pojam
subjekta i pojam predikata. Primjerice, pojam subjekta recenice ,Svi
su kitovi sisavci“ je ,kitovi, a pojam predikata je ,sisavci®.

Aristotelova se logika bavi silogizmima: dokazima u kojima
se predikat zaklju¢ka pojavljuje u jednoj od premisa, a subjekt se
zakljucka pojavljuje u drugoj premisi. Nije teSko shvatiti prednost
ucenja silogizama. Ograni¢en je broj formi koje silogizmi mogu
poprimiti. Identifikacija nam relativno malo valjanih formi omoguc¢ava
vrednovanje veceg broja zbiljskih dokaza.

Ali $to tako opisanalogikaima s Kantovom analiti¢no$¢u? Vidjeli
smo ranije da prema Kantovu gledistu nasa spoznaja analitickih istina
proizlazi iz same analize pojmova. Sljedeci je dokaz lako razumjeti kao
artikulaciju neke vrste analize pojma baka:

Sve su bake majke roditelja.

Sve su majke roditelja roditeljke.

Dakle, sve su bake roditeljke.

Naravno, ovakva se analiza sastoji od valjanog dokaza ¢ije su
obje premise analiti¢ke istine. Cini se kako je prva premisa artikulacija
sadrZaja baka, a u drugoj je premisi pojam predikata jasno obuhvacen
pojmom subjekta. Prema Kantovu glediStu, kako ga Frege shvaca,
valjana se izvodenja, Cije su premise samo analiticke istine i definicije,
trebaju promatrati kao neka vrsta analize pojmova. Prema tome,
zakljucci bi se takvih dokaza trebali promatrati kao analiticki. Valjan
je zakljucak usko povezan s Kantovom i Fregeovom analiticnoscu.
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Sto je s Kantovom Klasifikacijom aritmeti¢kih istina? Kant
je tvrdio da se isprva cini kako je tvrdnja 7 + 5 = 12 analiticki sud,
a zapravo nije: analiza pojmova je nedostatna da bismo otkrili kako
je 12 zbroj od 7 i 5. To je sukladno stavu da nam Aristotelova logika
moZe dati sve rezultate pojmovnih analiza. Aristotelov dokaz da
su 7 + 5 =12 ne moZemo izvesti iz definicija obuhvacenih pojmova.
Zapravo, povezanost Aristotelove logike i analize pojmova od vece je
vaznost za naSe razumijevanje prirode analitickih istina. lako nam
Aristotelova logika omogucava prepoznati velik broj valjanih dokaza,
nijedan njezin rezultat nije iznenadujuc¢i. Prema tome, dokazi nam
Aristotelove logike ne mogu doprinijeti znanju. Ako se do analitickih
istina moZe do¢i samo s pomocu definicija i Aristotelove logike,
onda njihovo otkri¢e ne doprinosi znanju. Kant je tvrdio da spoznaja
analiti¢kih istina ne predstavlja stvarno znanje. Stoga je i matematicke
sudove, koji ocito proSiruju nase znanje, uvrstio medu sinteti¢ke. Osim
toga, tako gledajuci, jedina je stvarna spoznaja spoznaja sintetickih
istina jer samo Cista intuicija i osjetilno iskustvo (izvori naSe spoznaje
sintetickih istina) mogu biti izvori spoznaje.

Zasto aritmeticke istine smatramo analitickim?

lako se Frege slaze s Kantovom klasifikacijom da je naSe znanje
geometrije sinteti¢ko a priori, ne dijeli Kantovo misljenje kad je rijec
o klasifikaciji naseg znanja drugih matematickih istina. Frege tvrdi
da su uz aritmeticke istine i sve istine matematike (s iznimkom istina
euklidske geometrije) analiticke. S obzirom na ono Sto smo vidjeli do
sada, ¢ininam se neobi¢nim. Prema Fregeovoj sluZbenojkarakterizaciji,
analiticke su istine samo one koje se izvode s pomocu definicija i
logike. Premda je Frege ponudio i drugi kriterij analiti¢cnosti - prema
kojem analitic¢ke istine ureduju sve mislivo - tesko je razumjeti kako
takav kriterij uskladiti s njegovom sluZzbenom definicijom. Uz to, ak
i da moZemo njegovu sluzbenu karakterizaciju analiti¢nosti povezati
s tim kriterijem, i dalje je nejasno zaSto Frege smatra da su uz istine
geometrije i istine matematike analiticke jer nam zapravo ne kaZe
zaSto istine drugih podrucja matematike upravljaju sve mislivo. Da
bismo shvatili Fregeovo odstupanje od Kanta, korisno je upoznati se
malo s povijeS¢u matematike.

Jedno je od srediSnjih podrucja matematike analiza:
istraZivanje beskonacnih procesa. Analiza se javlja u sedamnaestom
stoljecu kao odgovor na potrebe fizike i astronomije. Prvobitno su joj
problemi vezani uz kontinuirane veli¢ine kao $to su: duljina, povrsina,
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brzina, ubrzanje - veli¢ine koje se mogu i koje se redovito prikazuju
geometrijski. U Kantovo vrijeme veéina dokaza analize koristi
tehnike geometrije. Sve dok se smatra da bitni teoremi analize ovise
o geometrijskim dokazima, dotad ih je razumno smatrati sinteti¢ckim
a priori - jer su sinteticke istine a priori istine Cije opravdanje ovisi o
prostornoj intuiciji.

Medutim, sredinom se devetnaestog stolje¢a shvatilo da mnogi
geometrijski dokazi nisu sigurni kako se pretpostavljalo. Neki su
naizgled dobri dokazi identificirani kao pogresni. Poteskoce se dijelom
mogu pripisati zabunama u vezi s nekim temeljnim pojmovima analize,
ukljucujucdii pojmove ogranicenja i kontinuiteta. To znaci kako pokusaj
razjasSnjenja pojmova obuhvacenih aritmetiziranjem analize pokazuje
da se njezine istine mogu dokazati iz aritmetickih istina. U vrijeme
kada je Frege zapoceo svoj rad, veéina se dokaza analize odvojila od
geometrije i pojma velicine. Stoga ne iznenaduje kako Frege nije uvidio
da su istine analize sinteticke a priori.

Alj, to je joS uvijek nedovoljno da objasni ¢vrsto Fregeovo
uvjerenje da istine analize nisu sinteticke a priori. Aritmetizacija
analize moZe pokazati samo da za odredenje izvora naSe spoznaje
istina analize (i bilo kojeg drugog aritmetiziranog podrucja
matematike) trebamo identificirati izvor naSeg znanja aritmetic¢kih
istina. Aritmeticke istine i dalje mogu biti sinteticke a priori.
Zaista, u Elementima je Euklid omogucio sredstva da pokaZe kako
aritmeticke istine izvesti iz geometrijskih istina. Euklid je brojeve
smatrao veli¢inama, a svaki je cijeli broj prikazao kao duzinu. Tako
je mogao prikazati geometrijske stavke osnovnih zakona aritmetike i
geometrijski ih dokazati. Ako su takvi dokazi potrebni za opravdanje
aritmetickih istina, onda uspjeh aritmetizacije analize pokazuje ne
da je geometrija vaznija od aritmetike, ve¢ samo da su matematicari
pogresno shvatili ulogu geometrije u osnovama analize. MoZemo
ustvrditi kako se time pokazuje da se geometrija jednostavno trebala
pojaviti u ranijoj fazi - u fazi opravdanja aritmetickih istina. Frege je
bio svjestan takvih dokaza aritmetickih istina i razliitih strategija
definiranja brojeva geometrijskim pojmovima. No i dalje je vjerovao
kako su aritmeticCke istine analiticke. Da bismo shvatili zasto, potrebno
se vratiti na njegova gledista o opcenitosti aritmetike.

Frege tvrdi kako se istine aritmetike primjenjuju na podrucja
obuhvatnija od prostornog podrucja. Uz prostorne se predmete takvim
podrudjima mogu obuhvatiti mirisi, zvukovi, metode i ideje. Cak i kad
bismo mogli aritmeticke istine prepisati u jezik geometrije i dokazati
ih iz aksioma geometrije, dokazi ne bi bili dovoljno opceniti, zakljucuje
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Frege. Njima bismo samo pokazali da aritmetika vrijedi u prostornom
podrucju. Zakljucci su takvih dokaza samo svodenja aritmetickih
tvrdnji na prostorno podrucdje. Ali aritmeticke se istine, tvrdi Frege,
primjenjuju na nerestricirano podrucje; na sve mislivo. Ako se
istine o brojevima primjenjuju na sve, pa ¢ak i na takve neprostorne
entitete kakvi su metode i ideje, onda je potreban opcenitiji dokaz.
Frege pita: ,Kako bi intuicija mogla jamciti tvrdnje koje vrijede za sve
takve heterogene kvantitete, od kojih nam neke vrste moZda jo$ nisu
poznate?“ (Metode izracuna temeljene na opsegu pojma kvantiteta, str.
1).

Ovim se oznacava odstupanje od Kanta. Prema Kantovu gledistu
samim razumom ne mozemo posti¢i stvarno znanje - jer izvor je
stvarnog znanja Cista intuicija ili osjetilno iskustvo. Medutim, prema
Fregeovu glediStu nasa je spoznaja vecine opcih istina stvarna, ali
kao svoj izvor nema ni osjetilno iskustvo ni Cistu intuiciju. Tako Frege
sam razum smatra izvorom spoznaje. Kao Sto intuicija omogucéava
percepciju, tako razum omogucava misao. Fregeov je cilj pokazati da je
sam razum izvor nase spoznaje aritmetickih istina te da se aritmeticke
istine mogu izvesti samo logickim sredstvima.

Matematicka indukcija i opcenitost

Ve¢ smo vidjeli jednu poteSkocu koja se mora prevladati.
Aristotelova logika, Fregeu ve¢ dostupna, nije dovoljno ucinkovita
da izvede dokaze aritmetickih istina. Stoga je dio Fregeova projekta
Aristotelovu logiku nadomjestiti novom, uc¢inkovitijom logikom. Kako
to izvesti? MoZemo pretpostaviti da je prvi korak jednostavno osnovne
aritmeticke dokaze dodati valjanim dokazima Aristotelove logike.
No takva strategija ne zadovoljava. Da bi pokazao kako je aritmetika
analiticka, Frege mora pokazati da su sami principi potrebni za
izvodenje zakljuaka tih dokaza iz njihovih premisa principi koji
vrijede ne samo u domeni brojeva nego i u nerestriciranoj domeni,
Siroj od svih. Takva zadac¢a uopce nije beznacajna jer zakljucivanje se
i principi obuhvaceni nizom aritmetickih istina ne ¢ine primjenjivim
u najSiroj domeni. Karakteristika koja ¢ini se izdvaja zakljucivanje o
prirodnim brojevima (to znaci, o 1, 2, 3, itd.) jest primjena odredenog
principa koji je svojstven toj domeni: princip matematicke indukcije.

Sto je matematicka indukcija? Pretpostavimo da Zelimo
pokazati kako svi prirodni brojevi imaju odredeno svojstvo. Prema
principu matematicke indukcije trebamo utvrditi samo dvije stvari:
prvo, trebamo utvrditi vrijedi li to svojstvo za 1. Kao drugo, za svaki
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prirodni broj n treba utvrditi sljedece: ako svojstvo vrijedi za n, vrijedi
i za sljedbenika od n (ako je tako, kaZe se da je to svojstvo ,sljedbenik u
nizu prirodnih brojeva“). Da bismo shvatili kako se time moZe pokazati
da spomenuto svojstvo vrijedi za sve prirodne brojeve, pretpostavimo
kako svojstvo ispunjava oba navedena uvjeta. Prvo, svojstvo sigurno
vrijedi za 1 jer je to eksplicitno pokazano. Takoder se pokazalo da
svojstvo vrijedi i za sljedbenika od n budu¢i da vrijedi za n. Prema
tome, jer svojstvo vrijedi za 1, vrijedi i za sljedbenika od 1, a to je 2. Jer
svojstvo vrijedi za 2, vrijedi i za sljedbenika od 2, to znaci, vrijedi i za
3.Jasno je da nas princip matematicke indukcije ne zavodi na Krivi put.
Ali izgleda da se uspjeh primjene principa temelji na prirodi domene
prirodnih brojeva. Njegova primjena funkcionira jer se niz prirodnih
brojeva sastoji od 1, sljedbenika od 1, sljedbenika sljedbenika od 1,
itd. Ali ako je matematicka indukcija oblik zakljucka svojstven domeni
brojeva, njezini se rezultati ne mogu izvoditi samo iz logike.

Jedan je od Fregeovih uvida i to da princip matematicke
indukcije nije poseban princip izveden iz svojevrsne prirode domene
brojeva. Karakteristika niza prirodnih brojeva koja nam omogucava
primijeniti matematicku indukciju za dokazivanje op¢ih istina o
brojevima nije svojstvena nizu prirodnih brojeva. Razmotrimo odnos
dvoje ljudi, xiy, ako je x izravni nasljednik od y - $to znaci ako je y dijete
od x; ili je y dijete djeteta od x; ili je y dijete od djetetova djeteta od x,
itd. Niz prirodnih brojeva (1, sljedbenik od 1, sljedbenik sljedbenika
od 1..) vrlo je sli¢an nizu koji ¢ini odredena osoba i njezin izravni
sljedbenik (primjerice, Ana, Anina djeca, Anine djece djeca, itd.). Oba
se niza odreduju prvim ¢lanom i relacijom - u jednom slucaju, brojem
jedan i relacijom je neposredni sljedbenik od; u drugom slucaju Anom i
relacijom je dijete od.

Princip je matematicke indukcije moguce primijeniti gotovo
neprimjetno za utvrdivanje Cinjenica niza koji ¢ine Ana i njezini
sljedbenici. Kako bismo pokazali da svi ¢lanovi niza prirodnih brojeva
imaju odredeno svojstvo, princip nam matematicke indukcije pokazuje
kako samo trebamo pokazati da prvi ¢lan ima svojstvo i daje to svojstvo
nasljedno u nizu prirodnih brojeva. Na trenutak pretpostavimo da je
svojstvo smedih ociju uvijek nasljedno u nizu koji ¢ine Ana i njezini
sljedbenici. Znaci, pretpostavimo kako u toj odredenoj populaciji svako
dijete osobe sa smedim ofima ima smede oci. Nadalje, pretpostavimo
da i Ana ima smede o¢i. Kad bismo mogli utvrditi obje ¢injenice - to da
je svojstvo smedih ociju nasljedno u nizu i da prvi ¢lan niza (Ana) ima
smede oci - lako bismo zakljucili kako svaki ¢lan niza ima smede oci.
Ako postoji sumnja, moZemo proci kroz isti proces zakljucivanja koji
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smo Kkoristili kako bismo se uvjerili da dokazi matematicke indukcije
imaju svoju primjenu u aritmetici.

Zakljucak je potonjeg argumenta sinteticki a posteriori - moze
se utvrditi samo pozivanjem na dokaz osjetila. Ali takva su pozivanja
potrebna samo pri utvrdivanju istine premisa. Kako smo vidjeli ranije,
valjan argument ne mora imati istinite premise. Kako bismo odredili
radi li se o valjanom argumentu, moramo odrediti je li istina premisa
sve potrebno za na$ sud o tomu da je zakljucak istinit. Primjenjujuci
takav standard, navedeni se argument Cini valjanim. I bez pozivanja
na osjetila, intuiciju ili dodatne ¢injenice, pretpostavivsi da su premise
argumenta istinite, vidjet Cemo da je zakljucakistinit. U stvari, potrebna
je samo analiza obuhvacenih pojmova i relacija.

Takva promatranja daju povoda misljenju da zaklju¢ak
koji Kkoristi matematicku indukciju ne pociva na karakteristikama
svojstvenim domeni brojeva. Kako smo vidjeli ranije, matematicka
nam indukcija omogucava zakljuciti da, budu¢i da svojstvo vrijedi
za prvi ¢lan niza prirodnih brojeva i budu¢i da je sljedbenik u nizu
prirodnih brojeva, vrijedi i za svaki €lan niza prirodnih brojeva. Alj,
kako smo upravo vidjeli, legitimnost takva zakljucka ne pociva na
nekoj specifitnoj karakteristici brojeva. Isto tako, pretpostavivsi da
svojstvo vrijedi za prvi €lan niza koji ¢ine Ana i njezini sljedbenici i
pretpostavivsi da je sljedbenik u ovom nizu, mozemo zakljuciti da
svojstvo vrijedi za svaki €lan tog niza. Legitimnost nijednog zakljucka
ne pociva na karakteristici svojstvenoj ljudima i brojevima. Vazna
je samo struktura niza - zapravo, Cinjenica da prvi €lan i relacija
odreduju svaki niz. Nepotrebno je misliti kako postoje nizovi za samo
odredene predmete. Zakljucci o nizovima i njihovim svojstvima mogu
biti zakljucci o nizovima raznovrsnih predmeta. Znaci, zakljucci imaju
obiljezja zaklju¢aka opravdanih samom logikom.

Aristotelova nam logika govori drukc¢ije jer Aristotelova
logika ovisi o razumijevanju sudova koji onemogucavaju prepoznati
sloZene argumente koji obuhvacaju logicki valjane relacije. Fregeov
je prvi zadatak bio potkrijepiti svoje uvjerenje o tomu da su takvi
op¢i zakljucci o nizovima valjani. To je ucinio odbacujuci subjektno-
predikatnu analizu o kojoj ovisi Aristotelova logika i razvio novu,
ucinkovitiju logiku. Rezultat je svoje revolucionarno nove logike iznio
u monografiji Begriffsschrift, objavljenoj 1879. godine.
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3

Fregeova nova koncepcija logike

Da bismo razumjeli revolucionarnu prirodu Fregeove nove
logike, korisno je poceti s razmatranjima o nekim ograni¢enjima
logickih metoda dostupnih prije Fregeova projekta. Frege nije bio
jedini koji je prepoznao da se Aristotelova logika ne moZe uvijek
primjenjivati za ispravno vrednovanje zaklju¢aka. Poznato je i mnogo
prije nego je Frege zapocCeo sa svojim projektom da neki logicki valjani
zakljucci nisu valjani Aristotelovi silogizmi. Sljede¢i je zakljucak takav
primjer:

Ako je Ralph papiga, onda Ralph nije mekusac.

Ralph je papiga.

Dakle, Ralph nije mekusac.

Jasno je da se radi o valjanom argumentu. No, trebat ¢e nam
dokaz osjetila za odredivanje istinitosti premisa. Medutim, dokaz
nam osjetila ili zora - te nijedan drugi dokaz izuzev onog Sto je vec
dostupan u samom zaklju¢ku - nije potreban da shvatimo kako
konkluzija slijedi iz premisa. Znaci, izgleda da je zakljucak logicki
valjan. Ali zaklju¢ak uopce nije silogizam. Silogizam je argument u
kojem se predikat konkluzije pojavljuje u jednoj od premisa, a subjekt
se konkluzije pojavljuje u drugoj premisi. Prva premisa navedenog
argumenta nema cak ni subjektno-predikatni oblik. To¢nije, premisa
je sastavljeni iskaz, kondicional koji oblikujemo kombiniranjem dviju
tvrdnji: antecedenta/prednjaka

Ralph je papiga.

i konsekvensa/posljetka

Ralph nije mekusac.

Stovise, iako druga premisa ima subjektno-predikatni oblik,
mi ne moramo znati njezin oblik (njezine subjekte i predikate) kako
bismo vrednovali zaklju¢ak. Ako se bavimo vrednovanjem zakljucka,
onda se ¢lanovi premisa i konkluzije moraju prikazati kao tvrdnje, a ne
subjekti i predikati. Ono $to moramo znati, da bismo razumjeli kako je
zakljucak valjan, jest sljedece: to da je jedna od premisa kondicional;
druga je premisa antecedent kondicionala; a konkluzija je zakljucka
konsekvens kondicionala. To je duZi put da se kaZe kako zakljucak ima
sljedeci oblik:

Ako B,onda A

B

Dakle, A
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Sva su slova koja se pojavljuju u ovom argumentu drzaci mjesta/
place-holders, ne za izraze pojma (kao Sto je bio slucaj u argumentima
o sisavcima i kraljeZnjacima koje smo razmatrali u prethodnom
poglavlju), nego za recenice. Izgleda kako formalni dio argumenta ¢ine
odnosi medu stavcima, a ne pojmovima. Logika koja vrednuje takve
argumente naziva se propozicionalna logika. Pravilo Modus Ponens
omogucava tu vrstu zakljucka.

Povezivanje dviju logika

lako su se propozicionalna i Aristotelova logika u ranoj
povijesti logike smatrale suprotstavljenima, od devetnaestog su
stoljeca prihvacene kao vazan doprinos op¢em projektu vrednovanja
zakljucka. No, takoder im se drukcije pristupalo. Obi¢no se smatralo
kako je Aristotelova logika omoguc¢ila metodu za vrednovanje
zakljucaka c¢ija se valjanost temeljila na odnosima medu pojmovima,
dok je propozicionalna logika omogucila metodu za vrednovanje
zaklju¢aka utemeljenih na odnosima medu propozicijama. Dvije
metode koriste razli¢ite na¢ine promatranja i prikaza konstrukcije
premisa i konkluzije zakljucaka.

Postoji li nacin konstrukcije neke unificirane logike koji
omogucava prepoznati valjane zaklju¢ke i propozicionalne i
Aristotelove logike? Jedan je od Fregeovih najslavnijih prethodnika,
George Boole (1815.-1864.), uveo novu simbolicku notaciju u
kojoj je moguce prikazati i silogizme i propozicionalne argumente.
Kad zakljucak iznesemo u Boolovoj notaciji, moZzemo nastaviti s
vrednovanjem zakljuCka mehanicki racunajudi. Ali takva tehnika i
dalje ostro razdvaja dvije vrste zaklju¢aka. Budu¢i da Boolova notacija
moZe prikazati logicku strukturu bitnu ili za propozicionalni ili za
Aristotelov zakljucak, ne moZe istodobno prikazati oba. To je rezultat
Boolove primjene simbola. Simbol Boolove notacije, primijenjen
u izrazavanju silogizma, ima drukd¢iju vrstu znacenja, nego kad se
primjenjuje u izraZavanju propozicionalnog argumenta. Da bismo
primijenili Boolove tehnike za vrednovanje nekog argumenta, moramo
kao prvo odluciti o kojoj se vrsti argumenta radi, te prema tome
prikazati njegov oblik. Za mnoge je tvrdnje jedna od posljedica to Sto
se Boolova notacija ne moze Koristiti za prikaz cijelog sadrzaja vaznog
za zakljucak. Primjerice, razmislimo o jednoj premisi navedenog
argumenta:

Ako je Ralph papiga, onda Ralph nije mekusac.

Tvrdnja ima propozicionalnu sloZenost (radi se o kondicionalu)
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i subjektno-predikatnu sloZenost (njezin antecedent i konsekvens
imaju subjektno/predikatni oblik). Kad god se tvrdnja prikaZe u
Boolovoj notaciji, jedna ¢e se sloZenost izostaviti - kao Sto je slucaj
u navedenom prikazu oblika zaklju¢ka omogucéenog pravilom Modus
Ponens.

S obzirom na to da neka tvrdnja ima i propozicionalnu i
subjektno-predikatnu sloZenost, Boolova notacija ima granice.
Nijedan simbolicki izraz notacije ne moZze izraziti sav sadrzaj potreban
za bilo koji zaklju¢ak u kojem se pojavljuje. Ali, radi li se o nedostatku
Boolove notacije? Najzad, ako Zelimo tehnike za vrednovanje
odredenih dokaza, bit ¢e dovoljno za bilo koji dokaz izraziti sav
sadrzaj njegovih premisa i konkluzije potrebne za vrednovanje tog
odredenog dokaza. Boolova nam tehnika omogucava kao valjanima
identificirati sve argumente koji se mogu kao valjani identificirati
bilo Aristotelovom bilo propozicionalnom logikom. Zaista, kad bi
to bili jedini valjani argumenti, Boolova bi notacija bila dovoljna za
vrednovanje argumenata. Medutim, ispostavi li se da postoje valjani
argumenti Cija je valjanost posljedica kombinacije propozicionalne i
nepropozicionalne sloZenosti, Boolova ¢e metoda biti nedostatna. Svi
koji misle da postoje takvi valjani argumenti, Zele notaciju uc¢inkovitiju
od Booleove.

Logicki savrSen jezik

Frege je bio uvjeren da postoje valjani argumenti koji se ne
mogu identificirati i kao Aristotelovski valjani i kao propozicionalno
valjani argumenti. Kao zadatak si je uzeo uvesti novu logicku notaciju,
Begriffsschrift (,pojmopis”); notaciju kojom se za svaku tvrdnju
mozZe izraziti sav sadrZaj vazan za bilo koji zaklju€ak u kojem se moze
shvatiti. To je nazvao ,pojmovnim sadrZajem” tvrdnje. Na taj je nacin
jednostavno uociti razliku izmedu notacije koja izraZava pojmovni
sadrzaj i Boolove notacije. Iskaz tvrdnje u Boolovoj notaciji prikazuje
samo dio njezina sadrzaja - dio vaZan za vrednovanje odredenog
zakljucka. Da bismo spoznali kako tvrdnju prikazati u Boolovoj notaciji,
moramo znati koji zaklju¢ak uzimamo u obzir. Nasuprot tomu, iskaz
je tvrdnje u Begriffsschriftu neovisan o bilo kojem zaklju¢ku u kojem
se moze pojaviti. Jer prikaz tvrdnje u Begriffsschriftu mora izraziti
sav sadrZaj koji je vaZan za bilo koji dokaz u kojem se moZe pojaviti.
Frege je Zelio razviti notaciju koja se ne smatra samo sredstvom za
odredivanje valjanosti argumenata nego i nekim jezikom.

lako Begriffsschrif ima namjenu kao jezik, znatne su
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razlike izmedu Begriffsschrifta i prirodnog jezika - jezika kojim se
svakodnevno sluzimo. Fregeov je jezik umjetan i nije osmisljen za
svakodnevne potrebe. Kao Sto spominje u predgovoru Begriffsschrifta,
pocevsi rad na svojemu projektu, Frege otkriva da je prirodni jezik
nedovoljan za potrebe njegova projekta. Prirodnim je jezikom
teSko precizno iskazati slozene pojmovne sadrZaje. Nadalje, kako
Frege tvrdi tijekom cijele karijere, prirodni jezik ima brojne logicke
nedostatnosti. Medutim, njegov cilj nije usavrsiti prirodni jezik ili ga
nadomjestiti logicki savrSenim jezikom. S druge strane, on svoj logicki
savrSen jezik, Begriffsschrift, smatra nekim znanstvenim sredstvom.
Fregeova je notacija, kao i Booleova, uvedena da se koristi kao metoda
za vrednovanje zakljucaka.

U predgovoru Begriffsschrifta Frege usporeduje svoj savrSeni
logicki jezik s mikroskopom. Njegov je logicki savrSen jezik, kao i
mikroskop, koristan za odredene znanstvene ciljeve, ali potpuno
beskoristan za neke druge znanstvene ciljeve. U ve¢ini nam je sluc¢ajeva
u promatranjima bolje koristiti golo oko nego neki mikroskop. Sli¢no
tomu, u vecini slucajeva bolje nam je tvrdnje iznositi u prirodnom
jezikunego u Begriffsschriftu. Samo je u slu¢aju vrednovanja zakljucaka
Begriffsschrift bolje sredstvo iskazivanja nasih tvrdnji od prirodnog
jezika. Nakon Sto je zakljucak iznesen u Begriffsschriftu, cilj je uvesti
sustav vrednovanja koji ¢e mehanicki odrediti je li zakljuc¢ak ispravan
i ¢vrst. To ukljucuje i uvodenje manje skupine osnovnih logickih istina
kao i pravilo koje dopusta zakljucke odredenog oblika.

Nakratko ¢emo se vratiti detaljima Fregeove nove koncepcije
logike i kontekstu u kojem je takva logika poboljsanje ranijih logika.
Medutim, prije toga, bit ¢e korisno reci nesto vise o rije¢ima i njihovim
sadrzajima te eksplicitno pojasniti terminologiju koju veé¢ nasiroko
koristim.

Svaka rasprava o pojmovnom sadrzaju zahtijeva prepoznavanje
razlike izmedu rijeCi i njihova sadrZaja. To moZemo ilustrirati
razmatranjem rijeci,i“i,ali“. Razmislimo o tome S$to mozemo zakljuciti
iz sljedece istinite tvrdnje o noju:

(*) Noj je ptica, ali ne moZe letjeti.

MoZemo zakljuciti da se radi o ptici, jer nam istina od (*) jamci
da se radi o ptici. Da se ne radi o ptici, onda (*) ne bi bilo istinito. Slicno
tomu, moZemo zakljuéiti da noj ne moze letjeti. Cini se da moZemo
zakljuciti joS ponesto: da vecina ptica leti. Alj, to je pogresno. Jer istina
od (*) ne jamci da vecina ptica moZe letjeti. I da vecina ptica ne leti, i
dalje bi bilo istinito da je noj ptica, ali da ne moZe letjeti - iako bi bilo
neobicno uporabiti rijec ,ali“. Prema Fregeovu gledistu, iz
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A aliB

moZemo zakljuciti to¢no iste tvrdnje koje moZemo zakljuciti iz

AiB.

Znaci, dvije su rijeci ,i“ i ,ali“ podjednako vazne za zakljucak;
imaju, upotrijebimo Fregeov tehnicki pojam - isti pojmovni sadrZaj.
Tako Fregeov projekt od nas traZi razlikovati rije¢i od pripisana im
sadrZaja. Naravno, reci kako te dvije rije¢i imaju isti pojmovni sadrzaj,
nije isto Sto i rec¢i da pripisujemo isti sadrzaj rijecima ,i“ i ,ali“ - jer
nakon toga ne bi bilo neobi¢no uporabiti ,ali“ u gore opisanoj situaciji.
Fregeov projekt takoder od nas traZi prepoznati odredenu vrstu
sadrZaja - pojmovni sadrzaj - Cijem je iznoSenju Begrifftsschrift i
namijenjen.

MoZemo naci ne samo dvije razlicite rijeci nego i dvije razlicite
recenice koje imaju isti pojmovni sadrZaj. Frege, za primjer, koristi
dvije sljedece recenice:

Hidrogen je laksi od ugljicnog dioksida.

i

Ugljicni dioksid je teZi od hidrogena.

Obje recenice iznose nesto Sto moZe biti ili istinito ili neistinito.
U Begriffsschriftu, Frege upucuje na pojmovni sadrZaj - ili na ono $to se
iskazuje - takvom vrstom recenice, kao na ,sadrZaj koji moZe postati
neki sud* Ja ¢u upotrijebiti taj izraz kao i izraze ,stavak”i ,tvrdnja“ za

IznoSenje dokaza u Begriffsschriftu

Sada smo u mogucénosti pocCeti s istraZivanjem Fregeove logicke
notacije. Begriffsschrift se koristi za iznoSenje zakljuc¢aka. Kako izgleda
iznoSenje zakljucka? Zakljucci su nizovi tvrdnji. U zakljucku se neki
stavci, premise, jednostavno tvrde, a drugi se stavci, konkluzije, iznose
na temelju premisa. Ali nije svaki izraz stavka tvrdnja. Razmotrimo
sljedeci zakljucak:

Ako je 3 kvadratni korijen od 4, onda je 3 kubni korijen od 8.

3 nije kubni korijen od 8.

Dakle, 3 nije kvadratni korijen od 4.

Recenica ,3 je kvadratni Korijen od 4“ €ini prvi dio premise.
Tako se stavak koji recenica izraZzava navodi u prvoj premisi. Ali se ne
tvrdi u prvoj premisi. Zaista, smisao je izrazavanja u zaklju¢ku pokazati
zaSto se ne tvrdi. U konkluziji se negira.
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Crta suda i crta sadrzaja

Na razliku se izmedu tvrdenja i izraZavanja u Fregeovu
Begriffsschriftu ukazuje s prva dva znaka koja uvodi: znakovi koje
naziva ,crta suda, i ,crta sadrZaja“ Crta suda je kratka okomita crta,
a crta sadrzaja je duga vodoravna crta. Prikazu sadrZaja koji moZe
postati sud (propozicionalni sadrzaj), u Begriffsschriftu uvijek
prethodi crta sadrZaja. Ako se takav sadrZzaj ustvrdi u zakljucku, onda
crta sadrzaja prethodi crti suda. Primjerice, u prvom je razmotrenom
zakljucku poglavlja, zaklju¢ku izvedenom pravilom Modus Ponens,
jedna od premisa bila: Ralph je mekuSac. Na trenutak pretpostavimo
da je recenica ,Ralph je morski puz bez kucice“ recenica u Fregeovu
logickom jeziku, tad bi se tvrdnja te premise mogla u zaklju¢ku
prikazati na sljede¢i nacin:

I— Ralph je mekuSac.

Crta uvjetovanja i crta negacije

Begriffsschrift takoder ima dva simbola za prikazivanje
propozicionalne sloZenosti: crta uvjetovanja i crta negacije. Po¢nimo
s crtom uvjetovanja. Druga premisa u naSem Modus Ponens zaklju¢ku
je kondicional: Ako je Ralph papiga, onda Ralph nije mekusac. Ovo
je sloZeni stavak s dvije propozicionalne sastavnice. Kako ¢emo ga
prikazati u logickoj notaciji? MoZemo pretpostaviti da je Fregeova
zadaca izraz prirodnoga jezika ,ako ... onda ...“ nadomjestiti notacijom
koja prikazuje sadrzaj izraza prirodnog jezika. No Frege tako ne shvaca
svoju zadacu jer je, tvrdi Frege, kondicional koji se izrazava primjenom
rijeCi ,,ako” uzrocni kondicional. Za to daje primjer:

Ako je Mjesec kvadrature Sunca, Mjesec se pojavljuje kao
polukrug.

Frege ukazuje na to kako je ono Sto se izrazava u toj tvrdnji
uzro¢na veza izmedu Mjeseceve Kkvadrature Sunca i MjeseCeva
pojavljivanja kao polukruga. Ali uzro¢ne se veze pojavljuju samo u
fizickom podrucju. Ne bi postojali logicki simboli za odnose koji vrijede
samo u fizicCkom podrucju. Naravno, nije ispravno re¢i da primjena
izraza ,ako ... onda ..“ uvijek izraZava neki uzroc¢ni odnos. Fregeov je
cilj uvesti Begriffsschriftov simbol za kondicional koji se moZe koristiti
bez obzira na predmet stvari.

To je kondicional koji se koristi u propozicionalnoj logici.
Sljedeci je oblik zakljucka izvedenog pravilom Modus Ponens valjan
propozicionalni zakljucak:
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Ako B, onda A.

B

Dakle, A.

Slozimo li se da su svi zakljucci takva oblika valjani, onda nam to
govori nesto o sadrZaju kondicionala. Kondicional mora dati potrebnu
informaciju koja nam omogucava izvesti konsekvens iz antecedenta.
Znaci, ne moZemo prihvatiti kondicional i njegov antecedent ne
prihvacaju¢i njegov konsekvens. Prema tome, minimalni potrebni
sadrZaj kondicionala iskljucuje mogucénost da je antecedent istinit, a
konsekvens neistinit. Stovi$e, kao $to nam nasiroko rasprostranjeno
prihvacanje pravila Modus Ponens ukazuje, sadrZaj je inherentan u
vecini nasih svakodnevnih uporaba izraza ,ako ... onda... To je sadrZzaj
koji se Fregeovim kondicionalom mora obuhvatiti.

Kako ¢emo shvatiti sadrZaj? Budu¢i da se kondicionalom
iskljucuju odredene mogucnosti, korisno je poceti popisivanjem svih
mogucnosti. Dva nas stavka interesiraju: B, antecedent i 4, konsekvens.
Kao ishod imamo cetiri moguc¢nosti, koje Frege navodi na sljedeci
nacdin:

LAiB

[I.LAine-B

[l.ne-AiB

[V.ne-Aine-B

Frege kaZe da kondicional (ako B, onda A) odbacuje trecu
mogucnost. Upadljiva je karakteristika takva kondicionala to Sto se
njegova istina potpuno odreduje gledajuci na to jesu li antecedent i
konsekvens istinitiili neistiniti. Takav se kondicional naziva ,istinosno-
funkcionalni“ kondicional. Frege to ilustrira sljede¢im primjerom:

Ako Sunce sija, onda je 3x7=21.

Budu¢i da je konsekvens istinit, moZemo iskljuciti trecu
mogucénost, mogucnost da je antecedent istinit, a konsekvens neistinit.
Ali, ne postoji uzro¢na povezanost, zaista, uop¢e nema prepoznatljive
povezanosti izmedu sijanja Sunca i istinitosti toga da je 3x7 = 21.

Alj,jeliFregezatusvrhuizabraoispravanistinosno-funkcionalni
kondicional? Premda je jasno da kondicional isklju¢uje mogu¢nost da
je antecedent istinit, a konsekvens neistinit, moZemo pretpostaviti da
bi kondicional takoder trebao iskljuciti i druge moguénosti. Zasto bi svi
kondicionali s neistinitim antecedentom bili istiniti? Pretpostavimo
da Ralph nije papiga. Ne ¢ini li se da u takvoj situaciji zaista mislimo
kako je istinito da ako je Ralph papiga, onda je Ralph mekuSac.

Kao prvo, vazno je primijetiti da nas prihvaéanje istinitog
kondicionala, u takvoj situaciji, ne vodi teSko¢ama u nasim zaklju¢cima
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jer, bududi da Ralph nije papiga, iz kondicionala ne moZemo zakljuciti
bilo Sto drugo o Ralphu. Ali to je nedovoljno da objasni zasto bismo
prihvatili istinitost kondicionala. Da bismo shvatili zasto kondicionale
s neistinitim antecedentima prihva¢amo kao istinite, moramo pobliZe
promotriti koji su zadaci Fregeove logike.

To je najjednostavnije razumjeti prisjetimo li se da je Frege
nastojao pronac¢i metodu za istodobno promatranje propozicionalnog i
nepropozicionalnog pojmovnog sadrzaja. Razmotrimo istinitu tvrdnju
da je svaki kubni korijen od 8 kvadratni korijen od 4. To nam, prema
Fregeovoj analizi, govori da bilo $to da odaberemo, recimo n, ako je n
kubni korijen od 8, onda je n kvadratni korijen od 4.

Pretpostavimo li takvu analizu - i pretpostavimo li da je istinito
da je svaki kubni korijen od 8 kvadratni korijen od 4 - onda je, bez
obziranato Sto je n, istinito da ako je n kubni korijen od 8, n je kvadratni
korijen od 4. Znaci, svaki je sljedeci stavak istinit:

(a) Ako je 1 kubni korijen od 8, onda je 1 kvadratni korijen od 4.

(b) Ako je 2 kubni korijen od 8, onda je 2 kvadratni korijen od 4.

(c) Ako je -2 kubni korijen od 8, onda je -2 kvadratni korijen od 4.

Sada moZemo pokazati zaSto je svaki istinosno-funkcionalni
kondicional s neistinitim antecedentom istinit. Istina se istinosno-
funkcionalnog kondicionala potpuno odreduje u odnosu na to jesu li
antecedent i konsekvens istiniti ili neistiniti. Razmotrimo (a). Radi se
o kondicionalu ¢iji su antecedent i konsekvens istiniti. Buduc¢i da je (a)
istinito, svaki je kondicional Ciji su antecedent i konsekvens neistiniti
istinit. Sada razmotrimo (c). Radi se o kondicionalu ¢iji je antecedent
neistinit, a konsekvens istinit. Buduc¢i da je istinit, istinit je svaki
kondicional kojem je antecedent neistinit, a konsekvens istinit.

Zbog toga Sto Fregeova analiza zahtijeva da i (a) i (c) budu
istiniti - te budu¢i da njegova logika zahtijeva da se istina kondicionala
potpuno odredi istinitoscu ili neistinitoS¢u antecedenta i konsekvensa
- svaki je kondicional s neistinitim antecedentom istinit. Stovise,
buducdi da (b) ima istinit antecedent i istinit konsekvens, istinit je svaki
kondicional ¢iji su antecedent i konsekvens istiniti. Znac¢i, moramo
shvatiti da kondicional iskljuCuje samo jednu od Cetiri mogu¢nosti:
slucaj u kojem je antecedent istinit, a konsekvens neistinit.

U  Begriffsschriftu  kondicionali prethodno prikazuju
antecedent-izraz i konsekvens-izraz crtom sadrZaja, te crtu sadrZaja
povezuju s vertikalnom crtom koju Frege naziva ,crta uvjetovanosti‘.
Kako je Fregeove stvarne simbole tesko ispisati i citati, ja ¢u nadalje
Koristiti suvremene simbole. Jedan je od suvremenih simbola za
kondicional strelica. Primjerice, moZemo pisati:
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1 je kubni korijen od 8 — 1 je kvadratni korijen od 4.

Uvodedi crtu uvjetovanosti, Frege neformalno uvodi Modus
Ponens kao pravilo zakljuc¢ivanja napominju¢i da takvo objaSnjenje
pokazuje da iz dva suda B i B—A slijedi novi sud A.

Fregeov je drugi simbol za propozicionalnu sloZenost crta
negacije. Crta se negacije koristi za izraZavanje negiranja stava. Ja ¢u
upotrebljavati simbol ,,~“ umjesto Fregeove crte negacije. Zamislimo
daje ,-2 je kubni korijen od 8“ izraz Begriffsschrifta, tad bi tvrdnju da
-2 nije kubni korijen od 8 prikazali na sljede¢i nacin:

~ (-2 je kubni korijen od 8).

Kondicional i negacija su jedini propozicionalni veznici za
koje Frege ima simbole. Ve¢ina danasnjih sustava propozicionalne
logike takoder koristi simbole i za druge propozicionalne veznike.
Primjerice, u vecini propozicionalnih sustava postoji poseban simbol
za izraZavanje konjukcije dviju propozicija (4 i B). Medutim, Fregeova
su dva simbola dovoljna da izraze svu propozicionalnu sloZenost.
Primjerice, konjukcija se od A i B moZe izraziti samo primjenom
strelice i znaka ,~“ i to na sljedeci nacin:

~ (A - ~B).

Da bismo to razumjeli, prisjetimo se da kondicional iskljucuje
samo jednu mogucénost - i to da je antecedent istinit, a konsekvens
neistinit.

Dakle,

A—-~B

iskljucuje mogucnost da je A istinit, a ~ B neistinit ili, drugim
rije¢ima, da su Ai B istiniti. Stoga je negacija takva kondicionala istinita
samo u slucaju da suiAi B istiniti. lako se Frege ograni¢ava na simbole
za kondicional i negaciju, ponekad ¢u od toga odstupiti, iz prakti¢nih
razloga, i koristiti suvremeni simbol za konjukciju ,&"

Znak za identitet/trocrtovlje

Sljededi je simbol koji Frege uvodi njegov znak za identitet -
tri crte. lako ¢u Koristiti znak ,=“ umjesto Fregeove tri crte, vazno je
shvatiti kako je Fregeov pojam identitetanepoznat. Po¢nimo s poznatim
pojmom. U aritmetici znak identiteta stavljamo izmedu imena brojeva.
Imena brojeva mogu biti jednostavno brojke (primjerice, ,1% ,2° itd.)
ili stavci (primjerice, ,2x (3+5)“). Razmotrimo sljedecu tvrdnju:

2x(3+5)=4x4.

Sto nam takva tvrdnja pokazuje? Fregeov je odgovor u
Begriffsschriftu kako nam takva tvrdnja pokazuje da dva znaka ,2 x
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(3+5)“1 ,4 x 4" imaju isti sadrZaj. lako moZemo pretpostaviti da je
odmah jasno kad dva znaka imaju isti sadrZaj, nakon kraceg ¢emo
razmiSljanja vidjeti da pri dovoljno sloZenim izraCunima nije jasno
jesu li dva znaka znakovi istog broja. Svakom se takvu znaku pripisuje
druk¢iji nacin odredivanja odabira broja. Ali, mozda je poucno otkriti
da nas dva nacina odredivanja nekog broja vode istom rezultatu. Frege
opisuje sadrzaj od ,A = B“ na sljedec¢i nacin:

Znak A i znak B imaju isti pojmovni sadrZaj, tako da svagdje za B
moZemo staviti A i obratno. (Begriffsschrift, S 8).

Mozda je na prvi pogled nejasno postojanje razlika izmedu
Fregeove i naSe primjene znaka identiteta. No sada razmotrimo
Fregeovu tvrdnju da njegov znak identiteta izraZava identitet
sadrZaja izmedu znakova. Premda Frege razlikuje reCenic¢ne izraze od
nerecenicnih izraza (u stvari, crta se sadrzaja moZe staviti kao prefiks
samo za recenicne izraze), svi izrazi Begriffsschrifta imaju pojmovni
sadrzaj. Stoga se Fregeov znak identiteta moZe pojaviti ne samo medu
imenima brojeva i sli¢nih izraza nego i medu receni¢nim izrazima.
Zamislimo da su ,Hidrogen je laksi od ugljicnog dioksida.“ i ,Uglji¢ni
dioksid je tezi od hidrogena.” reCenice Begriffsschrifta, reCenica bi se u
Begriffsschriftu prikazala na sljedec¢i nacin:

(Hidrogen je laksi od ugljicnog dioksida) = (Uglji¢ni dioksid je
teZi od hidrogena)

Premda je Frege svoj stav o znaku identiteta mijenjalo tijekom
karijere, nikad nije odbio koristiti znak identiteta. U njegovim se
radovima znak identiteta pojavljuje ne samo izmedu dva imena, nego
takoder i izmedu dva recenicna izraza. Da bismo shvatili zasto je to
tako, konacno se trebamo vratiti kljunom mjestu Fregeova odstupanja
od Aristotelove logike: njegovu odbacivanju subjektno-predikatne
analize kao osnove za izrazavanje pojmovnog sadrZaja stavaka.

Analiza funkcija-argument

Fregeova se Begriffsschrift analiza temelji na misljenju da su
najjednostavnije tvrdnje funkcija-argument oblika, a ne subjektno-
predikatnog oblika. Pojmovi se funkcija i argument isprva javljaju u
matematici. Stoga, radi samog razumijevanja, moramo te matematicke
pojmove istraziti. Podimo od toga Sto je funkcija? Jedan je od odgovora
taj da je funkcija neka vrsta operacije ili procesa transformacije. Za
neki odredeni predmet (koji nazivamo ,argument) funkcija dobiva
vrijednost - neki drugi, ili moZda isti, predmet. Neposredni sljedbenik
odredenog broja moZemo smatrati vrijednoS$c¢u neke funkcije - funkcija
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neposrednog sljedbenika - tog broja. Uzmemo li broj 1 kao argument,
funkcija neposrednog sljedbenika kao vrijednost dobiva broj 2;
uzmemo li broj 2 kao argument, funkcija neposrednog sljedbenika
kao vrijednost dobiva broj 3, itd. Budu¢i da svaki prirodni broj ima
jedinstven neposredni sljedbenik, funkcija moZe prihvatiti bilo koji
prirodni broj kao argument.

Funkcija se neposrednog sljedbenika naziva “jednomjesnom*
funkcijom jer prihvaca samo jedan predmet kao argument. Dok druge
poznate funkcije prihvacaju viSe argumenata. Funkcija zbrajanja
prihvaca dva broja kao argumente, a kao vrijednosti dobiva njihov
zbroj. Primjerice, uzmemo li da su brojevi 1 i 2 argumenti, funkcija
zbrajanja kao vrijednost dobiva broj 3. Funkciju moZemo smatrati
ne¢im Sto ima prazna mjesta (mjesta za argument) koja moZemo
ispuniti ve¢im brojem argumenata. No, samo onda kad se prazna
mjesta funkcije ispune argumentima, dobivamo vrijednost.

U matematickom smislu, mi iznosimo opce tvrdnje o
funkcijama upotrebljavajuci sloZzene simbole koji pokazuju gdje su
mjesta argumenta. Mi koristimo stavke ,x+y“ za funkciju zbrajanja i
,Xx+1“za funkciju neposrednog sljedbenika. Slova se tih izraza nazivaju
yvarijable“ i pokazuju mjesta argumenata. Ako u izrazu ,x+y" ,x“ i
,y“ zamijenimo imenima brojeva, rezultat je izraza ime vrijednosti
koju funkcija zbrajanja dobiva za imenovane brojeve. Izraz ,2+3“ je
ime broja: vrijednost se funkcije zbrajanja dobiva kad se funkcija
primjenjuje za argumente 2 i 3.

Kako matematicki pojmovi funkcije i argumenta cine temelj
logickog jezika? Vratimo se jednoj od ranije razmatranih recenica:

Hidrogen je laksi od ugljicnog dioksida.

Sa stanoviSta Aristotelove logike, te s glediSta gramatike
prirodnog jezika, reCenicu bismo trebali shvatiti kao recenicu
subjektno-predikatnog oblika. Njezin je subjekt ,hidrogen®, a predikat
»je 1aksi od ugljicnog dioksida“. Medutim, vrijedno je naglasiti kako se
pojavljuje nesto sumnjivo u vezi s Aristotelovom analizom. Smatramo
da je subjekt reCenice ono o ¢emu ta reCenica govori. Ipak, ako je
subjektrecenice ,hidrogen®, recenica niSta manje ne govori o ugljicnom
dioksidu nego o hidrogenu. Stovise, prema Fregeovoj analizi, subjekt i
predikat ne postoje.

Umjesto da istraZuje gramaticku strukturu svake recenice,
Frege od Ccitatelja traZi da razmotri zamjenu rijeci ,hidrogen“ u prvoj
recenici razli¢itim drugim rije¢ima, primjerice, ,kisik“ i ,nitrogen”.
Znaci, Frege od nas traZzi da razmislimo o hidrogenu, kisiku i nitrogenu
kao o argumentima funkcije: ____ je laksi od ugljicnog dioksida.
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Odnosno, vrijednosti su funkcije tih argumenata pojmovni sadrZaji
tvrdnji:

Hidrogen je laksi od ugljicnog dioksida.

Kisik je laksi od uglji¢nog dioksida.

i

Nitrogen je laksi od uglji¢nog dioksida.

Kao Sto smo vidjeli, Frege navodi da recenica

Uglji¢ni dioksid je teZi od hidrogena

izraZava istu tvrdnju kao i prva recenica. Mozda smo skloni
analizirati tu tvrdnju kao vrijednost funkcije: ____je teZi od hidrogena
za uglji¢ni dioksid kao argument.

Za sad se ¢ini kako ne postoji bitna razlika izmedu Fregeove i
Aristotelove analize. Najzad, svaka od navedenih reCenica ima sasma
dobar Aristotelov predikat, ili ,, je teZi od hidrogena“ ili ,, je
laksi od uglji¢cnog dioksida“. Svaka ima i sasma dobar subjekt ,kisik",
yhidrogen®, ,nitrogen“ ili ,ugljicni dioksid“. Ali, prema funkcija-
argument analizi o tvrdnjama, postoji joS jedna strategija razmatranja
takve tvrdnje - strategija kojom izbjegavamo Aristotelovom analizom
nametnuti izbor. Uzmimo da su uglji¢ni dioksid i hidrogen argumenti
dvomjesne funkcije: ... je laksi od __. Prema takvoj analizi ne postoji
subjekt - tvrdnjaje o ugljicnom dioksidu isto toliko koliko i 0 hidrogenu.
Ne postoji predikat - umjesto predikata imamo funkciju koja nam
daje potpunu tvrdnju kad se nadopuni argumentima koji stupaju na
njezina dva mjesta praznog prostora. Funkcija se moZe shvatiti i kao
dvomjesna relacija: relacija koja vrijedi izmedu dva predmeta, kad je
prvi laksi od drugog.

Izgleda da takva analiza objasnjava viSe o sloZenosti tvrdnje o
kojoj govorimo nego o Aristotelovoj regimentaciji. Zapravo, uvodenje
dvomjesnih funkcija kao elemenata pojmovnih sadrzaja omogucava
Fregeu izraziti svojevrsnu sloZenost potrebnu da pokaze kako se
opce istine o nizovima mogu izvesti samo primjenom logike. Jer,
kako sad vidimo, opce su istine o nizovima ovisne o karakteristikama
dvomjesnih relacija.

Ranije smo vidjeli da Fregeovo uvjerenje o tomu da su
aritmeticke istine analiticke djelomi¢no proizlazi iz uvjerenja o tomu
daje matematicka indukcija primjena op¢ih istina o nizovima. Brojni se
niz sastoji od 1, neposrednog sljedbenika od 1 (znaci, 2), neposrednog
sljedbenika od 2 (znaci, 3),itd. Jednaje od karakteristika takvanizata da
je odreden dvomjesnom relacijom, relacijom koja vrijedi izmedu dvaju
brojeva, kad je drugi broj (moZda ne neposredno) sljedbenik prvog.
Ili, da upotrijebimo poznatiji izraz, niz je odreden relacijom manje-od.
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Brojjejedan najmanji u nizu: 1 je manje od 2, 1 je manje od 3, 2 je manje
od 3, itd. Jedan je od nacina opisivanja strukture niza opisati relaciju
manje-od koja odreduje sam niz. Primjerice, postoji najmanji ¢lan niza
(¢lan manji od svakog drugog ¢lana), a za svaki ¢lan niza postoji i veci
¢lan niza. Tako, proSirenje niza za ishod ima uvecanje broja. Znaci, za
svaka tri ¢lana niza, recimo x, y, i z, ako je x manje od y, a y manje od
z, onda je x manje od z. Te se karakteristike brojevnog niza, odredene
relacijom manje-od, mogu izraziti primjenom Begriffsschrifta, ali ne i
primjenom Aristotelove regimentacije/ustrojavanja.

Problem sa subjektno - predikatnom analizom

Premda bi nas daleko odvelo to¢no istraziti nedostatnosti
Aristotelove regimentacije/ustrojavanja, jednostavno je opcenito
sagledati problem. Razmotrimo jednu karakteristiku relacije manje-
od, ¢injenicu da proSirenje niza rezultira uve¢anjem broja - znaci, za
bilo koji ¢lan niza x, y, i z, ako je x manje od y, a y manje od z, onda
je x manje od z. U sljedec¢ih ¢u nekoliko paragrafa ovu prilicno dugu
tvrdnju skratiti rekavsi da je odnos manje-od tranzitivan. Uzevsi da je
relacija manje-od tranzitivna - i uzevsi da je 1 manje od 2, a 2 manje od
3 - mozZemo zakljuciti da je 1 manje od 3. Znaci, nasa bi logicka notacija
trebala biti dovoljno ucinkovita da pokaZe kako su karakteristike
sljedec¢eg argumenta valjane:

1 je manje od 2

2 je manje od 3.

Relacija manje-od je tranzitivna.

Dakle, 1 je manje od 3.

Jasno je da ¢e se pojaviti stanovite poteskoce pri prikazu oblika
tre¢e premise, tvrdnje o tranzitivnosti. Medutim, ¢ak i da pozornost
usmjerimo na prve dvije premise i konkluziju, Aristotelova analiza ne
moZe obuhvatiti sav sadrzaj bitan za zakljucak. Jasno je da bi prve dvije
premise i konkluzija trebale imati subjektno-predikatni oblik. Zaista,
na prvi pogled moZe izgledati jasno kako zapoceti s naSim prijevodom.
Cini se kako konkluzija i dvije premise imaju zajednicki predikat (je
manji od 3). U svakoj od spomenutih tvrdnji nesto (u jednom slucaju
2, udrugom 1) navodno ima to svojstvo. Budu¢i da nastojimo pokazati
oblik svake tvrdnje, zajednicki ¢emo im predikat zamijeniti slovom.
Upotrijebimo slovo , P“ za prikaz predikata. Kako ¢emo sada prikazati
prvu premisu? S obzirom na na$a ranija rjeSenja, €ini se da je njezin
subjekt 1, a predikat je manje od 2. Budu¢i da nemamo simbol za takav
predikat, uvest ¢emo novi: R. Za sada nam je prikaz ovakav:
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ljeR

2jeP

Relacija manje-od je tranzitivna.

Dakle, 1 je P

Trebali bismo shvatiti kako je neSto krenulo po zlu. Jer, svrha
je logicke regimentacije/ustrojavanja prikazati one karakteristike
argumenta koje ¢e nas navesti da povjerujemo kako je argument
valjan. Dogodilo se u navedenom nastojanju logi¢ke regimentacije/
ustrojavanja naSeg argumenta da se dio sadrzaja bitnog za njegovo
vrednovanje izgubio. Primjerice, u prvoj premisi prikaz oblika
prikriva ¢injenicu da nam tvrdnja objasnjava neSto o 2. No, zakljucak
je i dalje djelomic¢no valjan zbog ¢injenice da nam obje prve premise
objasnjavaju nesto o 2.

Naravno, to je moguce ispraviti. Smatramo li da prva premisa
tvrdi nesto o broju 2, broj 2 moZemo smatrati subjektom, a je veci od
1 predikatom. Prema tome, trebamo uvesti novo predikatno slovo,
recimo ,,S“ Sad je nas prikaz ovakav:

2jeS

2jeP

Relacija manji-od je tranzitivna.

Dakle, 1 je P

Alini takvo regimentiranje/ustrojavanje ne zadovoljava. Naime,
sad smo izostavili neSto drugo bitno za naSe vrednovanje zakljucka:
prva nam premisa objas$njava nesto o 1. Problem je u tomu Sto je nasa
prvapremisaio 1io2.Ni1l niZ2nemogu biti predikati, ali Aristotelovo
regimentiranje/ustrojavanje od nas traZi izabrati samo jedan subjekt
- 112 ne mogu oba biti subjekti prve premise.

Sad smo u mogucnosti shvatiti prednosti Fregeova odbacivanja
subjektno-predikatnog regimentiranja/ustrojavanja na  uStrb
regimentiranja/ustrojavanja funkcija-argument. Uvodenje dvomjesne
funkcije kao sastavnog dijela pojmovnog sadrzaja omogucava nam
prikazati prvu premisu koja kao svoje sastavne dijelove imai 11 2.
Sastavnisudijelovi prve premise, primjenom Fregeovaregimentiranja/
ustrojavanja, 1, 2 i dvomjesna funkcija: ____ je manje od ... Takva nam
vrsta regimentiranja/ustrojavanja dopusta shvatiti kako je prva
premisa o 11i 2; da je druga premisa o 2 i 3 te da je konkluzijao 11 3.
Takoder nam dopusta shvatiti da postoji sastavni dio koji je zajednicki
svim trima tvrdnjama: relacija manje-od. Koriste¢i veliko slovo ,L“ u
cilju prikaza funkcije, sada smo u moguc¢nosti argument prikazati na
sljedeci nacin:
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L(1,2)

L(2,3).

Relacija manje-od (L) je tranzitivna.

Dakle, L (1,3).

No, Sto je s posljednjom premisom?

Posljednja je premisa kratica za sloZenu tvrdnju te je za
pojaSnjenje strukture takve sloZene tvrdnje korisno primijeniti
matematicki simbol ,<“ kao kraticu za ,je manje od"“. Prema tome, reci
da je relacija manje-od tranzitivna, isto je Sto i reci: za sve Clanove niza
prirodnih bojeva, recimo x, y, i z, ako je x <y, ay < z, onda je x < z. MoZe
li Fregeova notacija izraziti pozitivni sadrZaj tvrdnje? To jest, moZe
li Fregeova notacija izraziti sav sadrzaj tvrdnje bitan za zakljucak?
Razmotrimo S$to moZemo zakljuciti iz takve premise. Za razliku od
drugih tvrdnji, od kojih je svaka o odredenom paru brojeva, posljednja
je premisa opc¢a tvrdnja. Ona nam pokazuje da je bez obzira na to Sto
sux,yiz akojex<y,ay <z ondaje x <z Stoga su, medu tvrdnjama
koje moZemo izvesti iz op¢ih tvrdnji, ove:

Akojel<2,a2<3,ondajel<3.

Akoje2<1,al<3,ondaje2<3.

Akoje4<3,a3<1,ondaje4<1.

Popis bi tvrdnji trebao izgledati poznato jer to nije jedina op¢a
tvrdnja koju smo razmatrali u ovom poglavlju. Druga je takva tvrdnja
da je svaki kubni korijen iz 8 kvadratni korijen iz 4, a njezine su
konzekvencije:

Ako je 1 kubni korijen od 8, onda je 1 kvadratni korijen od 4.

Ako je 2 kubni korijen od 8, onda je 2 kvadratni korijen od 4.

Ako je -2 kubni korijen od 8, onda je -2 kvadratni korijen od 4.

ZnaCenje je tvrdnje to da bez obzira na to $to smatramo
njezinim argumentom, funkcija ako je x kubni korijen od 8, onda je x
kvadratni korijen od 4, iznosi istinu ili je - da primijenim Fregeov izraz
iz Begriffsschrifta, ¢injenica.

Notacija koja rabi kvantifikator

Da bi izrazio opcenitost u Begriffsschriftu, Frege uvodi notaciju
koja rabi kvantifikator. Da bismo razumjeli kako notacija funkcionira,
pocnimo s izraZavanjem opce tvrdnje na formalnom hrvatskom:

Odaberite Sto Zelite, nazovite to ,x“ ako je x kubni korijen od 8,
onda je x kvadratni korijen od 4.

Ili:
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Za svako x, ako je x kubni korijen od 8, onda je x kvadratni
korijen od 4.

Izraz kojim pocinje recenica (,za svako x“) je kvantifikatorski
izraz. Mjesta na kojima se u preostalom dijelu recenice pojavljuje ,x"
mjesta su koja moZe zauzeti bilo koje ime broja. No, ,x“ je varijabla, a
ne ime broja. Za razliku od , 1% ,x“ se ne koristi za govor o odredenom
predmetu, nego se koristi u kombinaciji s nekim kvantifikatorom kako
bi izrazio opcenitost. NaSe razumijevanje pojavljivanja varijable ,x“ u
recenici je vezano s kvantifikatorskim izrazom s kojim pocinje recenica.
U tom slucaju kazemo da su sve pojave varijable ,x“ u reCenici vezane
kvantifikatorski izrazom, ili da kvantifikatorski izraz obuhvaca cijelu
recenicu. Frege notaciju uvodi u svoj logicki jezik kako bi zamijenio
formalni prirodni jezik kvantifikatorskim izrazom ,za svako x“ Jo$
jednom, iz prakti¢nih ¢u razloga koristiti suvremenu notaciju, ,(x)
umjesto Fregeove notacije. Na trenutak zamislimo da su izrazi ,kubni
korijen od 8“1 ,kvadratni korijen od 4“ izrazi Begriffsschrifta, tada bi
prijevod nasSe opce tvrdnje glasio:

(x) (x je kubni korijen od 8 — x je kvadratni korijen od 4).

Fregeova tehnika za izraZavanje opcenitosti ima dvije bitne
karakteristike. Jedna je od karakteristika primjena varijabli. Uzimajuci
u obzir ono Sto izrazavamo kad kaZemo da je relacija manje od
tranzitivna, lako je uvidjeti koliko su varijable korisne. Tvrdnja bi se,
bez primjene varijabli, mogla izraziti na sljedeci nacin:

Za svake tri stvari, ako je prva manja od druge, a druga manja
od trece, onda je prva manja od trece.

Medutim, tvrdnja nam je mnogo jasnija ako se izrazi primjenom
varijabli:

Zasvakox,y,iz,akojex<y,ay<zondajex<z

Druga je bitna karakteristika Fregeove tehnike izraZavanja
opcenitosti njegova uporaba kvantifikatora koji ukazuju na podrucja
opcenitosti. lako svaki od kvantifikatora koje smo vidjeli do sada
ima cijelu recenicu u svojemu podrucju, to nije jedini nacin primjene
kvantifikatora. Da bi mogao izraziti pojmovni sadrZaj matematic¢kih
zakljucaka, Frege takoder mora primijeniti kvantifikatore koji imaju
samo dio reCenice u svojemu podrucju. NajlakSe je zapaziti vaZznost
oznacavanja podrucja kvantifikatora uzevsi matematicki primjer.
Razmotrimo dvije sljedece recenice:

Sve je ili zeleno ili nije zeleno.

i

Sve je zeleno ili sve nije zeleno.

Nedvojbeno je da je prva recenica istinita, dok je jasno da je
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druga neistinita. Na razliku se jasno ukazuje primjenom hrvatske
kvantificirajuce rijeci ,sve“ Dok je u prvoj recenici podrucje te rijeci
cijela reCenica, u drugoj su recenici dvije kvantificirajuce rijeci od
kojih svaka ima samo dio recenice kao svoje podrucje. Fregeova nam
kvantifikatorska notacija omogucava prikazati razliku na sljedeci
nacin:

(x) (x je zeleno ili x nije zeleno)

i

(x) (x je zeleno) ili (x) (x nije zeleno).

Takoder postoji i druga vrsta kvantificirane tvrdnje koju
moramo izraziti u logi¢koj notaciji. Nju nazivamo ,egzistencijalna“
tvrdnja. Uzmimo sljedeci primjer: postoji broj koji je < 2. Danas je
uobicajeno uvesti posebnu kvantifikatorsku notaciju za takvu tvrdnju.
Pisat Cete: (3x) (x je broj koji je < 2). Medutim, nije nuzno uvoditi neku
posebnu notaciju za egzistencijalni kvantifikator. Jer, rec¢i da postoji
nesto Sto ima odredeno svojstvo, znaci jednostavno odbaciti da svemu
nedostaje takvo svojstvo. Tako bi se na$ primjer mogao izraziti samo
primjenom Fregeova univerzalnog kvantifikatora, i to na sljede¢i nacin:

~(x) ~ (xje broj koji je < 2).

Ovim se upotpunjava na$ prikaz Fregeove logicke notacije
i njezina prikaza pojmovnog sadrzaja. Fregeu nije potrebna samo
logicka notacija nego i tehnika za vrednovanje zaklju¢aka. Uz notaciju,
njegova logika obuhvaca i popis osnovnih logickih zakona i pravila
koja omogucavaju izvodenje jedne tvrdnje iz druge tvrdnje, znaci,
pravilo zakljucivanja. U prvom dijelu Begriffsschrifta Frege iznosi
popis osnovnih logickih zakona i pravilo zakljucivanja iz kojeg se, kako
vjeruje, mogu izvesti sve istine logike. Uvodenje njegove logike prati
Sirok prikaz onoga Sto logika moZe uciniti. Svi zakljucci koji se mogu
pokazati kao valjani, primjenom Aristotelove ili propozicionalne
logike, takoder se mogu pokazati valjanima i primjenom Fregeove nove
logike. Znaci kad se premise i konkluzija izraze u Begriffsschriftu, tada
je moguce konkluziju izvesti iz premisa samo uz primjenu Fregeovih
zakona i pravila zakljucivanja. U drugom dijelu Begriffsschrifta Frege
pokazuje kako u svojoj logici izvesti tako brojne zakljucke.

Ali rezultati se Fregeove logike ne ogranicavaju na rezultate
Aristotelove i propozicionalne logike. Tre¢i je dio Begriffsschrifta
posvecen izvodenjima argumenata koji pripadaju opcoj teoriji niza.
Kako vidjesmo pri kraju drugog poglavlja, postoje argumenti o
nizovima koji, ¢ini se, predstavljaju problem za Aristotelovu logiku.
Cini se da ovise samo o analizi pojmova - zapravo ¢ini se da za svoje
opravdanje ne zahtijevaju pozivanja na dokaz osjetila ili na istine o
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prostornim odnosima. Stoga bi mogli biti logicki valjani. No i dalje
se ne mogu identificirati kao valjani primjenom Aristotelove logike.
Jedan takav primjer jest sljedeci :

Ana je izravni potomak Charlesa.

Ana ima smede o¢i.

Sva djeca osoba smedih ociju imaju smede oci.

Dakle, Charles ima smede oci.

Treta nam premisa pokazuje da je svojstvo smedih ociju
nasljedno u tom nizu potomaka. Fregeu njegova notacija dozvoljava
izraziti pojmovni sadrzaj op¢om tvrdnjom da je svojstvo, recimo P,
nasljedno u nizu potomaka, recimo za relaciju f. Re¢i da je P nasljedno
u f-nizu je isto Sto i redi da:

() [P (x) = () (f (xy) = P ()]

[1i, na formalnom hrvatskom:

Za svaki predmet koji ima svojstvo P, svi neposredni nasljednici
tog predmeta imaju P

Ako smatramo da ,f (x, y)“ izrazava tvrdnju da je x roditelj od
y, a da ,P (x)“ izrazava tvrdnju da x ima smede oci, onda prikazani
izraz izraZava nasu trecu premisu. Medu propozicijama koje Frege
dokazuje u tre¢em dijelu Begriffsschrifta je i propozicija 81, koja nam
omogucava izvesti konkluziju gore navedenog argumenta iz njegovih
premisa.

Matematicka indukcija kao logicki princip

U navedenom se argumentu radi o bitnom rezultatu. Jer, kako
vidjesmo, argumenti s nizovima potomaka, Sto je slu¢aj i u navedenom
argumentu, imaju posebnu relaciju s odredenim argumentima koji
su izgleda, i prije Fregeova rada, bili svojstveni domeni aritmetike:
argumenti koji primjenjuju princip matematicke indukcije. Vjerojatno
moZemo pretpostaviti kako je matematicka indukcija zakon omogucéen
samom prirodom brojeva. Ali ga takoder moZemo protumaciti i kao
poseban slucaj opéeg zakona o nizovima. Naime, matematicka nam
indukcija pokazuje, pod pretpostavkom da moZemo pokazati kako
svojstvo vrijedi za 1 i da je nasljedno u nizu prirodnih brojeva, da
svojstvo vrijedi za sve prirodne brojeve. Znaci, ako svojstvo vrijedi
za broj 1 i ako je nasljednik u nizu neposrednog sljedbenika, onda
vrijedi i za sve Clanove tog niza. Stoga je jedan od Fregeovih ciljeva
bio pokazati da se samo primjenom logike moZe pokazati valjanost
odredenih zakljuc¢aka o nasljednim svojstvima u nizu potomaka. Frege
je to postigao u tre¢em dijelu Begriffsschrifta.
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Natajnacin, Frege pokazuje da se princip matematicke indukcije
moZe opravdati bez pozivanja na prirodu neke posebne domene. To se
moZe dokazati primjenom same logike. To je bitan iskorak u Fregeovu
projektu. Ali, i dalje se radi samo o pocetnom koraku. Fregeov je cilj
pokazati kako se sve aritmeticke istine mogu izvesti iz same logike.
Stoga, takoder mora pokazati da konkluzije koje izvodimo primjenom
matematicke indukcije zahtijevaju samo definicije i logicke zakone.

Da bismo vidjeli Sto je uz to potrebno, razmotrimo navedeni
argument da Charles ima smede oci. Taj je argument ovisan o
Cinjenicama o Charlesu, Ani i odredenom nizu potomaka, Anom i
njezinim potomcima. Zelimo li utvrditi da Charles ima smede odi,
trebat ¢emo utvrditi sve premise argumenta: da Ana ima smede oci,
da Charles slijedi Anu u nizu potomaka te da je svojstvo smedih ociju
nasljedno u nizu potomaka o kojem govorimo. Sli¢no tomu, dokaz u
kojem se primjenjuje princip matematicke indukcije ovisit ¢e ne samo
o tom principu nego i o tvrdnjama da 1 ima navedeno svojstvo i da je
to svojstvo nasljedno u nizu prirodnih brojeva. Frege takoder mora
pokazati kako se takve tvrdnje - da 1 ima odredeno svojstvo i da
je svojstvo nasljedno u nizu prirodnih brojeva - mogu izvesti samo
primjenom definicija i logickih zakona. Iz tog su mu razloga potrebne
definicije broja 1 i pojma broja.

Prijevod: Igor Zontar



