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Sazetak

U radu se izlazu vlastita nastavna iskustva autora u primjeni nekih
zadataka grafickoga tipa u nastavi vjerojatnosti i statistike na stru¢nim
studijima koji se izvode na Tehnickom veleucilistu u Zagrebu. Uz svaki
zadatak navode se uobic¢ajene poteskoce koje studenti imaju pri njegovu
rjeSavanju te se ukazuje na moguce razloge tih poteskoca. Zakljuéno se
predlaze kombiniranje ovakvih tipova zadataka sa standardnim zadacima
radi uspjesnijega postizanja planiranih ciljeva predmeta.

Kljuéni pojmovi: zadaci grafickoga tipa, vjerojatnost i statistika, funkcija gustoée
vjerojatnosti, funkcija razdiobe vjerojatnosti

1. Uvod

U nastavi vjerojatnosti i statistike na nasim veleucilistima i samos-
talnim visokim Skolama veéina zadataka koja se rjeSava na nastavi te
zadaje na provjerama znanja pripada u tzv. tekstualne problemske za-
datke, tj. zadatke u kojima su svi podaci potrebni za ispravno rjeSsavanje
zadani u tekstualnom obliku. Manji broj zadataka pripada u zadatke
grafickoga tipa, tj. u zadatke u kojima je veéina podataka potrebna za
ispravno rjesavanje zadana graficki. O nekim zadacima takvoga tipa bit
¢e rijeci u ovom clanku.

Ovaj je rad podrzan od strane Hrvatske zaklade za znanost (HRZZ) u okviru
projekta UIP-05-2017-9219.
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Radi jasnoce i kvalitetnijega razumijevanja izlozene problematike, za-
daci ¢e biti izlozeni u obliku rijeSenih primjera, pri ¢emu ¢e uz svaki
primjer biti navedeni komentari koji se odnose ponajprije na uocene
poteskoce s kojima se susrec¢u studenti prilikom rjesavanja navedenoga
zadatka. Ti su komentari zasnovani na vlastitim nastavnim iskustvima
svih troje autora stecenima u nastavi predmeta Vjerojatnost i statis-
tika na strucnim studijima elektrotehnike i graditeljstva Tehnickoga ve-
leucilista u Zagrebu.

2. Primjer 1
Na inicijalnom testu iz matematickog predznanja potrebnog za pracenje

nastave iz statistike bilo je mogucée ostvariti od 0 do 5 bodova. Na
sljedecem grafu (slika [1)) prikazani su svi rezultati testa:

Broj studenata

0 1 2 3 4 5
Broj bodova

Slika 1. Rezultati inicijalnog testa iz matematike.

a) Prikazite tablicu apsolutnih frekvencija, relativnih frekvencija, re-
lativnih frekvencija izrazenih postocima, kumulativnih apsolutnih
frekvencija i kumulativnih relativnih frekvencija izrazenih posto-
cima.
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b) Koliki je postotak studenata koji su dobili manje od 3 boda?
¢) Odredite prvi i treéi kvartil. Interpretirajte rezultat.

2.1. RjeSenje

a) Podsjetimo se:
e apsolutna frekvencija f; modaliteta y; jednaka je ukupnom
broju pojavljivanja doti¢nog modaliteta u zadanom statistic-

kom nizu,
e relativna frekvencija r; modaliteta y; definira se formulonﬂ
r= 10 100%) |
n

¢ kumulativna apsolutna frekvencija ,manje od” f;~ modaliteta
y; definira se formulom:

7= f,
Y <yi

e kumulativna relativna frekvencija ,manje od” f~ modaliteta
y; definira se formulom:

<
r.<:%-100[%].

(2

Prema tome, trazena tablica frekvencija je:

v Sl 2 o [se] o ]
0 0 0 0 0

1 71033 33% | 7| 33%

2 41019 19% | 9 | 52%

3 4 1019 19% | 11 | 1%
4 11005 5% |16 | 76 %

5 5 1024 ] 24% | 21 | 100 %

’Ukupno\?l\l\lOO%\—\ - ‘

b) Koristedi rezultat dobiven u@podzadatku dobivamo da studenata
koji su dobili manje od 3 boda ima 71 %.

¢) Prvi i treéi kvartil @1 1 @3 mogu se procijeniti na vise nacina.
Ovaj se primjer obraduje u okviru nastave opisne statistike, pa ¢e

IBuduéi da autori u radu sa studentima relativne frekvencije uvijek iskazuju u
postocima, pripadne formule su ovdje tome prilagodene.
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za procjenu biti koristene sljedeée formule [6]:

Trals ako n nije djeljiv s 4;
Ql = 1 4 ko i dielii 4
5($%+$%+1), ako je n djeljv s 4;
Tlsn] s ako n nije djeljiv s 4;
_ 4
Qs = 1 (xi n x%ﬂ) . ako je n djeljiv s 4.
Pritom pretpostavljamo da je x1, xo,...,x, neopadajuéi niz dobi-

ven uzlaznim sortiranjem zadanog statistickog niza s ¢lanovima u
skupu modaliteta {yo,...,¥s}
Kako je u zadatku n = 21, tada dobivamo:

lex[ﬂ:%:l 1 ng.’EI‘%]:[ElG:‘l.
Iz vrijednosti prvog kvartila zaklju¢ujemo da 75 % studenata ima
jedan bod ili vise od jednog boda na testu. Iz vrijednosti treceg
kvartila zakljucujemo da 25 % studenata ima cetiri ili vise od ¢etiri
boda na testu.

2.2. Komentari

U @ podzadatku podatke s grafa studenti trebaju prikazati u ta-
blicnom obliku. Da bi to napravili, prvo moraju znati da je na osi
ordinata, na kojoj je prikazan broj studenata, prikazana apsolutna frek-
vencija danih podataka. Nakon toga, primjenom odgovarajucih formula
i definicija za relativnu frekvenciju, kumulativnu apsolutnu frekvenciju
te kumulativnu relativnu frekvenciju, studenti mogu odrediti preostale
trazene podatke. U pravilu, nakon S§to u tablicu unesu podatke o ap-
solutnoj frekvenciji ostvarenih bodova na testu, s odredivanjem ostalih
podataka nemaju previse problema i veéina studenata to¢no zna odrediti
sve preostale trazene vrijednosti.

Odgovor na@ podzadatak moze se iScCitati iz tablice frekvencija, i to
iz podataka o kumulativnoj relativnoj frekvenciji izrazenoj u postocima.
U ovom je sluc¢aju kljucno znati definicije kumulativne apsolutne frek-
vencije ,manje od” nekog modaliteta i kumulativne relativne frekvencije
,manje od” nekog modaliteta. Iako studenti prepoznaju da odgovor na
pitanje daje podatak o kumulativnoj relativnoj frekvenciji koji je izrazen
u postocima, znacajan broj studenata dat ¢e pogreSsan odgovor na ovo
pitanje te ¢e odgovoriti da je postotak studenata koji su dobili manje
od 3 boda jednak 52 %. Razlog tome je §to pogresno shva¢aju znacenje
sintagme ,,manje od” u definiciji kumulativne relativne frekvencije.

U [c)| podzadatku za odredivanje prvog i treceg kvartila prvo treba
znati da se radi o uzorku u kojem imamo neparan broj elemenata, od-
nosno da u uzorku imamo neparan broj ispitanih studenata (n = 21).
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Nakon primjene odgovarajucih formula za prvi i tre¢i kvartil, studenti se
trebaju prisjetiti da funkcija f: R — Z definirana pravilom f(n) = [ﬂ
svakom realnom broju % pridruzuje najmanji cijeli broj koji nije manji
od %. Na ovom koraku jedan dio studenata najcesce radi sljedec¢u gresku
i racuna:

SE(%} = Z[5.25] = 5 -

Naravno, to¢no je xrn7 = xg. Medutim, jedan dio studenata u ovom
4

koraku radi i sljede¢u gresku i racuna da je:

l‘[%] = .%‘(5‘25] =6.
Naime, vrijednost xg potrebno je iscCitati iz tablice frekvencija i to iz
podataka o kumulativnim apsolutnim frekvencijama i pripadaju¢im vri-
jednostima x;.
3. Primjer 2

Biramo nasumice tocku iz pravokutnika Q = [—1,3] x [0, 2]. Kolika
je vjerojatnost da smo izabrali tocku iz skupa S prikazanog na slici

] |

Slika 2. Kolika je vjerojatnost da smo izabrali tocku iz skupa S?
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3.1. RjeSenje

Ako su 21 A C Q ograniceni i izmjerljivi podskupovi skupa R™ za
neki n € N, onda vjerojatnost dogadaja A definiramo formulom:

P(a) =TS 1)

gdje je m Lebesgueova mjera na skupu R™ [B]. Lebesgueova mjera m
svakom elementu familije izmjerljivih podskupova skupa R™ pridruzuje
nenegativan realan broj koji predstavlja njegov m-dimenzionalni volu-
men. Za n = 1 mjera bilo kojega intervala jednaka je razlici gornje i
donje granice toga intervala. Za n = 2 mjera skupa jednaka je povrsini
toga skupa. Za n = 3 mjera skupa jednaka je volumenu toga skupa.
Podskupovi od R™ za koje Lebesgueova mjera nije definirana su neiz-
mjerljivi.

Funkciju definiranu formulom nazivamo geometrijska vjerojat-
nost.

Kako se u nasem zadatku radi o povrsini lika, trazena vjerojatnost
racuna se kao:

8 — +or)de 8-
P(S) = Jo ( ‘Z )de _ =08

colu

3.2. Komentari

U rjeSavanju ovog zadatka klju¢no je prepoznati povrsinu lika S koju
treba izracunati kao razliku povrsine kvadrata [—1,3] x [0, 2] i povrSine
ispod luka krivulje na segmentu [0, 2].

Jednostavniji dio ovog zadatka je onaj u kojem treba odrediti povrsinu
skupa 2 jer je ta povrsina jednaka povrsini pravoktnika [—1, 3] x [0, 2],
odnosno ta povrsina iznosi m(2) =4-2 = 8.

Kod odredivanja povrsine ispod luka krivulje na segmentu [0, 2] veéina
studenata prepoznat ¢e da se radi o povrsini ispod luka parabole koja
sijece os apscisa u tockama (0,0) i (2,0). Medutim, velik dio njih jed-
nadzbu te parabole odredit ¢e na sljedeéi nacin:

y=(r—21)(x—13) = (x — 0)(x —2) = 2% — 22.

To je, naravno, pogresno jer se jednadzba parabole trazi u obliku y =
a(x — x1)(x — x2). Ovdje je kljuéno prepoznati iz zadane slike da se
radi o paraboli koja je okrenuta ,prema dolje”, sto znaci da se radi o
paraboli &iji je koeficijent uz 22 negativan. Prema tome, toéna jednadzba
zadane parabole glasi: y = —22 + 2. Drugi problem s kojim se studenti
susre¢u u ovom zadatku jest kako odrediti povrSinu ispod parabole na
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segmentu [0,2]. Naravno, ta povrSina racuna se kao odredeni integral
¢ija je podintegralna funkcija upravo —z2 + 2z, a granice integrala su 0
i2:

2
/ (—332 + 230) dx .
0

Kako se ovdje radi o dva tabli¢na integrala, uglavnom studenti nemaju
problem s izracunom njegove vrijednosti.

Studenti koji su kao podintegralnu funkciju uvrstili 22 —2z dobit ée da
je P(S) = 1.17 jer ée vrijednost integrala iznositi —%. Oni studenti koji
razmis$ljaju o dobivenim rezultatima i razumiju njihovo znacenje, trebali
bi prvo uvidjeti da povrsina ispod luka parabole ne moze biti negativna
i da dobivena vjerojatnost ne moze biti vec¢a od 1. Oba zakljucka trebala
bi ih navesti na to da su u zadatku napravili gresku.

4. Primjer 3

Slika prikazuje plo¢u za pikado. Mali crveni kruzi¢ (engl. bulls eye)
ima promjer od 1.25 cm, a crveno-zeleni prstenovi su debljine 8 mm pri
¢emu se vanjski rub manjeg prstena nalazi na udaljenosti od 10 cm, a
vanjski rub veceg prstena na udaljenosti od 17 cm od sredista ploc¢e. Na
slucajan smo nacin bacili pikado i pogodili unutar vanjskog ruba veceg
prstena (dakle, u dio ploce koji donosi bodove). Izrac¢unajte vjerojatnost
da smo pogodili crveno obojani dio ploce.

Slika 3. Ploéa za pikado.
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4.1. RjeSenje

Student u ovom zadatku treba primijeniti definiciju geometrijske vje-
rojatnosti gdje skup svih moguéih ishoda 2 odgovara krugu omedenom
vanjskim rubom veéeg prstena, a skup svih povoljnih ishoda A C Q cr-
veno obojanom dijelu ploce. Trazena vjerojatnost P(A) je tada jednaka
kvocijentu Lebesgueove mjere skupa A i Lebesgueove mjere skupa €.

Izracunati Lebesgueovu mjeru skupa () je jednostavno: ako R ozn-
acava polumjer vanjskog ruba veéeg prstena, tada primjenom formule za
povrsinu kruga dobivamo

m(Q) = R*r = 17°1 ~ 907.92 cm?.

Izra¢unati Lebesgueovu mjeru skupa A nesto je teze, ali ne ukljucuje
nikakve dodatne formule. To je, medutim, glavni problem s kojim se
student susrece u ovom zadatku. Dio studenata ipak ¢ée lako uociti da je
svaki od prstenova podijeljen u 20 jednakih dijelova od kojih je jedna
polovica obojana crvenom a druga polovica zelenom bojom. Dakle,
povrsina skupa A jednaka je zbroju polovice povrSine veceg prstena,
polovice povrSine manjeg prstena i povrsine crvenog kruzi¢a. Neka d,
r i rg oznacavaju debljinu prstenova, polumjer manjeg prstena i polu-
mjer crvenog kruzi¢a (u centimetrima), redom. PovrSina kruznog pr-
stena jednaka je razlici povrSina krugova omedenih vanjskom, odnosno
unutarnjom kruznicom, pa prema tome slijedi:

vedi prsten manji prsten
Rr—(R—d)?*r r’rm—(r—d)>2n
m(ay = BT B dm o U2 s

bulls eye
=(Rd+rd—d*+r})m = (17-0.8 4+ 10- 0.8 — 0.8% + 1.25%)7
~ 70.757 cm?.

Napokon dobivamo

P(A) = Z:Eé; ~ 7.8 %.

4.2. Komentari

Vedina studenata gotovo sigurno ne bi provela sredivanje algebarskog
izraza kojim je zadana Lebesgueova mjera skupa A, veé bi odmah kre-
nuli s uvrstavanjem numeric¢kih podataka. Svakako treba inzistirati na
maksimalnom sredivanju tog izraza buduéi da se radi o primjeni alge-
barskih formula poznatih jos iz osnovne Skole. Nadalje, moguce je da dio
studenata izostavi crveni kruzi¢ (bulls eye) iz razmatranja mjere skupa
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svih povoljnih ishoda, stoga na to treba obratiti pozornost tijekom za-
jednickog rjesavanja zadatka.

5. Primjer 4

Neka je X diskretna slucajna varijabla sa slikom S = {1,2,3,4,5,6,7}.
Pripadna funkcija vjerojatnosti zadana je stupcastim grafikonom sa slike[d]
(pretpostavljamo da svi stupci imaju Sirinu jednaku 1). Izrac¢unajte
E(X)io(X).

0.25

0.2

0.15

0.1

0.05

1 2 3 4 ) 6 7

Slika 4. Punkcija vjerojatnosti diskretne slucajne varijeble X sa slikom
S =1{1,2,3,4,5,6,7}.

5.1. RjeSenje

U ovom primjeru vazno je da student poznaje koncept diskretne
slucajne varijable kako bi ispravno protumacio prikazanu sliku. Student
treba pomocu zadanog grafikona elementima slike S pridruziti odgova-
rajuée vjerojatnosti. Te su vjerojatnosti jednake povrSinama stupaca
prikazanih u grafikonu. Buduéi da stupci imaju Sirinu jednaku 1, te
povrsine jednake su visinama stupaca.
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Ocitavanjem vjerojatnosti s grafikona dobivamo tablicu kojom je jed-
noznacno odredena razdioba slu¢ajne varijable X [1L [3]:

X~ 1 2 3 4 5 6 7
0.05 01 02 025 015 015 0.1/’

u ¢ijem su gornjem retku navedeni elementi slike s;, a u donjem retku
pripadne vjerojatnosti p; da X poprimi vrijednost s;, zai=1,2,...,7.

Primjenom definicije matematickog ocekivanja za diskretne slucajne
varijable [Il 3] dobivamo:

7
E(X) = sipi=1:0.05+2:0.1+3-0.24+4-0.25+5-0.15+6-0.15+7-0.1,
i=1
sto daje E(X) = 4.2.
Da bismo izracunali standardnu devijaciju varijable X, najprije ra-
¢unamo varijancu od X prema formuli V(X) = E(X?) — E(X)? [11 3].
Imamo

x? 12 22 32 42 52 62 77
0.05 0.1 02 025 0.15 015 0.1/’

=1-0054+4-01+9-02+16-0.254+25-0.154+36-0.154+49-0.1
=20.3.

Sada ra¢unamo varijancu i standardnu devijaciju:

V(X) = E(X?) — E(X)? =20.3 — 4.2* = 2.66.
o(X) =+/V(X) ~ 1.631.

5.2. Komentari

Formula V(X) = E(X?) — E(X)? zbunjuje znatan broj studenata,
od kojih dio pretpostavi da je E(X?) = E(X)? i zaklju¢i da je varijanca
jednaka nuli. Naravno, nije tako: F(X?) je ocekivanje varijable X2, dok
je E(X)? kvadrat ocekivanja varijable X, §to opéenito nije isto. Stoga
je dobro, barem prilikom prvog rjeSavanja zadatka ovog tipa, ispisati
tablicu varijable X? te izracunati njezino o¢ekivanje.
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Treba napomenuti da, s obzirom na iskustva s kolokvija i pismenih
ispita, dio studenata previdi ¢lan E(X)? te ra¢una samo zbroj u gor-
njoj formuli za E(X?). Takoder, neki studenti kvadriraju vjerojatnosti
umjesto elemenata skupa S, ¢ime u konaé¢nici-nakon Sto su ispravno
oduzeli ¢lan E(X)%-dobivaju da je varijanca strogo negativan broj, §to
je nemogude (studenti ovu pogresku uoce tek kada moraju izracunati
standardnu devijaciju kao drugi korijen iz varijance).

6. Primjer 5

Na slici 5| prikazan je graf funkcije gustoée vjerojatnosti eksponenci-
jalne slucajne varijable X.

[\0
\
—_
o e
—
N

Slika 5. Funkcija gustoée vjerojatnosti eksponencijalne slucajne varijable X .

Odredite:
a) parametar pripadne eksponencijalne razdiobe;
b) pripadnu funkciju razdiobe vjerojatnosti (i nacrtajte njezin graf);
¢) P(0< X <2).

6.1. RjeSenje

Pretpostavimo da je X ~ Exp(a) za neki a > 0 [3]. Podsjetimo da je
funkcija gustoée f te slucajne varijable tada dana pravilom [3]

a-e ¥ za x>0,

f(x){ 0, za x <0.

a) Parametar a jednak je limesu zdesna funkcije f u tocki ¢ = 0. Iz
slike |5 se lako ocita lil&_ f(x) = 2. Dakle, a = 2, pa je X ~ Exp(2).
r—r
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b) Prema definiciji funkcije razdiobe vjerojatnosti F' [3] je
Plz) = / F()dt.

Ako je x <0, onda je u tom slucaju ocito F(x) = 0.
Za x > 0 dobivamo:

€T x

Fo) = [ fode= [soa= [22 a0 = e R
— o 0

0 0

Dakle,

1—e 2% za x>0,
F(x){ 0, za = <0.

Graf funkcije F' prikazan je na slici[6]

T

Slika 6. Funkcija razdiobe vjerojatnosti eksponencijalne sluc¢ajne varijable X .
¢) Prema jednom od osnovnih svojstava funkcije razdiobe vjerojat-
nosti svake neprekidne sluc¢ajne varijable, vrijedi:
Pla< X <b)=F(@0)— F(a), Va,beR:a <b.
Koristeéi rezultat @ podzadatka odmah dobivamo:

PO<X<2)=F@2)-F0)=1-¢*
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6.2. Komentari

Prilikom rjeSavanja ovoga tipa zadatka klju¢no je prisjetiti se da za
funkciju gustoée f eksponencijalne sluc¢ajne varijable i pripadni parame-
tar a te varijable vrijedi jednakost a = li%1+f(gc). 1z slike |5| vidljivo je

r—

da funkcija f nema limes u nuli, ali je definirana u nuli, te ima limese
slijeva, odnosno zdesna u toj tocki. Zbog toga student treba ,,povezati”
koja od tih triju vrijednosti ,,ima veze” s parametrom a, ¢ime ¢e uspjesno
rijesiti prvi podzadatak.

Ovdje vrijedi istaknuti da se, nakon proucavanja neprekidnih funkcija
u kolegiju Matematika 1 na 1. godini studija, studenti ponovno susrec¢u s
funkcijom koja je definirana, ali ne i neprekidna na R. Ovakvi primjeri,
kao i primjeri koji se obraduju u okviru osnova harmonijske analize u ko-
legiju Matematika 2 na 1. godini studija, dodatno opravdavaju uvodenje
pojma neprekidnosti u Matematici 1 koriste¢i Cauchyjevu definiciju toga
pojma, a ne standardnu ,,& — § - definiciju”.

Prilikom rjesavanja @ podzadatka studenti najcesce ne uocavaju da
se nepravi integral iz definicije funkcije razdiobe vjerojatnosti zapravo
svodi na ,,0bi¢ni” odredeni integral. Ova poteskoc¢a proizlazi iz nedo-
voljnoga iskustva u odredivanju nepravih integrala po dijelovima zada-
nih funkcija. Naime, u nastavnoj cjelini Nepravi integrali u okviru ko-
legija Matematika 2 standardno se rjeSavaju zadaci u kojima se trazi
odredivanje nepravoga integrala integrabilne realne funkcije zadane je-
dinstvenim pravilom na cijeloj svojoj prirodnoj domeni (najcesée na
skupu R). Zbog toga je prilikom rjesavanja ovoga podzadatka nuzno
detaljnije raspisati i komentirati postupak odredivanja pravila funkcije
F' te istovremeno ponoviti i osnovna svojstva odredenih integrala (a po-
sebno Newton-Leibnizovu formulu).

Nakon rjesavanja ovoga podzadatka naglasava se da je funkcija F'
neprekidna na R, dok funkecija f ima neuklonjivi prekid 1. vrste (jedino)
u tocki ¢ = 0. Dio studenata intuitivno smatra da je derivacija svake ne-
prekidne funkcije takoder neprekidna funkcija, pa sumnja u ispravnost
dobivenoga rjesenja. Ta sumnja proizlazi iz nedovoljnoga iskustva stu-
denata u odredivanju derivacije po dijelovima zadane funkcije jer se u
kolegiju Matematika 1 u pravilu odreduju derivacije analitickih funkcija
zadanih jedinstvenim pravilom na svojoj prirodnoj domeni.

U podzadatku studentima je u pravilu ,problemati¢na” stroga
nejednakost X > 0. Naime, studenti (ispravno) povezuju odredivanje
trazene vjerojatnosti s Newton-Leibnizovom formulom, ali ih zbunjuje
§to napraviti ako je interval kojemu pripadaju vrijednosti varijable X
poluotvoren. Analogno kao u nastavi iz kolegija Matematika 2, tada je
potrebno istaknuti da ,jedna toCka grafa 'ne kvari’ odredeni integral”,
odnosno da se navedena jednakost moze primijeniti i u slu¢aju poluotvo-
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renoga intervala.

Smatramo da ovaj zadatak izvrsno povezuje razli¢ita podrucja di-
ferencijalnoga i integralnoga racuna, te ilustrira na koje ih je nacine
moguée primijeniti i u gradivu koje prividno nema nikakve veze s tim
dvama racunima.

7. Primjer 6

Na slici[7]prikazan je graf funkcije gustoée normalne slu¢ajne varijable
Y. Povrsina osjencanoga lika iznosi (priblizno) 0.19146 kv. jed.

i

0.2

0.15
=01

0.05

| ] | |
—2 —1 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
x
Slika 7. Funkcija gustoée normalne sluéajne varijable Y.

Odredite:

a) parametre pripadne normalne razdiobe ako je poznato da su oni
prirodni brojevi;
b) P(Y > 6).

7.1. RjeSenje

Pretpostavimo da je Y ~ N (u,0?) za neke p,0 € N [7]. Oznacimo
s [ (zadanu) funkciju gustoée, s F' pripadnu funkciju razdiobe vjero-
jatnosti varijable Y, a s F* funkciju razdiobe vjerojatnosti standardne
(jedini¢ne) normalne sluc¢ajne varijable.

a) Znamo da funkcija f poprima svoju najvecu vrijednost (globalni
maksimum) za & = p. Iz slike se vidi da se ta vrijednost poprima za
x = 4. Dakle, = 4.
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Nadalje, povrsina osjencanoga lika jednaka je:

P=F(5)— F(4) = F* <5_4> —F* <4_4>

g g

= F* <i> — F*(0) = F* (i) ~0.5.

Prema podacima iz zadatka, ta povrsina mora biti jednaka 0.19146 kv.
jed., pa dalje slijedi:

F* <1> :0.69146<i>l =05&0=2
o o

Dakle, Y ~ N (4,2%).

b) Koristedi tablicu vrijednosti funkcije razdiobe vjerojatnosti stan-
dardne normalne sluc¢ajne varijable, dobivamo:

PY >6)=1-P(Y <6)=1—F(6)=1—F* (6;4)117*(1)

~1—0.84135 = 0.15865.

7.2. Komentari

Ovaj zadatak nije u potpunosti grafickoga tipa jer su za njegovo
ispravno rjeSavanje potrebni dodatni ne-graficki podaci (mjerni broj po-
vrsine i uvjet da su oba parametra razdiobe prirodni brojevi). Medutim,
relativnu veéinu ostalih podataka potrebnih za ispravno rjesavanje je
ipak potrebno ,o¢itati” sa slike[7] pa smatramo da se zbog toga zadatak
moze svrstati u zadatke grafickoga tipa.

Prva poteskoca koju studenti imaju pri rjesavanju ovoga zadatka je
zakljucivanje je li oCekivanje najveca vrijednost zadane funkcije gustocée
ili vrijednost nezavisne varijable za koju se postize ta najveca vrijed-
nost. U tom je smislu zadatak namjerno postavljen tako da je na slici[7]
istaknuta tocka globalnoga maksimuma funkcije gustoce. Pritom je vri-
jednost toga maksimuma, ,,vrlo blizu” 0.2 tako da student (neispravno) u
razmatranje uzme i tu vrijednost. (Napomenimo da je egzaktna najveéa
vrijednost funkcije gustoée fiax = ﬁ, §to priblizno iznosi 0.19947.)

Druga poteskoca studenata odnosi se na povezivanje mjernoga broja
povrsine osjenc¢anoga lika s vrijednostima funkcije razdiobe vjerojatnosti.
U kolegiju Matematika 2 studenti su mjerni broj povrsine (ispravno) po-
vezivali s odredenim integralom funkcije ¢iji graf odreduje jednu stranicu
krivocrtnoga trapeza. Tako i u ovom sluc¢aju dio studenata zakljucuje
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da vrijedi jednakost:

7<1 4

dz = 0.19146.

6
1

z)dr = 0.19146 < .

5/f /0"\/2'7‘(

Na ovom mjestu studenti zastanu jer podintegralna funkcija nije elemen-
tarno integrabilna, pa odredeni integral na lijevoj strani jednakosti nije
moguce elementarno izracunati koristec¢i uobicajene postupke poznate iz
osnova integralnoga rac¢una. Tada studente treba podsjetiti na osnovnu
vezu funkcije razdiobe vjerojatnosti F' i funkcije gustoce vjerojatnosti
f neprekidne slucajne varijable, tj. na relaciju F' = f. Takoder, treba
podsjetiti i na Newton-Leibnizovu formulu u kojoj se—u ovom slucaju—
funkcija razdiobe vjerojatnosti F' pojavljuje kao standardna antideriva-
cija funkcije gustoce vjerojatnosti f.

Standardizaciju promatrane normalne sluc¢ajne varijable veéina stu-
denata napravi ,rutinski”, tj. bez prethodnoga definiranja nove slucajne
varijable Z = ==£ i zaklju¢ivanja da je Z ~ N(0,1). Postupak standar-
dizacije normalne slucajne varijable i njegova svrha detaljnije se obja-
$njavaju na predavanjima, pa ga zato studenti primjenjuju manje-vise
,mehanicki” bez razmisljanja o ¢emu se tu zapravo radi. Ovaj problem
postaje najocitiji kad studente upitamo za objasnjenje koraka F(5) —
F4) = F* (5%4) — F* (%). U grubim crtama, njihov se odgovor
prakticki svodi na izjavu: ,,Pa, Vi ste nam tako rekli...”, $to ukazuje na
opravdanu potrebu da se na ,konkretnim” zadacima visekratno ukazuje
na smisao i znacaj postupka standardizacije.

Posljednja poteskoca koja se javlja u rjeSavanju ovoga tipa zadatka
odnosi se na odredivanje vjerojatnosti P(Y > 6). Na temelju iskustava
stecenih rjesavanjem zadataka koji se odnose na diskretne sluc¢ajne vari-
jable, dio studenata (netoéno) zakljucuje:

P(Y >6)=P(Y >7),

pa rjesavanje zadatka nastavlja koristeéi vjerojatnost P(Y > 7). Na
temelju istih iskustava dio studenata zbunjuje (toéna) jednakost

P(Y >6)=P(Y >0),
koja se u pravilu spomene jer zelimo naglasiti da se opisani postupak
rjeSavanja provodi neovisno o tome vrijedi li stroga ili blaza nejednakost.

Zbog toga je i u ovom slucaju potrebno podsjetiti studente da ,jedna
tocka grafa ne kvari odredeni integral”.
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8. Zakljucak

Pri izboru zadataka koji se rjeSavaju u okviru gradiva iz vjerojat-
nosti i statistike na nasim visokoobrazovnim ustanovama nuzno je vo-
diti ra¢una o postavljenim ciljevima kolegija i ishodima ucenja. Na
stru¢nim studijima elektrotehnike i graditeljstva Tehnickoga veleucilista
u Zagrebu cilj kolegija Vjerojatnost i statistika jest upoznavanje s osno-
vama vjerojatnosti i osnovnim statistickim metodama i postupcima, dok
u standardne ishode u¢enja pripadaju zadatci kao $to je npr. izracunati
osnovne statisticke pokazatelje numerickoga niza, izracunati vjerojat-
nost dogadaja u osnovnim izmjerivim podskupovima ravnine i pros-
tora, izracunati osnovne statisticke pokazatelje diskretnih i neprekidnih
slu¢ajnih varijabli i dr.

Izborom zadataka u ovom ¢lanku nastojali smo pokazati da se cilj
kolegija i ishodi uCenja mogu postiéi i rjeSavanjem zadataka grafickoga
tipa. Uvjereni smo da se takvim tipom zadataka moze staviti veéi nagla-
sak na razumijevanje definicija i formula potrebnih za njihovo rjesavanje.
To razumijevanje posebno dolazi do izrazaja pri povezivanju gradiva vje-
rojatnosti i statistike s osnovama diferencijalnoga i integralnoga ra¢una.
Iz uocenih poteskoca koje imaju studenti prilikom rjeSavanja zadataka
jasno se vidi sav znacaj ucenja gradiva s razumijevanjem, a ne ,ucenja
za ispit” ¢emu je sklona veéina studenata.

Kao optimalnu strategiju izbora zadataka u svrhu postizanja cilja ko-
legija i ishoda u¢enja predlazemo kombiniranje , standardnih” (tekstual-
nih) problemskih zadataka i zadataka grafickoga tipa. Takva strategija
izvrsno se ocrtava npr. u obradi gradiva geometrijske vjerojatnosti. Pri-
mjeri primjene geometrijske vjerojatnosti u sluc¢aju kad je vjerojatnosni
prostor ravninski lik u ravnini mogu biti primjeri 2 i 3 iz ovoga ¢lanka,
dok primjeri primjene iste vjerojatnosti u slu¢aju kad je vjerojatnosni
prostor neki , klasican” podskup skupa R ili skupa R? (standardnoga euk-
lidskoga trodimenzionalnoga prostora) mogu biti tekstualni problemski
zadaci. Smatramo da ¢e takvom kombinacijom razli¢itih tipova zadataka
— po moguénosti, §to vise povezanih sa ,,svakodnevnim zivotom”, tj. real-
nim tehnickim i poslovnim procesima — gradivo kolegija biti zanimljivije
vecini studenata i da ¢e se time vrlo uspjesno ,srusiti” standardni stere-
otip o vjerojatnosti i statistici kao skupu definicija, formula i postupaka
koji su jasni i zanimljivi samo statisticarima.
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