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Sazetak

U radu se obraduje jedan stari, ali jos uvijek aktualni, problem di-
jeljenja jednakostrani¢nog trokuta na najmanji broj dijelova tako da se
preslagivanjem nastalih dijelova, bez preokretanja, moze oblikovati kva-
drat. Problem je poznat pod nazivom Haberdasherov problem, ali unatoc
brojnim pokusSajima, jedino do danas poznato valjano rjeSenje dao je en-
gleski matematicar Dudeney jos 1903. godine.

Uz opis konstrukcije i opravdanja valjanosti Dudeneyjeva rjesenja,
posebno se razmatra jedno rjeSenje koje se pokazalo pogresnim, a zapravo
se radi samo o dobroj aproksimaciji kvadrata. Takoder, razmatra se
klasa rjeSenja dijeljenja trokuta na dijelove koji se daju oblikovati u
pravokutnik medu kojima je i jedan kvadrat.

Konaéno, navode se i razlozi zasto su ovakvi i sliéni problemi korisni
i prikladni za koristenje na svim razinama obrazovanja.

Kljuéni pojmoui: disekcija mnogokuta, geometrijska konstrukcija, geometrijski
dokaz, vizualni dokaz

1. Geometrijska disekcija

Prema Fredericksonu, geometrijska disekcija podrazumijeva dijeljenje
geometrijskog lika na konacan broj dijelova tako da se oni mogu presloziti
u neki drugi geometrijski lik ([3]).

Problemi geometrijske disekcije mogu se podijeliti u dvije grupe.
Prva grupa obuhvaca dijeljenje geometrijskog lika na dijelove s namjerom
da se od nastalih dijelova moze oblikovati veé¢i broj drugih geometrijskih
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likova. Primjer takve vrste disekcije jest slagalica tangram koja se ko-
risti vise od 200 godina u razlicite svrhe. Tangram je nastao dijeljenjem
kvadrata na sedam dijelova od kojih se zatim moze oblikovati jo§ 12
razlicitih konveksnih likova (slika , ali i na tisuce raznih drugih oblika

(B)-

2 9w
AIAVA.\EM
Ao S h O

Slika 1. Tangram likovi.

Druga grupa obuhvaca samo dva geometrijska lika pri ¢emu je po-
trebno pronadi podjelu jednog lika s namjerom da se preslagivanjem tih
dijelova oblikuje drugi lik, odnosno trazi se jednaki rastav dvaju geome-
trijskih likova. Kada su dva lika jednako rastavljiva za njih se jos kaze da
su ekvivalentni po disekciji. Prema Bolyai i Gerwien, dva lika su ekvi-
valentna po disekciji ako i samo ako su jednakih povrsina ([4, str. 215]).
Primjeri takvih disekcija koriste se u nastavi geometrije, najéesée u svrhu
odredivanja povrsine jednog lika poznavanjem povrsine drugog lika ili u
svrhu rjeSavanja problema primjenom metode povrsine.

Tako se, na primjer, svaki paralelogram moze presloziti u pravokut-
nik, pa se formula za povrsinu paralelograma izvodi preko formule za
povrsinu pravokutnika (slika .

S obzirom da su trokuti AAFED i ABFC sa slike sukladni po poucku
SSK~>, paralelogram ABCD i pravokutnik EFC D jednakih su povrsina
pa vrijedi:

Pypep = Pagpp + Pepep = Pprc + Pepep = PErep = a-v

A E a B F
Slika 2. Reorganiziranje paralelograma u pravokutnik.

Jedan posebno istaknut primjer druge grupe disekcije podjela je jed-
nakostrani¢nog trokuta na ¢etiri dijela od kojih se moze oblikovati kva-
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drat, poznat pod nazivom Haberdasherov problem, ¢ime se dalje bavimo
u ovom radu.

2. Nastanak i razvoj Haberdasherova pro-
blema

Povijest geometrijske disekcije izrazito je bogata, a proteze se od vre-
mena starogrckih matematicara Platona i Pitagore pa sve do danasnjih
dana. Geometrijska disekcija posebno zaokuplja rekreativce, medu ko-
jima su i amateri i profesionalni matematicari. Iako se pokazalo da
amateri mogu otkriti vrlo zanimljive disekcije, oni ipak ne mogu bez
matematicara utvrditi njihovu valjanost. Tako se geometrijska disek-
cija posebno popularizira kroz rekreacijsku matematiku, a nerijetko je
sastavni dio kolumni raznih novina i ¢asopisa.

Amerikanac Sam Loyd i Britanac Henry Ernest Dudeney dva su is-
taknuta imena koja su matematiku popularizirala kroz razne ¢asopise, a
njihova je posebnost u tome §to su pri postavljanju zagonetki i problema
s geometrijskim disekcijama zahtijevali rjeSenja s najmanjim brojem di-
jelova. Medu njima posebno se istice zagonetka koja govori o galanteristu
(Haberdasher) koji izaziva drustvo postavljanjem problema rezanja ma-
terijala oblika savrSenog jednakostrani¢nog trokuta na cetiri dijela koja
¢e se potom, bez preokretanja, moéi presloziti u kvadrat (slika [3]).

Zagonetku je postavio Dudeney jos davne 1902. godine najprije u
The Weekly Dispatch ¢asopisu, a poslije i u svojoj zbirci slagalica The
Canterbury Puzzles ([2, str. 50]). Tako je zagonetka postala poznata
pod imenom Dudeneyjev Haberdasherov problem. Dudeneyjev originalni
problem glasi: Koristeci se s tri reza podijelite jednakostraniéni trokut na
cetiri dijela, tako da se njihovim preslagivanjem moZe oblikovati kvadrat,
bez preokretanja dijelova.

Slika 3. Izvorna ilustracija Haberdasherova problemaﬂ

Hlustracija preuzeta iz Dudeneyjeve zbirke The Canterbury Puzzles, 1919 (vidjeti

1)
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Tako naizgled jednostavan, ovaj je nimalo lagan geometrijski problem
kod mnogih matematicara i matematickih rekreativaca pobudio znaca-
jan interes od prvog objavljivanja. U prilog tome govori i ¢injenica da
je zagonetka, nakon prvog objavljivanja 1902. u The Weekly Dispatch
¢asopisu, ponovno objavljena u Daily Mail ¢asopisu 1905. (izdanja od 1.
i 8. veljace), a zatim u mnogim knjigama rekreacijske matematike. Po-
sebno, Dudeney u svojoj knjizi The Canterbury Puzzles pridaje zasluge
gospodinu Charlesu W. McElroyju koji je jedini ponudio to¢no rjesenje
medu stotinama drugih koji su pristizali ([2, str. 180]). Uocavajudi
tesko¢u problema, kako ne bi poljuljao vjeru ¢itatelja u moguénost pro-
nalaska to¢noga rjesenja, Dudeney je na samome kraju zagonetke stavio
da cetverodijelno rjesenje zaista postoji, a svoje rjeSenje je ponudio tek
nakon godinu dana prikupljanja neto¢nih rjesenja (|3, str. 131-132]).

Osim rjeSenja opisanog geometrijskom konstrukcijom, Dudeney je
1905. godine pred Kraljevsko drustvo predstavio i svoj zglobno rasklopni
model (slika izraden od mahagonija ¢ime je dodatno potaknuo interes
za istrazivanjem geometrijskih disekcija i izradom odgovarajuéih rasklop-
nih modela.

N

Slika 4. Dudeneyjev zglobno rasklopni model.

Interes za Dudeneyjev Haberdasherov problem traje sve do danas.
Naime, mnogi svjetski matematicari uvrstili su ga i obradili u svojim
matematickim zbirkama kao i brojnim drugim knjigama za populariza-
ciju matematike. Tako ga Martin Gardner uvrstava u knjigu The Second
Scientific American Book of Mathematical Puzzles and Diversions, lan
Stewart u The Problems of Mathematics, David Wells u The Penguin
Dictionary of Curios and Interesting Geometry, Greg N. Frederickson
u Hinged Dissections: Swinging and Twisting, Hugo Steinhous u Mat-
hematical Snapshots, a to su samo neki koji su se u svojim knjigama
dotaknuli ovoga problema.

I hrvatski matematicar te autor brojnih matematickih udzbenika i
knjiga za popularizaciju matematike, Branimir Dakié¢, u jednom od svo-
Dudeneyjev Haberdasherov problem. Naime, Daki¢ svojim c¢itateljima na
dvije stranice donosi klju¢ne informacije o samome problemu i njegovom
autoru. Uz sliku konstrukcije donosi i njezin opisani postupak koji je
Dudeney ponudio kao rjesenje, ali ukljucuje i informaciju o jos jednom,
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naocigled jednostavnijem rjesenju. Daki¢ iznosi: ,,Da je ovaj problem
jedna od perjanica zabavne matematike, svijedo¢i i njegova zastupljenost
na internetu kao i u interesu koji je pobudio kod dijela uglednih mate-
maticara znanstvenika. Tako ga je zapazio i Hugo Steinhaus uvrstivsi
ga u svoj Matematicki kaleidoskop. Steinhausovo rjeSenje jednostavno je
rekonstruirati.” ([IL str. 78-79]).

U daljnjem radu bavimo se analizom rjeSenja Haberdasherova pro-
blema.

3. Dudeneyjevo rjesenje Haberdasherova pro-
blema

Dudeney u svom rjesenju opisuje kako se konstruktivno mogu odrediti
dvije tocke na osnovici jednakostrani¢nog trokuta, koje zatim omogucavaju
podjelu trokuta pomocu tri reza na cetiri dijela. Preslagivanjem dobive-
nih dijelova, bez preokretanja, oblikuje se kvadrat (Slika.

Slika 5. Dudeneyjevo rjesenje Haberdasherova problema.

Opis konstrukcijeEl po koracima prema Dudeneyu ([2, str. 179-
180)):

1) Neka je tocka D poloviste duzine AC, a togka E poloviste duzine
BC' jednakostrani¢nog trokuta AABC.

2) Produlji duzinu AE do tocke F tako da vrijedi |[EF| = |EB|.

3) Poloviste duzine AF ozna¢i tockom G te opisi kruznicu ki sa
sredistem u G radijusa |AG[; k1 (G, |AG]).

2Napomena: U opisu konstrukcije napravljene su neke izmjene u oznakama na,
slici i odabiru pojmova u odnosu na originalni opis radi uskladivanja s preostalim
dijelom teksta.
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4) Sjeciste pravca EC s kruznicom k; oznaci totkom H. Stranica
trazenog kvadrata je duljine |EH].

5) Iz tocke E opisi kruznicu ko radijusa |[EH|; ko(E, |EH|). Sjeciste
kruznice ko s duzinom AB oznaéi tockom J.

6) Na duzini AB istakni tocku K tako da je |JK| = |EB].

7) Sada iz tocaka D i K spusti okomice na duzinu JE. Nozista oko-
mica oznaci tockama L i M, redom.

Ako su svi koraci ispravno napravljeni, jednakostraniéni je trokut AABC
duzinama JE, DL i M K podijeljen na cetiri dijela, od kojih se preslagi-
vanjem moze sastaviti kvadrat MM’'L"L’ (slika 6).

Slika 6. Konstrukcija Dudeneyjeva rjesenja.

3.1. Provjera valjanosti konstrukcije

S obzirom da su svi jednakostrani¢ni trokuti medusobno sli¢ni, radi
jednostavnosti i provjere valjanosti konstrukcije, a bez smanjenja opéenitosti,
za stranicu jednakostrani¢nog trokuta AABC uzima se da je duljine

a =4 cm. U tom slucaju, visina trokuta AABC' je duljine v, = “23 =
2v/3 cm, a povrdina je Paapc = % = 4+v/3 cm?. Buduéi da su kvadrat
i trokut sastavljeni od jednakih dijelova, njihove su povrsine jednake pa
je povrSina kvadrata Pusappn = 4/3 cm?. Duljina stranice kvadrata
jeb= V43 = 2v/3 cm.

Pokazimo da je Dudeneyjeva konstrukcija zaista valjana, odnosno
da kada je stranica jednakostrani¢nog trokuta duljine a = 4 cm, onda
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je Cetverokut dobiven na opisani nacin kvadrat sa stranicom duljine
b = 2v/3 cm. Kako bi utvrdili je li promatrani cetverokut kvadrat,
treba utvrditi da su svi unutrasnji kutovi pravi i da su susjedne stranice
jednakih duljina.

Prema opisanoj konstrukciji, kutovi ¢etverokuta M M’ L" L' jesu pravi:
(1) kut pri vrhu M je pravi, (2) kut pri vchu M’ nastao je rotacijom kuta
pri vthu M, (3) kut pri vrthu L” nastao je rotacijom kuta pri vrhu L,
koji je pravi, i (4) kut pri vrhu L’ nastao je rotacijom kuta pri vrhu L.
Dakle, éetverokut MM'L"L’ je pravokutnik te vrijedi:

\MM'| = |L'L") i |ML'|=|M'L"|.

Bududi da je tocka E poloviste stranice BC, vrijedi |CE| = |[EB| = 2 cm.
Duzinu AE produljili smo do tocke F' tako da je |EF| = |EB| pa je
|[EF| = 2 cm. Za radijus kruznice k1 (G, |AG|) vrijedi:

|AF|  |AE|+|EF| 2V3+2
2 2 2
Duljinu stranice kvadrata |EH| odredit ¢emo iz pravokutnog trokuta
AGEH. Kako je |GH| = |AG| = (V3 +1) cm, a |GE| = |AE| - |AG| =
(v/3 — 1) cm, prema Pitagorinom poucku vrijedi:

|EH|* = |GH|* - |GEJ?

|EH|? = 4v/3 cm?®

|EH| = 2V/3 cm

|AG| = =V3+1,|AG| = (V3+1) cm.

Dakle, duljina stranice kvadrata jednaka je |[EH| = 2v/3 cm, a to je
upravo duljina stranice kvadrata koji zelimo konstruirati. Provjerimo
jos odgovara li ta duljina za stranice MM’ i ML'.

Buduéi da kruznica ky radijusa |EH| sijece duzinu AB u tocki J,
vrijedi: |JE| = |[EH| = 2v/3 cm. Prema poucku o sinusima za trokut
AJBE, uz oznaku a = |ZBJE]|, vrijedi:

|EB|  |JE|

EB
- - iz cega slijedi da je sina = | | sin 60° = — cm.
sin o sin 60°

\JE| 2
Prema konstrukciji tocke K na stranici AB vrijedi: |JK| = |EB| = 2 cm
pa prema definiciji sinusa Siljastog kuta u pravokutnom trokutu AJK M
imamo:

|MK]|
| JK]|

iz cega slijedi da je [MK| = |JK|-sina = V3 cm.

sina =

Konacno, iz Dudeneyjeve konstrukcije cetverokuta M M'L" L’ slijedi:

IMM'| =2-|MK|=2V3 cm

79



MILKA GRUBIC NIVES BARANOVIC

IML'| = |ME| + |EL'| = |JL| + |LE| = |JE| = 2¥/3 emf]

To znaci da su duljine susjednih stranica cetverokuta MM'L"” L’ jednake
i odgovaraju duljini stranice kvadrata koji zelimo konstruirati.

Konacno se moze zakljuciti da je ¢etverokut MM'L" L', koji je dobi-
ven preslagivanjem dijelova jednakostrani¢nog trokuta A ABC na opisani
nacin, kvadrat jer ima sva Cetiri kuta prava i susjedne stranice jednakih
duljina.

4. Steinhausovo rjesenje Haberdasherova pro-
blema

Steinhaus u svojoj knjizi Mathematical Snapshots ([6]) daje rjesenje
Haberdasherova problema kao prvi matematicki snimak odnosno kao vi-
zualni dokaz bez puno rije¢i, smatrajuci da slikom na jednostavan nacin
moze uspjesno prikazati rjeSenje problema (slika @ Medutim, Morris
Kline je u predgovoru Steinhausove knjige, u izdanju iz 1983., napisao
da ,matematicki dokaz zahtijeva viSe od intuicije i zakljuc¢ivanja na te-
melju posebnih sluc¢ajeva ili vizualnih dokaza”, mozda i ne sluteéi da se
u njegovu vizualnom dokazu potkrala greska.

|
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Slika 7. Steinhausov izvorni vizualni dokazEli njegova rekonstrukcija.

Usporedujudéi sliku Steinhausova rjesenja (slika @ sa slikom Dude-
neyjeva rjeSenja (slika [5]), zaista se na prvi pogled moze zakljuciti da
se radi o istoj podjeli jednakostrani¢nog trokuta te da je Steinhaus to

hausovo rjesenje dano bez formalnog dokaza, a stara narodna izreka kaze

3Jednakost duljina koridtena u ovom izrazu izvodi se kasnije, a temelji se na suk-
ladnosti trokuta ADJL i AMKE.
48lika preuzeta iz Steinhausove knjige Mathematical Snapshots, 1983 (vidjeti [6]).
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,previse je to dobro da bi bilo istinito”, rjesenje smo izveli konstruktivno
u programu dinamicke geometrije, a zatim dokazom provjerili valjanost
konstrukcije.

Opis konstrukcije po koracima prema Steinhausovu vizualnom do-
kazu:

1) Prvo se konstruira jednakostranican trokut AABC prema osnov-
noj konstrukciji trokuta SSS.

2) Simetralama duzina konstruiraju se polovista stranica trokuta: tocka
D poloviste je stranice AC, a tocka E poloviste stranice BC'.

3) Kroz tocke D i E konstruiraju se okomice na stranicu AB trokuta
AABC'. Nozista okomica tocke su J i K, redom.

4) Zatim se kroz tocke D i K konstruiraju okomice na duzinu JE.
Nozista okomica tocke su L i M, redom.

Ako su svi koraci ispravno napravljeni, jednakostraniéni je trokut AABC
duzinama JE, DL i M K podijeljen na cetiri dijela, od kojih se, prema
Steinhausu, preslagivanjem kao na slici moze sastaviti kvadrat LM’ M" L’

(slika .

A J K B

Slika 8. Konstrukcija Steinhausova rjesenja.

Medutim, nakon provedene konstrukcije u programu dinamicke ge-
ometrije te mjerenjem duljina stranica nastalog ¢etverokuta pokazalo se
da su nasuprotne stranice jednakih duljina, ali susjedne nisu. To znaci
da ili konstrukcija nije korektna ili dano rjeSenje nije rjeSenje Haber-
dasherova problema. Svakako je potrebno provesti i formalnu provjeru
izvedenih koraka.
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4.1. Razmatranje je li dobiveni ¢etverokut kvadrat

Sliéno kao i kod provjere Dudeneyjeva rjesenja, radi jednostavnosti
i bez smanjenja opcenitosti, ali i radi usporedbe s prethodnim, uzi-
mamo da je stranica jednakostrani¢nog trokuta AABC duljine a = 4
cm. Dakle, treba provjeriti jesu li svi unutrasnji kutovi pravi i susjedne
stranice jednakih duljina.

Prema opisanoj konstrukeiji, kutovi ¢etverokuta LM’ M" L' su pravi:
(1) kut pri vrhu L je pravi, (2) kut pri vrhu L’ nastao je rotacijom kuta
pri vrhu L, (3) kut pri vthu M’ nastao je rotacijom kuta pri vrhu M, a
(4) kut pri vrthu M” translacijom kuta pri vrhu M, koji je pravi. Dakle,
cetverokut LM'M" L' je pravokutnik te vrijedi:

\LM'| = |L'M"| i |LL'| = |M'M".

Da bi bio kvadrat, jos treba provjeriti jesu li susjedne stranice jednakih
duljina, to jest vrijedi li |LL'| = |[LM’|.

Prema konstrukciji toéaka D i E, duzina DE je srednjica trokuta
AABC te je ona paralelna sa stranicom AB, a njezina duljina jednaka
je polovini duljine te stranice, tj. [DE| = $|AB|. Uz to, duzine D.J i EK
okomite su na stranicu AB, pa su one medusobno paralelne i jednakih
duljina te vrijedi:

1
|DJ| = |EK|i|JK|=|DE| = §\AB| =2 cm,

tj. cetverokut DJKFE je pravokutnik.

Nadalje, pravokutni trokuti AAJD i ABEK polovice su jednako-
strani¢nih trokuta (kutovi veli¢ine 60°, 30° i 90°) ¢ija je stranica duljine
|AD| = |BE| = $|AB| = 2 cm. Duzine D.J i EK visine su tih trokuta pa
su njihove duljine: |D.J| = |[EK| = v/3 cm. To znaéi da je |DJ| # |JK]|
pa pravokutnik DJK FE nije kvadrat.

Duzina |JE| dijagonala je pravokutnika DJKFE te ga dijeli na dva
sukladna pravokutna trokuta ADJE i AKEJ. Duzine DL i KM visine
su tih trokuta na istu stranicu JE pa su medusobno sukladne, tj. |[DL| =
|K M]|. Takoder, duzine DL i K M manje su od polovice dijagonale DK.

Nadalje, trokuti ADJL i AKEM sukladni su po poucku SSK~ jer
se podudaraju u dva para stranica i kutu nasuprot veéoj stranici (|[DL| =
|KM)|,|DJ| =|EK|i|£DLJ| =90° = |ZKME)|). Iz sukladnosti slijedi:
|JL| = |ME| = |EM’| pa imamo:

|JL|+ |ME| < |JL| + |LM| + |ME| = |JE| = |DK]|.
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Konaéno, za stranice éetverokuta LM’ M" L vrijedif]

\LM'| = |LM| + |ME| + |EM'| = |LM| + |ME| + |JL| = |JE| (1)
ILL/| =2-|DL| = |DL| + |[KM| < |DK| = | JE]| 2)

Iz (1) i @) slijedi: |LL'| < |JE| = |LM'|, tj. |[LL'| # |LM’'|, a to znaéi
da éetverokut LM’'M" L' nije kvadrat.

Drugim rije¢ima, ako tocke J i K dijele stranicu AB trokuta AABC
uomjeru 1l : 2 : 1, onda se opisanim dijeljenjem trokuta na cetiri dijela te
preslagivanjem tih dijelova ne dobiva kvadrat veé pravokutnik. Odnosno,
Steinhausovo rjeSenje nije rjeSenje Haberdasherova problema.

5. Podjela stranice trokuta u odgovarajuc¢em
omjeru

Upravo nas je Steinhausovo rjeSenje navelo da ispitamo u kojem
omjeru tocke J i K dijele stranicu AB jednakostrani¢nog trokuta AABC
u Dudeneyjevu rjesenju, kako bi se dobio kvadrat. U tu svrhu, jednakos-
trani¢ni trokut AABC smjestimo u koordinatni sustav kako je prikazano
na slici[9} Pretpostavimo, bez smanjenja op¢enitosti, da je stranica tro-
kuta duljine 4 cnff| pa su koordinate vrhova trokuta: A(0,0), B(4,0) i
C(2,2V/3). Tocke D i E polovista su stranica AC' i BC, redom pa su
njihove koordinate: D(1,/3), F(3,/3).

Neka se tocka J nalazi na nekoj udaljenosti ¢, ¢ € [0,2] od vrha A, na
stranici AB, tj. njezine koordinate su: J(¢,0). Tada se, prema opisanoj
konstrukciji, 1 to¢ka K nalazi na stranici AB, a njezine koordinate su:
K(t+2,0).

S obzirom da imamo koordinate tocaka J i E, jednadzba pravca tim
dvjema tockama J(t,0) i E(3,/3) glasi:

JE .. Bz +(t—3)y—V3t=0

Koriste¢i formulu za odredivanje udaljenosti tocke od pravca, mogu se
odrediti udaljenosti tocaka D(1,v/3) i K(t 4+ 2,0) od pravca JE:

B 14+ (t—3)- V3 V3t 2/3

d(D, JE) = - ,
(V3)2 + (t — 3)2 V34 (t—3)?
d<K’JE):I\/g-(t+2)+(t—3)-0—\/§t\: 2V3

(V3P + (-3 VEE =3

5Izvodenje numerickih vrijednosti stranica éetverokuta prepustamo Gitatelju.
68U daljnjoj analizi, iz prakti¢nih razloga ispusta se mjerna jedinica.
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Slika 9. Trokut u koordinatnom sustavu.

Iz dobivenih udaljenosti vidljivo je da vrijedi: d(D,JE) = d(K,JE), za
bilo koju vrijednost ¢, ¢ € [0, 2], odnosno |DL| = |KM|.

Nadalje, cetverokut DJKE je paralelogram jer ima jedan par stra-
nica koje su paralelne i jednakih duljina (stranice DE i JK). Sada
zakljuc¢ujemo da su pravokutni trokuti ADJL i AKEM sukladni po
poucku SSK~ jer se podudaraju u dva para stranica i kutu nasuprot
vecoj stranici (|[DL| = |KM]|,|DJ| = |EK]| stranice paralelograma i
|ZDLJ| =90° = |£ZKME]|). 1z sukladnosti slijedi: |JL| = |ME|.

Buduéi da je |JL| + |LE| = |JE| = |JM| + |ME)|, a |JL| = |ME],
slijedi da je i |JM| = |LE].

Nadalje, jedna stranica pravokutnika je LL’ i njezina duljina je:

LD|=2-|pLj—2. —2Y3 43 3)

51 (-3 3+(-97

Druga stranica pravokutnika je LM’ i njezina duljina je:

|LM'| = |LE| + |[EM'| = |JM|+ |[ME| = |JE| = /34 (t —3)2 (4)

Na temelju (3) i (4) vidimo da se dani jednakostraniéni trokut uz opi-
sanu podjelu moze preoblikovati u pravokutnik, za bilo koju vrijednost
parametra t, ¢ € [0, 2].

Ako je t = 1, onda se radi o Steinhousovu rjesenju te je: |LL'| =
@ ~ 2,619, |[LM'| = \/T ~ 2,646, §to je zapravo dobra aproksimcija
kvadrata, ali jos uvijek se radi o pravokutniku.
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Kako bismo odredili vrijednost parametra t za koju pravokutnik
LM'M" L' postaje kvadrat, promotrimo sljedece.

Ako je stranica jednakostrani¢nog trokuta duljine a = 4, onda je
povrsina trokuta PA apc = 4+/3, kao i povrsina pravokutnika Pr s arp =
44/3 jer je sastavljen od jednakih dijelova kao i trokut. Ako je pravokut-
nik kvadrat, njegova je stranica duljine b = 2v/3. S druge strane, stra-

nica kvadrata je |LL'| = 2-|DL| = \/% iz Cega se izjednacavanjem
S/ B 2+/3 dobiva kvadratna jednadzba: 2 —6t+12—4v/3=0.

N
Rjesavanjem kvadratne jednadzbe po parametru ¢ dobiva se ¢ = 3 £
V4v/3 — 3. Odnosno, za t = 1.018 pravokutnik LM’'M" L’ postaje kva-
drat.

Prema Dudeneyjevu rjeSenju, tocke J i K stranicu AB trokuta AABC
dijele u omjeru: 1.018:2:0.982.

Sada je vidljivo zasto je Steinhausovo rjesenje bilo vizualno uvjerljivo
jer je u njegovom rjeSenju promatrani omjer 1:2:1. No, kad bi se uzeo
trokut stranice duljine ¢ = 4 m, onda bi odstupanje bilo uo¢ljivije.

6. Primjena Haberdasherova problema u nas-
tavi matematike

Opisani problem preslagivanja dijelova jednakostrani¢nog trokuta u
kvadrat moze se koristiti i u nastavi matematike na svim razinama obra-
zovanja, ali prilagodeno uzrastu, njihovom predznanju i s odredenom
svrhom.

Tako se za ucenike nizih razreda osnovne Skole moze pripremiti sla-
galica Haberdasherova problema, ¢ijim se slaganjem mogu uvesti u svijet
geometrijske disekcije. U toj fazi u€enici mogu osvijestiti da likovi mogu
biti razli¢itih oblika i jednakih povrsina.

U vis§im razredima osnovne §kole ucenici mogu provoditi konstrukcije,
opisivati ih verbalno i simbolicki. Na taj na¢in primjenjuju osnovne kons-
trukcije u slozenijem geometrijskom problemu, Sire matematicki rje¢nik,
usvajaju odgovarajuci simboli¢ki zapis i, $to je najvaznije, analiziraju
svojstva i stvaraju veze medu razlicitim oblicima prikazivanja. Isprav-
nost provedene konstrukcije u ovoj fazi u¢enici mogu provoditi mjerenjem
i geometrijskim usporedivanjem duzina.

Ucenici srednje Skole, ovisno o usmjerenju, mogu stvarati formalna
opravdanja uz dekomponiranje slike (za $to su potrebne vjestine vizuali-
zacije) te izvodenjem formalnih zakljucaka na temelju poznatih defini-
cija, aksioma i dokazanih tvrdnji. S obzirom na to da se problem moze
rjeSavati i argumentirati na razlicite nacine, raspravom s ucenicima o
razli¢itim pristupima i trazenjem optimalnog rjeSenja razvijaju se razlicite
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strategije rjeSavanja problema te se postize dublje razumijevanje i funk-
cionalno povezivanje naucenog. Proucavanjem grani¢nih slucajeva, na
prirodan se nacin ucenici uvode u proces dokazivanja i lakse shvacaju
potrebu za dokazivanjem.

7. Zakljucak

U radu je opisan jedan problem geometrijske disekcije u kojemu se
jednakostrani¢ni trokut treba podijeliti na cetiri dijela tako da se od
dobivenih dijelova preslagivanjem moze oblikovati kvadrat, bez preokre-
tanja dijelova. Iako je problem postavljen prije gotovo 120 godina, jos
uvijek je u fokusu razmatranja poseban jer je sam po sebi intrigantan, a
do sada je poznato samo jedno to¢no rjeSenje.

Prirodno je baviti se zagonetkama, a kako sam Dudeney kaze: ,,Dobra
zagonetka, poput vrline, sama je sebi nagrada. Kada ¢ovjek uspije rijesiti
zagonetku, i sam osjec¢aj zadovoljstva dovoljna je nagrada za njegov trud.
On voli biti suo¢en s misterijom i nije u potpunosti sretan dok je ne
rijesi.” (2 str.12-13]).

Osim sto problem disekcije geometrijskih likova spada u podrucje re-
kreacijske matematike, ciljanim osmisljavanjem aktivnosti moze se u¢in-
kovito koristiti i u nastavi geometrije s razli¢itim uzrastima i tako dopri-
nijeti stvaranju vertikalne povezanosti nastavnih (geometrijskih) sadrzaja.
Svakako, uCenicima treba dati priliku za otkrivanje matematickih ideja,
za argumentiranje uocenoga i posebno im osigurati okruzenje unutar ko-
jeg ¢e razvijati proces dokazivanja.
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