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Sazetak

U radu se opisuje primjena Laplaceove transformacije na odredivanje
osnovnih statistickih pokazatelja (o¢ekivanje, varijanca i standardna de-
vijacija) proizvoljne eksponencijalne slucajne varijable. Komentiraju se
i uocene poteskoce koje studenti imaju u razumijevanju ove primjene.

Kljuéni pojmovi: Laplaceova transformacija, eksponencijalna razdioba

1. Uvod

Na preddiplomskom stru¢nom studiju elektrotehnike Tehnickoga veleuci-
lista u Zagrebu u okviru predmeta ,, Matematika 2” (2. semestar, 1. go-
dina studija) obraduje se Laplaceova transformacija i njezina primjena
na rjeSavanje Cauchyjevih problema s nehomogenom linearnom obi¢nom
diferencijalnom jednadzbom 2. reda s konstantnim koeficijentima. Pri-
tom se razmatranje Laplaceove transformacije ograni¢ava na neprekidne
funkcije eksponencijalnoga rasta, pa se osnovni rezultati iskazuju samo
za tu klasu funkcija.

Na istom strué¢nom studiju u okviru predmeta ,,Vjerojatnost i sta-
tistika” (3. semestar, 2. godina studija), izmedu ostaloga, obraduje se
i eksponencijalna razdioba te se izvode izrazi za njezine osnovne sta-
tisticke pokazatelje (ocekivanje, varijancu i standardnu devijaciju). To
se najce$ce Cini izravno iz definicije tih pokazatelja, tj. odredivanjem
odgovaraju¢ih nepravih integrala izravno iz njihove definicije. Te stan-
dardne izvode ovdje izostavljamo, a zainteresiranoga ¢itatelja upué¢ujemo
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na literaturu [4] i [I].

U ovom ¢emo radu spomenute izraze izvesti krace i jednostavnije ko-
riste¢i Laplaceovu transformaciju. U trenutku kad se obraduju ti izvodi,
svi studenti koji su upisali predmet ,, Vjerojatnost i statistika” odslusali
su predmet ,Matematika 2”7, a veéina njih je i polozila taj predmet.
Zbog toga se pretpostavlja da su studenti otprije upoznati s definicijom
Laplaceove transformacije i njezinim osnovnim svojstvima.

2. Pregled potrebnih rezultata o Laplace-
ovoj transformaciji

U ovoj tocki navodimo pregled rezultata koji se odnose na Laplaceovu
transformaciju, a koje ¢emo kasnije efektivno koristiti.

Definicija 1. KaZemo da je funkcija f: [0,400) — R funkcija ekspo-
nencijalnoga rasta ako postoje konstante a, M > 0 takve da za svaki
x > 0 vrijedi:

[f(z)| < M - e (1)

Definicija 2. Neka je f: [0,4+00) — R funkcija eksponencijalnoga rasta.
Neka je F funkcija definirana pravilom

+oo
F(s) = / f(z) - e da (2)
0

Preslikavanje L koje funkciji f pridruzuje funkciju F' naziva se Laplace-
ova transformacija. Pisemo: L{f} =F.

Napomena 3. MoZe se pokazati da je preslikavanje L dobro definirano
za sve funkcije eksponencijalnoga rasta. Detalje ovdje izostavljamo, a
zainteresiranoga citatelja upucéujemo na literaturu [3] i [2).

Osnovna svojstva Laplaceove transformacije koja ¢emo koristiti u
ovom c¢lanku izricu sljedeéa tri teorema. Njihove dokaze ovdje izostav-
ljamo, a zainteresiranoga ¢itatelja upuéujemo na literaturu [3] i [2].

Teorem 4. Laplaceova transformacija je linearan operator, tj. za svake
dvije funkcije eksponencijalnoga rasta f,g i sve a,b € R vrijedi:

L{a-f+b-g} =a-L{f}+b-{g}. (3)

Teorem 5 (Teorem o derivaciji originala). Neka je f funkcija ekspo-
nencijalnoga rasta i neka je njezina derivacija po dijelovima neprekidna
funkcija na [0,+00). Tada postoji Laplaceov transformat funkcije f' i

vrijedi:
L{f"}s) = s- L{f}(s) — f(0). (4)
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Teorem 6 (Teorem o integraciji originala). Neka je f funkcija ekspo-
nencijalnoga rasta ¢iji je Laplaceov transformat funkcija F. Neka je

fi(x) = / oL (5)

Tada je

L{fi)(s) = 22

Koristeéi ova tri teorema dokazujemo sljedeé¢u propoziciju.

Propozicija 7 (neki osnovni Laplaceovi transformati).

a) L{a}(s) = g Va € R (7)
b) L{x}(s) = 5 (®)
Q) L{a?}(s) = . 9)

Dokaz.
a) Primijetimo da iz izravno slijedi

L{0}(s) = 0. (10)
U uvrstimo f(z) = a, pa primijenimo f'(z) = 0, f(0) = a i (10).

Dobivamo:

L{0}(s) = 5 - L{a}(s) = f(0) =
0=s-L{a}(s) —a =

L{a}(s) = .
b) U (B) uvrstimo f(t) = 1:
fl(a;):/oxdt:x—OZm. (11)
Iz tvrdnje [a)] za a = 1 slijedi
L{1}(s) = - (12)

Koristedi @ 1 dobivamo:

S
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¢) U uvrstimo f(t) =t :
fi(z) _/Oxtdt_;.x? (13)

Tu funkciju uvrstimo u @, pa koriste¢i teorem i dobivamo:

1) - Erb)
L{2 2}() 18 =

1 2 _ 52
§L{x }(s)—? =

L{a?} (5) = =
0

Napomenimo da se Laplaceovi transformati f@ obi¢no izvode
izravno iz definicije Laplaceove transformacije, tj. pomocéu . Te izvode
ostavljamo citatelju za vjezbu.

Za druga korisna i zanimljiva svojstva Laplaceove transformacije ¢i-
tatelja upuéujemo na literaturu [2].

3. Pregled potrebnih rezultata o eksponen-
cijalnoj razdiobi

U ovoj tocki navodimo pregled rezultata koji se odnose na eksponenci-
jalnu razdiobu, a koje ¢emo kasnije efektivno koristiti.

Definicija 8. Neka je a > 0 konstanta. KaZemo da slu¢ajna varijabla X
mma eksponencijalnu razdiobu s parametrom a ili, ekvivalentno, da je X
eksponencijalna sluc¢ajna varijabla s parametrom a (i pisemo X ~ Ex(a))
ako je funkcija gustoée varijable X dana pravilom:

f(x):{we_‘”, za x > 0, (14)

0, inace.

Osnovni statisticki pokazatelji svake slu¢ajne varijable njezini su oce-
kivanje, varijanca i standardna devijacija. Svaka eksponencijalna slu¢ajna
varijabla pripada u neprekidne (kontinuirane) slu¢ajne varijable, pa se
njezini osnovni statisticki pokazatelji odreduju prema formulama nave-
denima u sljedecoj definiciji.
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Definicija 9. Neka je X neprekidna slu¢ajna varijabla i neka je f nje-
zina funkcija gustoce. Tada su ocekivanje, varijanca i standardna devi-
jacija varijable X redom dani izrazima:

+oo
E(X) :/_ x - f(z)dx, (15)
+oo
V(X) = / 2 f(x)de — (B(X))?, (16)
o(X) = VV(X). (17)

Za druga zanimljiva svojstva eksponencijalne razdiobe zainteresira-
noga ¢itatelja upuéujemo na literaturu [4] i [IJ.

4. Odredivanje osnovnih statistickih poka-
zatelja eksponencijalne razdiobe pomocu
Laplaceove transformacije

U ovoj tocki izvodimo izraze za osnovne statistiCke pokazatelje ekspo-
nencijalne razdiobe pomoc¢u Laplaceove transformacije, odnosno pomocu
teorema [] i osnovnih Laplaceovih transformata izvedenih u propoziciji
Pritom pretpostavljamo da je X eksponencijalna slu¢ajna varijabla s
parametrom a, tj. X ~ Exz(a) za neki a > 0.

Propozicija 10.

B(X) = % (18)

Dokaz. Buduéi da je f(z) =0, Vo <0, donja granica intervala integra-
cije u jednaka je 0, tj. integriramo umnozak z - f(x) na intervalu
[0, 4+00) . Primjenom (2) i (8) dobivamo:

Foo 11
E(X):a-/ roe dr=a— = -,
0 a a
§to je i trebalo dokazati. O

Komentar 11. U gornjem dokazu studente cesto zbunjuje jednakost

+o00 1
/ z-e YPdr=—. (19)
0

a

Oni pritom predvidaju da se uw gornjem nepravom integralu integrira po
variably x © da velicinu a u tom integralu treba smatrati konstantom,
analogno kao i velic¢inu s u .
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Propozicija 12.
V(X) = =. (20)

Dokaz. Analogno kao u dokazu propozicije zakljucujemo da je do-
nja granica intervala integracije u jednaka 0. Dakle, integriramo
umnozak z? - f(x) na intervalu [0, +oo) . Primjenom (2) i (9) dobivamo:

400 2

1 2 1 1
V(X)=aq- 2. 70T dpr_[Z) =g 2 - — =
(X) a/o x‘-e x (a) a 5= n

a

§to je i trebalo dokazati. O

Komentar 13. U gornjem dokazu studente ponovno zbunjuje jednakost

400 )
/ x? eV dy = —- (21)
0 a

iz istih razloga kao u komentaru[I1l Nadalje, dio njih pogresno uvrstava
¢lan (E(X))? pod znak integrala i time dobiva pogresno rjesenje. Sve na-
vedeno ukazuje da, unatoé¢ odslusanom i poloZenom predmetu ,Matema-
tika 27, dio studenata ima poteskoée s razumijevanjem gradiva obradenoga
u tom predmetu, a posebno s integriranjem funkcija koje u svojim pravi-
lima sadrZe barem jedan realan parametar.

Propozicija 14.

1
X)=-. 22
o(X)= (22
Dokaz. Slijedi izravno iz i . O

Komentar 15. Prije dokaza propozicija[10, [19 i[14 na nastavi Vijero-
jatnosti i statistike obavezno se ponove osnovni Laplaceovi transformati
iskazani u propoziciji [1| kako bi studenti mogli lakse pratiti i razumgjeti
ta tri dokaza. Pritom treba istaknuti da je vremensko razdoblje pro-
teklo izmedu obrade Laplaceove transformacije i obrade eksponencijalne
razdiobe priblizno jednako pola godine, tj. 6 mjeseci. Time se jos jed-
nom naglasava vaznost ucenja matematickoga gradiva s razumijevanjem
1 daljnjom primgenom u struct, a ne ucenja samo radi polaganja ispita
cemu je sklon znatan dio studenata.

Komentar 16. Dio studenata zbunjuje i jednakost
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koja se pojavijuje u dokazu propozicije[I]} Pouceni viastitim srednjoskolskim
iskustvima oni Ce pogresno zakljuciti da vrijedi jednakost:

\/QT2 = i%. (24)

Ta cesta pogreska uocava se jo§ na nastavi iz predmeta Matematika 1
(1. semestar, 1. godina studija). Zbog toga se prilikom dokaza propozi-
cije[T4] napise jednakost

e (25)

te ponovi da prvi znak jednakosti vrijedi za svaki a € R\ {0}, dok drugi
vrijedi jer je prema pretpostavci a > 0.

5. Zakljucak

Na preddiplomskim stru¢nim tehnickim studijima primjena matematicke
analize u vjerojatnosti i statistici uglavnom se odnosi na odredivanje os-
novnih statistickih pokazatelja slucajnih varijabli. Pritom se koriste ko-
nvergentni redovi, grani¢ne vrijednosti funkcije slijeva i zdesna u tocki,
derivacije realne funkcije jedne realne varijable te odredeni i nepravi in-
tegrali. Od studenata se pritom o¢ekuje poznavanje osnova diferencijal-
noga i integralnoga ra¢una obi¢no ste¢eno na matematickim predmetima
na 1. godini studija.

U ovom smo radu nastojali pokazati kako se isti matematicki objekt
(Laplaceova transformacija) moze uspjesno iskoristiti i u obradi gradiva
vjerojatnosti i statistike, a ne samo za rjeSavanje Cauchyjevih problema.
Pritom smo koristene Laplaceove transformate namjerno izveli koristeci
osnovna svojstva te transformacije, a ne izravno iz njezine definicije.
Takav pristup smatramo korisnim jer studenti mogu vidjeti kako se do
istih rezultata moze doc¢i na dva bitno razli¢ita nacina.

Za razliku od sveucili$nih studija, na preddiplomskim stru¢nim stu-
dijima uglavnom se ne inzistira na dokazivanju teorema, nego na razumi-
jevanju iskaza. Opravdanost takvoga stava vidljiva je i u slu¢aju kojega
smo razmatrali u ¢lanku. Nastavniku je zasigurno najlakse i najjednos-
tavnije zadati studentima neka samostalno ponove gradivo potrebno za
uspjesno pracenje pojedine nastavne cjeline, ali viSegodisnje nastavno
iskustvo drugoga autora ovoga c¢lanka pokazuje da je ipak potrebno i
korisno odvojiti malo vremena na redovnoj nastavi za kratko interak-
tivno ponavljanje, pogotovo kad se nastava odrzava za izvanredne stu-
dente. Time ¢e nastavnik dobiti bitno kvalitetniju povratnu informaciju
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o stetenom predznanju svojih studenata i moéi ée bolje prilagoditi svoje
izlaganje.

Naposljetku, slucajevi poput ovoga opisanoga u ¢lanku mogu do-
datno posluziti za bolje i kvalitetnije razumijevanje osnovnih statistickih
pokazatelja, a posebno matematickoga ocekivanja. Studenti pod tim poj-
mom ¢esto pogresno podrazumijevaju vrijednost slucajne varijable koja
ima najvecu vjerojatnost pojavljivanja. To i nije ¢udno jer se u svakod-
nevnom zivotu pridjev ,o¢ekivani” uglavnom odnosi upravo na takve
vrijednosti. Relativno kratki izvodi formula pomoéu kojih se odreduju
osnovni statisticki pokazatelji omoguéit ¢e veéi naglasak na njihovu in-
terpretaciju, a time i njihovo bolje razumijevanje.
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