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Sazetak

Klasi¢na Sturm-Liouvilleova jednadzba, nazvana po Jacquesu Sturmu
i Josephu Liouvilleu, obi¢na je diferencijalna jednadzba drugog reda

oblika d d
—(p@) %) +a@u = —xw() (1)

Vrijednost A nije odredena i pronalazenje te vrijednosti za koju postoje
netrivijalna rjesenja jednadzbe i koja zadovoljavaju rubne uvjete dio
je problema koji nazivamo Sturm-Liouvilleov problem. Pokazat ¢emo da
se proizvoljni linearni operator drugog reda moze transformirati u Sturm-
Liouvilleov operator tj. da je Sturm-Liouvilleov operator kanonski oblik
diferencijalnog operatora drugog reda. Vlastite vrijednosti regularnog
Sturm-Liouvilleovog problema su realne, prebrojive i tvore strogo rastudéi
niz \; < Ay < Az < ... tako da vrijedi lim,,_,o A\, = 0co. Takoder, za
svaku vlastitu vrijednost A, postoji odgovarajuca vlastita funkcija u, (z)
jedinstveno odredena do na multiplikativnu konstantu koja ima to¢no n
nulto¢aka u intervalu [a,b]. Ovo je jedan od fundamentalnih rezultata
za Sturm-Liouvilleove operatore.

Kljuéni pojmovi: Sturm-Liouvilleov problem, vlastite vrijednosti, vlastite funk-
cije, reqularni

1. Vrste Sturm-Liouvilleovog problema
Promotrimo diferencijalnu jednadzbu oblika

Lu+ A w(z)u=0 (2)
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gdje je L diferencijalni operator definiran sa

= % (p(x)g—z) + q(z)u. 3)

Diferencijalni operator L nazivamo Sturm-Liouvilleov operator. Dife-
rencijalne jednadzbe oblika javljaju se kod rjeSavanja parcijalnih di-
ferencijalnih jednadzbi matematicke fizike metodom separacije varijabli.
Ako je L proizvoljni diferencijalni operator drugog reda

d*u

. d
Lu= az(z)ﬁ + al(x)ﬁ +ap(z)u, az(z) #0,Vr € [a,b),

Lu

tada se L moze transformirati u Sturm-Liouvilleov operator mnozenjem

sa funkcijom 1 ai(x)
s(z) = as(a) P (/ az () dz).

Doista, uo¢avamo da vrijedi

(s(x)L)u = — (pla) 2 ) + a@)u
gdje je
oy =en([Lgen) a0=Gger ([ o)

Iz ovoga proizlazi da je Sturm-Liouvilleov operator kanonski oblik dife-
rencijalnog operatora drugog reda.

Definicija 1. Regularni Sturm-Liouvilleov problem sastoji se od dife-
rencijalne jednadzbe

Lu+ A w(z)u=0, a<z<b, (4)

gdje je L operator oblika 1 rubnih uvjeta
aju(a) + azu’(a) =0, (5)
blu(b) + bgu/(b) =0. (6)

gdje je a? +a3 > 0 i b? +b3 > 0. Funkcije p, p', q i w su neprekidne na
[a,b] i p(z) >0, w(z) >0 Vz € [a,b].

Kada je Sturm-Liouvilleov problem definiran na otvorenom ili po-
luotvorenom intervalu, ili ako p(x) ili w(z) isCezavaju u jednoj ili obje
rubne tocke intervala [a,b], ili ako p(z) ili w(z) u rubnoj tocki konver-
giraju ka beskonac¢nosti, tada se on naziva singularni Sturm-Liouvilleov
problem.

Takoder, Sturm-Liouvilleov problem je singularan ako je definiran na
beskonac¢nom intervalu [3], 4, [5].
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Definicija 2. U Sturm-Liouvilleovom problemu domena operatora L,
koju oznacavamo sa D(L), prostor je svih kompleksnih funkcija u: [a,b] —

C za koje vrijedi v € L*([a,b]). Tada imamo L: D(L) — L*([a,b]).

Za funkciju u: [a,b] — C kazemo da je kvadratno integrabilna ako

je fab |u(x)|? dx konaéan. Prostor svih takvih funkcija oznacavamo sa

L?([a, b]) i zovemo Lebesgueovim prostorom kvadratno integrabilnih funk-
cija [T}, 2.

Jo§ jedan tip problema koji se ¢esto javlja u primjenama jest peri-
odi¢ni Sturm-Liouvilleov problem. Sturm-Liouvilleova jednadzba

Lu+ M w(z)u=0, a<z<b,

gdje je p(a) = p(b), zajedno s periodiénim rubnim uvjetima u(a) = u(b),
u'(a) = v/(b) naziva se periodi¢ni Sturm-Liouvilleov problem.

2. Vlastite vrijednosti i vlastite funkcije
Sturm-Liouvilleovog problema

Definicija 3. Funkcija u koja zadovoljava jednadzbu
Lu+ A w(z)u=0
naziva se vlastita funkcija s pripadnom vlastitom vrijednoséu A [6].

Vlastite vrijednosti A ovise o obliku operatora L i o rubnim uvjetima
koje zadovoljava funkcija u, kako ilustriraju sljedeéi primjeri.

Primjer 4. Promotrimo diferencijalnu jednadzbu
v+ du=0 0<z<m (7)
s rubnim uvjetima u(0) = u(m) = 0.

Uocavamo da je ovo regularni Sturm-Liouvilleov problem gdje je p(z) =
w(z) = 1, g(z) = 0. Promotrimo sve moguée slucajeve u ovisnosti o
vrijednosti .

Ako je A < 0, tada je opce rjesenje jednadzbe dano sa

u(z) = AeVINT 4 Be=VINZ,
Rubni uvjeti su zadovoljeni ako i samo ako je
uw(0)=A+B=0 (8)
u(m) = AeVAI™ 4 BemVIAIT — . 9)
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Kako je determinanta matrice sustava 7@

1
eVIAIT o=

1
m‘ = e VAT —eVINIT 2 0,

sustav 7@ ima samo trivijalno rjesenje A = B = 0. Dakle, sustav
nema netrivijalnih rjesenja za A < 0 pa sustav nema vlastite vrijednosti
za A < 0. Ako je A = 0, tada je opcée rjesenje jednadzbe dano sa

u(r) = A+ Bx.
Iz rubnih uvjeta
u(0)=A=0,
u(m)=A+ Br =0,

slijedi da je A = B = 0. Dakle, A = 0 takoder nije vlastita vrijednost
sustava. Neka je sada A > 0. Tada je opce rjesenje jednadzbe @) dano
sa

u(x) = Acos(VAz) + Bsin(vVAz)
pa rubni uvjeti impliciraju
u(0)=A4-1+40=A=0,
u(m) = Acos(VAr) + Bsin(vVAr) = 0.
Ovaj sustav ima netrivijalna rjesenja ako je
sin(V ) = 0,

odnosno vV Ar = nm, zan = 1,2,3,... Dakle, vlastite su vrijednosti dane

Sa
A=n% n=123,...

Slika 1. Vlastite funkcije u,(z) = sin(nz), n =1,2,3,4.
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a pripadne vlastite funkcije (do na multiplikativnu konstantu) su
un () = sin(nx).

Uoc¢imo da A, — oo kada n — oo; §to je tipi¢no za vlastite vrijednosti
Sturm-Liouvilleovog problema.

Primjer 5. Promotrimo Eulerovu jednadzbu
22" 4 au F =0, 1<z<e,

s rubnim uvjetima
u(l) =0, wu(e)=0.

Eulerova jednadzba se moze napisati u Sturm-Liouvilleovom obliku

d / du 1
gdje je w(z) = %, p(z) =z, a ¢(z) = 0. Rjesenje ove jednadzbe dano je

sa
u(zx) = clxlﬁ + czx_zﬁ,

= cos(alnz) + isin (alnz). Stoga rjesenje u(x)

nge je xia — eialnx
prelazi u oblik
u(x) = Acos (VAInz) + Bsin (VAInz),

gdje su A i B konstante vezane uz ¢y i c3. Rubni uvjeti impliciraju
sljedece:

u(1) = Acos (VAIn1) 4+ Bsin (VAIn1l) = A =0,
u(e) = Acos (VAIne) + Bsin (VAIne) = Acos (VA) + Bsin (VA) = 0.

Ovaj sustav ima netrivijalna rjesenja ako je sin(ﬁ) =0, B # 0, od-
nosno VA = nm, zan = 1,2,3,... Dakle, vlastite vrijednosti dane su
sa

Ap =n’m?, n=1,2,3...,

a pripadne vlastite funkcije su
up(x) =sin(nrlnz), n=1,2,3,....

Primjer 6. Odredimo vlastite vrijednosti i vlastite funkcije periodiénog
Sturm-Liouvilleovog problema

v+ =0 —-rn<z<7
s periodiénim rubnim uvjetima

u(—m) =u(m), u(—m)=1d(r).
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Uocavamo da je p(x) = 1, pa je uvjet p(—7) = p(n) ispunjen. Kada je
A > 0, opce rjesenje Sturm-Liouvilleove jednadzbe dano je sa

u(x) = Acos (VAz) + Bsin (VAz).
1z periodi¢nog rubnog uvjeta u(—m) = u(m) dobivamo sljedeéu jednakost
2B sin (V) = 0.
Bududéi da je
u'(z) = —AVAsin (VAz) + BV cos (VAz),
uvjet u/(—m) = o/(7) implicira
24V Asin (VAr) = 0.

Dakle, ako vrijedi
sin (VAr) =0,

tada netrivijalna rjeSenja postoje, a vlastite vrijednosti dane su sa
Ap=n% n=123,....

Kako je jednadzba sin (v Ar) = 0 zadovoljena za proizvoljne A i B,
dobivamo dvije linearno nezavisne vlastite funkcije

un(x) = cos (nx) i up(z) = sin (nx)

koje odgovaraju istoj vlastitoj vrijednosti A, = n? zasvakin = 1,2,3, ...

Sli¢no kao u primjeru[uocavamo da za A < 0 rjeSenje Sturm—Liouvilleove
jednadzbe ne zadovoljava periodi¢ne rubne uvjete. Ako je A = 0, tada
rjesenje jednadzbe

u(z) = A+ Bz

zadovoljava rubne uvjete ako je
2Bm =0,

odnosno B = 0. Stoga je A = 0 vlastita vrijednost sa pripadnim
rjeSenjem ug(z) = 1. Dakle, vlastite vrijednosti ovog problema su

Ap=n2 n=01,2,...
a pripadne vlastite funkcije su dane sa

1, cos(nx), sin(nx), n=1,2,3,....

102



STURM-LIOUVILLEOV PROBLEM

3. Svojstva vlastitih vrijednosti i vlastitih
funkcija Sturm-Liouvilleovog problema

Promotrimo sada neka vazna svojstva Sturm-Liouvilleovog problema.

Teorem 7 (Lagrangeov identitet). Neka su w i v funkcije u domeni
Sturm-Liouvilleovog operatora L. Tada vrijedi [3]

d
Lo~ vLu= = (pur’ = vu)).
ulv —vlu = — p(uv’ —vu')
Dokaz. Koristeéi definiciju Sturm-Liouvilleovog operatora imamo:

ulv —vlu = u% (p%) + quv — v% (p%) — quv

d /s dv d / du
—ug i) v )
= p'(uv' —vu') + pluv” —vu’)

= %(p (uv’ — vu’)).

Teorem 8 (Abelova formula). Ako su u i v dva rjesenja jednadzbe
Lu+ ) w(z)u=0, a<z<b,
tada je p(x)W(x;u,v) konstanta, gdje je

u

/ /

W (z;u,v) = N

Wronskijan funkcija u i v [3).

Dokaz. Prema pretpostavci u i v su rjesenja jednadzbe Lu+ A w(x)u = 0,
pa imamo

(o) + g+ Ay =0

%(pv') + (g + Aw(x))v = 0.

Mnozeéi prvu jednadzbu s v, a drugu s u, oduzimanjem dobivamo

v% (pu') — u% (pv') = 0. (10)

Parcijalnom integracijom jednakosti imamo
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xT d , xT d ,
/uvi(pu)dt—/a uﬁ(pv)dt

= oOp o)~ [ = ' o)
= () (o (2)o() — ul@)/ () — pla) (' (a)
= p(@)W (;,v) — p(a) (& (a)o(a) — u(a)o'(a)) =

1z toga slijedi da je p(x)W (x;u,v) konstanta. O

t

v

) o' (a))

/puv
u(
0.

Vlastitoj vrijednosti Sturm-Liouvilleovog problema moze pripadati
jedna ili viSe vlastitih funkcija. U primjeru [6] vlastita vrijednost Ao = 0
ima jednu vlastitu funkciju ug(z) = 1, dok svakoj vlastitoj vrijednosti
A\, = n%,n > 1, pripadaju dvije vlastite funkcije u,(z) = cos (nz) i
Uup () = sin (nx).

Definicija 9. Maksimalni broj linearno nezavisnih funkcija koje pripa-
daju istoj vlastitoj vrijednosti naziva se multiplicitet vlastite vrijednosti

.

Teorem 10. Viastite funkcije reqularnog Sturm-Liouvilleovog problema
jedinstvene su do na multiplikativnu konstantu [3].

Dokaz. Neka su u i v rjeSenja regularnog Sturm-Liouvilleovog problema
Lu+ A w(z)u=0, a<z<b.
Rubni uvjeti za funkcije u i v u to¢ki x = a daju

aju(a) + azsu’(a) =0
av(a) + agv’(a) = 0. (12)
Barem jedan od koeficijenata a; i as razlicit je od nule jer je po pret-

postavci a3 + a3 > 0, a to implicira da sustav l) ima netrivijalna
rjeSenja za aj i az. UoCavamo da tada vrijedi

W(a;u,v) =

Prema Abelovoj formuli je
p()W(z;u,v) =¢, a<z<b (14)
za neki ¢ € R. Kada je x = @ imamo

p(@)W(a;u,v) = c,
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pa jednakost implicira da je ¢ = 0 jer je p(a) > 0. S obzirom
da je Sturm-Liouvilleov problem regularan pa vrijedi p(z) > 0 za svaki
z € [a, b, iz jednakosti slijedi

W(z;u,v) =0

za svaki x € [a,b]. Ovo implicira da su funkcije u i v linearno zavisne,
tj. da vrijedi u = aw za neki a € C. O

Iz prethodnog teorema slijedi da vlastite vrijednosti regularnog Sturm-
Liouvilleovog problema imaju multiplicitet jedan [3].
Ova tvrdnja je vidljiva u primjerima[d]i[5} Ona ne vrijedi za periodi¢ni
Sturm-Liouvilleov problem §to se vidi iz primjera [6]

Definicija 11. Skalarni umnozak na prostoru L*([a,b]) s teZinskom
funkcijom w, w(x) > 0 za sve x € [a,b] definiran je sa [1]

b
<f»9>w=/ f(2)g(z)w(z) de.

Ako je w(x) =1, za svaki x € [a,b], tada pisemo

b
(f.9) = / f(2)g() de. (15)

Teorem 12. Neka su u i v funkcije u domeni Sturm-Liouvilleovog ope-
ratora L koje zadovoljavaju rubne uvjete

aju(a) + agu'(a) = 0, byu(b) + bau'(b) =
ajv(a) + agv'(a) =0, biv(b) + bov'(b) =

gdje je a3 + a3 > 0, b3 + b3 > 0. Tada je [3]
(Lu,v) = (u, Lv).

Dokaz. Ako funkcija v zadovoljava rubni uvjet , tada konjugirana
funkcija v zadovoljava uvjete

a1v(a) + asv'(a) = 0, (18)
b1o(b) + b’ (b) = 0, (19)

jer su a; 1 b; realni koeficijenti za i = 1,2. Integracijom Lagrangeovog
identiteta za funkcije u i v dobivamo

x=b

b
/ (uLv — vLu) dz = p(z) (u(z)v' (z) — v(z)u'(z)) .
= p(b) (u(b)7'(b) = T(b)u' (b)) — p(a) (u(a)?'(a) — T(a)u'(a)).
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Prema uvjetima i funkcije u i v zadovoljavaju
aju(a) + azsu’(a) =0
a19(a) + a2v'(a) = 0. (21)

Sustav f ima netrivijalna rjesenja za a; i as jer je barem jedan
od koeficijenata a; i as razli¢it od nule, $to implicira da je determinanta

matrice sustava 7 jednaka,

oy | wa) vla) | _
W(a;u,v) = w(a) 7(a) '—0.
Sliéno se pokazuje W (b;u,v) = 0. Stoga slijedi
b
/ (uLv — vLu) dz = 0. (22)

Koeficijenti u operatoru L realne su funkcije pa vrijedi Lt = Lv, stoga
jednakost mozemo pisati u obliku

b b
/uﬂdac:/ (Lu)v dz,

(u, Lv) = (Lu,v).

odnosno

O

Iz navedenog slijedi da je Sturm-Liouvilleov operator L hermitski ope-
rator jer vrijedi

(u, Lv) = (Lu,v), Yu,v € D(L).

Teorem 13. Viastite vrijednosti regularnog Sturm-Liouvilleovog pro-
blema su realne [3].

Dokaz. Neka je A\ vlastita vrijednost Sturm-Liouvilleovog problema i
neka je u pripadna vlastita funkcija. Tada je u # 0 i

Lu= - w(z)u, a<xz<b.
Kako je operator Sturm-Liouvilleovog problema hermitski imamo
(Lu,u) — (u, Lu) = 0,
odnosno

(—Awu,u) — (u, —Awu) = 0.

106



STURM-LIOUVILLEOV PROBLEM

Odavde slijedi

Mwu, u) — Mu, wu) = (A= X) / |u(z = 0. (23)

/\u x)dx >0

jer je w(z) > 0 za sve x € [a,b], jednakost implicira A — A = 0,
odnosno A € R. O

Kako je

Iz navedenih se primjera vidi da vlastite vrijednosti A,, Sturm-Liouvilleovog
problema tvore rastuéi niz i lim, ., A\, = 00. Ovo zapazanje vrijedi
opéenito i dano je sljedeéim teoremom.

Teorem 14. Regularni Sturm-Liouvilleov problem ima beskonacan niz
realnih vlastitih vrijednosti

A <A< A3 <...
takav da vrijedi

lim A, = oo. (24)

n—oo

Za svaku vrijednost A, odgovarajuéa vlastita funkcija u,(x) jedinstveno
je odredena do na konstantu i ima tocéno n nultocaka u intervalu [a, b

3.

Umjesto dokaza, ilustrirajmo ovaj teorem sljedeéim primjerom.

Primjer 15. Promotrimo Sturm-Liouvilleov problem

v+ =0 0<z<1,
uw(0) =0, u(l)+ hu'(1) =0, gdje je h > 0.
Uocavamo da je p(xz) = 1, g(z) = 0, w(xz) = 1. Rjesenje ovog problema

dano je sa

u(x) = Acos (VAz) + Bsin (VAz).

Rubni uvjet u(0) = 0 daje A =0 pa imamo
u(x) = Bsin (VAz).
Iz uvjeta u(1) + hu'(1) = 0 slijedi

B(sin VA 4+ hv/Acos VA) = 0.
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Kako trazimo netrivijalna rjesenja (B # 0), iz prethodne jednadzbe do-
bivamo
tan VA = —hV/\.
Ako definiramo o = v/, tada je
tana = —ha.

Ovo je transcendentalna jednadzba ¢ija se rjeSenja mogu prikazati graficki
pomocu presjeka grafova funkcija & = tana i £ = —ha, kao na slici
Uocavamo da postoji beskona¢no mnogo rjeSenja a.,, za n = 1,2,3,...
Svako rjesenje o, daje odgovarajucu vlastitu vrijednost

Ap=0a2, n=1,23...
Prema tome, postoji uredeni niz vlastitih vrijednosti
A<l <A<...

takav da vrijedi

lim A, = co.
n—o0

Pripadna vlastita funkcija dana je sa

Un () = sin (v/ Ana).

£@)

£ = tana

a)

-2 IR

|
|
|
'
'
|
|
|
|
|
!
|
|
!
|

(
|
|
|
'
- >
|
|
]
|
]

|
|
|
|
|
|
|
|
|
'
A
|
[
]
|
|
| E=-ha
I

I

|

[}

'

| '
| !
| I
[} I
Slika 2. Presjeci grafova funkcija £ = tana i £ = —ha.

Teorem 16. Viastite funkcije koje pripadaju razli¢itim vlastitim vri-
jednostima regularnog Sturm-Liouvilleovog operatora su ortogonalne u
odnosu na skalarni umnoZak (, )., s teZinskom funkcijom w [4]].
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Dokaz. Neka su u i v vlastite funkcije regularnog Sturm-Liouvilleovog
operatora L koje pripadaju vlastitim vrijednostima A\; # Ay. Tada je

Lu = —\wu, (25)
Lv = —Xwv, (26)

Takoder vrijedi
(Lu,v) = {u, Lv) (27)

jer je L hermitski operator. Supstitucijom jednakosti i u jed-
nakost dobivamo

(Mwu, v) = (u, Awv),
odnosno, uzimajuéi u obzir da je w realna funkcija i A1, Ao € R, imamo

b b
)\1/ w(x)u(x)@da:zx\g/ u(z)w(x)v(x) de.

1z toga slijedi

b
(M — o) / (@)@ w(z) de = 0.

Kako je A1 # Ag, zakljucujemo da je

b —_—
(U, )y = / u(z)v(x)w(x)de = 0. (28)
Dakle, u i v su ortogonalne s obzirom na skalarni umnozak s tezinskom

funkcijom w. O

Primjer 17. Legendreova jednadzba

d du
1—23) =)+ u = -1<z<1
dx <( * )da:> u =0, v ’

s wyjetima da v v’ imaju konacan limes kada x — +1 singularni je
Sturm-Liouvilleov problem.

U ovom problemu je p(z) = 1 — 22, ¢(z) = 0, w(z) = 1 pri ¢emu p(z)
istezava za © = +1. Legendreove funkcije (Legendreovi polinomi)

_ 1 dn
T onpl dan

Py (x) ((:ﬂ—l)”), n=012,...

su vlastite funkcije, a A, = n(n + 1) su vlastite vrijednosti ovog Sturm-
Liouvilleovog problema. Uoc¢avamo da vlastitih vrijednosti ima beskona¢no
mnogo i da vrijedi lim,, o A, = 00. Takoder, vlastite funkcije P, (z) su
ortogonalne u odnosu na skalarni produkt .
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1.0

iy

0.5

i il

-1.0 -0.5 0.0 0.5 1.0
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P.(z)

Slika 3. Legendreovi polinomi [7].
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