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SazZetak

U clanku se najprije izlazu geometrijske definicije zlatnog reza i plas-
ticne konstante kao podjele duzine u dva, odnosno tri dijela te se poka-
zuje kako su to jedini tzv. morfni brojevi. Zatim se definira generalizacija
tih definicija za podjelu duzine u n dijelova. Na koncu se pokazuje da je
baza generalizirane definicije nuzno morfni broj te da takva dekompozi-
cija duzine ne postoji za n > 2.

Kljuéni pojmovi: zlatni rez, plastiéna konstanta, morfni broj, omjerna dekom-
pozicija

1. Uvod

Anticki matematicar Eukli(ﬂ u 6. je svesku svojega djela , Elementi”
dao prvu poznatu pisanu definiciju zlatnoga reza (definicija .

Definicija 1. Duzina je prerezana u omjeru zlatnoga reza ako se cjelina
prema veéem dijelu odnosi jednako kao veci prema manjem dijelu.

Neka je zadana duiin@ i tocka C' € AB takva da dijeli duzinu na
veéi dio AC i manji dio BC (vidi sliku [1), pri éemu je

¢ = |AB| : |AC| = |AC| : | BC|. (1)

Prema Euklidovoj definiciji, duzina AB je tockom C prerezana u omjeru

1Euklid iz Aleksandrije (3. st. p.n.e.), gréki matematicar, poznat i kao ,otac ge-
ometrije”
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Slika 1. Podjela duzine na dva dijela u omjeru zlatnog reza.

zlatnoga reza. Iz jednakosti slijedi

oyl HACL, | lACLEIBOl_ 1ABI_1AB ACl_ ,
1BC| 1BC IBC| ~ [AC| |BC|
i
|AB| |AB| - |AC| _ |BC| .
— ]_ = — ]_ = = — .
AC] AC] ac) ~ ¢ (3)

2 _ gz —1. Lako se
1+V5 5 1-v5
2 2 -

Iz slijedi da je broj ¢ nultoc¢ka polinoma p(z) = z
provjeri da su nultocke polinoma p realni brojevi 1 = ixg =
Veli¢ina ¢ je po definiciji omjer dviju duljina, dakle vrijedi ¢ > 0. Odatle
slijedi

1++5
2

= 1.618033...

@:lez

2. Plasti¢na konstanta

Nizozemski arhitekt Hans van der Laan smatrao je da zlatni rez nije
pogodan izbor za uskladivanje omjera veli¢ina dvaju tijela. On je tragao
za veli¢inom izmedu 1 i ¢ koja bi bila posljedica neke geometrijske defi-
nicije analogne definiciji [1| Tako je 1928. godine definirao realan broj ¥
koji je nazvao plasticna konstanta. Na toj je konstanti utemeljio vlastitu
teoriju sustava proporcija u arhitekturi, koja je opisana u [5].

Hans van der Laan pri konstrukciji plasti¢ne konstante polazi od
podjele duzine AB dvjema tockama C i D na tri dijela (vidi sliku
tako da vrijedi

W = |AB| : |AD| = |AD| : |BC| = | BC| : | AC|
= |AC|: |CD| =|CD|:|BD|. (4)

Sli¢no kao u slucaju zlatnoga reza, iz jednakosti slijedi

O

O
A C D B

Slika 2. Podjela duzine na tri dijela koji se odnose u omjeru plasticne
konstante.
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pa1_ ACL | JACITICD| |AD| |AD| |BC| |AC| _
|CD| |CD| |CD| |BC| |AC| |CD|
i
p_1_ ABI_|_|AB|-|AD| _|BD|
|AD| |AD| |AD|
BD| |CD| |AC| |BC _
_1BD (€D |AC) |BO|_ o

~IcDl JACT [BC| AD]

Iz jednakosti slijedi da je plasticna konstanta realna nultocka poli-
noma q(z) = 3 — 2 — 1. Uz oznaku r(x) = 2° — 2* — 1, direktnim
racunom lako se pokazuje da vrijedi

r(z) = q(z)(z? —x +1). (7)

Prema tome, 9 je takoder nultocka polinoma 7.
Primjenom Cardanove formule za rjesenja jednadzbe az® +bx? +cx +
d = 0 treteg stupnja

T = §/V+¢V2+(W—U2)3+{’/V—\/V2+(W—U2)3

gdje je
b be — 3ad c
U=—r, V=U+——, Q= —,
3a’ + 6a? @ 3a
lako se pokazuje da je 1 jedinstvena realna nultocka polinoma ¢ i da
vrijedi

/108 + 12v/69 + /108 — 121/69

=1.324717. ..
6

G

Iz jednakosti @ slijedi da je v jedinstvena realna nultocka polinoma
r, buduéi da je diskriminanta faktora 2 — = + 1 na desnoj strani te
jednakosti jednaka —3, Sto znaci da isti nema realnih nultoc¢aka.

Jednakosti u nisu medusobno nezavisne. Tocnije, vrijede sljedece
dvije propozicije.

Propozicija 2. Neka je AB zadana duzina. Tada postoje jedinstvene
tocke C, D € AB takve da je A#C # D # B i

|AB| : |AD| = |AD| : |BC| = |BC| : |AC].

Dokaz. Radi jednostavnosti, a bez smanjenja opcéenitosti, moze se pret-
postaviti da je |AB| = 1. Nadalje, neka su ¢ = |AC| i d = |AD|. Buduéi
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da je |AB| = |AC| + |BC|, vrijedi |BC| = 1 — ¢. Sada iz jednakosti
|AB| : |AD| = |AD| : |BC| slijedi

lid=d:(1-¢) = d*=1-c.
S druge strane, iz jednakosti |[AD| : |BC| = |BC| : |AC| slijedi

(1-¢?*

d:(1-¢)=(1—-¢):c = d=
Time se dobiva sustav jednadzbi s dvije nepoznanice:

d?=1-c¢,
(1—c)? (8)

c

d=

Uvrstavanjem druge jednadzbe tog sustava u prvu dobiva se

(A=) o o

Za ¢ = 1 dobiva se B = C, sto je u suprotnosti s pretpostavkom A #
B # C # D. Prema tome, ¢ # 1, pa se dijeljenjem jednadzbe @ sl—c
dobiva

(1-¢)® 3

= =1 = -2 +3c—-1=0. (10)

Primjenom Cardanove formule slijedi da jednadzba ima jedinstveno
realno rjesenje ¢ ~ 0.43016. Sada iz prve jednadzbe sustava , uva-
zavajuci nejednakost 0 < d < 1, slijedi d ~ 0.75488. Time je dokaz
propozicije zavrsen. O

Propozicija 3. Za tocke A, B, C i D iz propozicije |9 vrijede sljedece
jednakosti:

a) |AB|:|AD| = |AC| : |CD],

b) |AC|:|CD|=|CD|:|BD,|.

Dokaz. Neka su ci d realni brojevi definirani kao u dokazu propozicije
Iz prve jednadzbe u slijedi (1 —¢)® — ¢® =0, pa je

IAB| |AC| 1 ¢ _d—c—cd_ d(l-c)—c
|AD| |CD| d d—c d(d—c)  d(d—c)
_%(1—0)—0_(1—0)3—02_0
B d(d — ¢)  cdld—c¢)
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odakle izravno slijedi a). Analogno se dobiva

|AC| |CD| c d—c c—cd—d*—2cd— c?
ICD| |BD| d-¢ 1-d  (d-o(l—-d
c—d*+cd—c* c—(1—-c)+(1—-c)?—¢2
T d—o(l—d) (d—c)(1—d) -
_C—1+C+1—26+C2—62 _0
(d—c)(1—4d) ’
sto povlaci tvrdnju b). O

3. Morfni brojevi

Zlatni rez i plasticna konstanta matematicki su zanimljivi, izmedu
ostaloga, i zbog ¢injenice da vrijede jednakosti i , odnosno i @
Naime, ti brojevi dodavanjem odnosno oduzimanjem jedinice prelaze u
svoje cjelobrojne potencije, Sto je motivacija za sljedeéu definiciju [I].

Definicija 4. Realan broj i > 1 naziva se morfni broj ako postoje pri-
rodni brojevi k i | takvi da vrijedi

p+l=pk p—1=y (11)

Prirodno se postavlja pitanje: postoje li jos neki morfni brojevi osim
1 19? Odgovor daje sljedeéi teorem, dokazan u [I].

Teorem 5. Ako je p morfni broj, tada je nuino pu € {p,v¥}.

Tvrdnja teorema [5] posljedica je sljedeé¢ih dvaju rezultata u teoriji
polinoma (posebno, trinoma) koje su prije vise od pola stoljeéa objavila
dvojica norveskih matematicara, Ernst Selmer i Helge Tverberg. Pri-
liéno slozeni dokazi tih tvrdnji na ovom su mjestu izostavljeni. Najprije
dajemo definiciju ireducibilnosti polinoma.

Definicija 6. Za polinom p(x) kaZemo da je ireducibilan u Z[z] ako se
ne moze prikazati kao umnozak dvaju polinoma s cjelobrojnim koefici-
jentima ciji su stupnjevi veéi ili jednaki 1.

Teorem 7 (Selmer, 1956). Trinom oblika ™ — x — 1 je ireducibilan u
Z[x] za svaki prirodan broj n > 3.

Dokaz. Vidjeti u [3]. O

Teorem 8 (Tverberg, 1960). Trinom oblika 2™ + x* + 1, gdje je m > 3
i k < m, je ireducibilan u Z[z] ili se moZe zapisati w obliku umnoska
treducibilnog polinoma i polinoma ¢ije su nultocke po modulu jednake 1.
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Dokaz. Vidjeti u [4]. O
U dokazu teorema [f] vaznu ulogu imaju sljedeée dvije leme.

Lema 9. Trinom oblika x™ — ™' — 1, gdje je m > 3, je ireducibilan

ili se moze zapisati u obliku umnoska ireducibilnog polinoma i trinoma
2

rt—ax+ 1.

Dokaz. Neka je m > 3. Prema teoremu [8] trinom f(x) = 2™ —a™ 1 —1
je ireducibilan ili ga je moguce zapisati u obliku umnoska ireducibilnog
polinoma i nekog polinoma ¢ ¢ije su nultocke po modulu jednake 1.
Bududéi da za svaku nultocku z € C trinoma f(z) vrijedi

1
|z =1

|2 =2 = 2N — 1) =1 = 2™ =

ta jednakost mora vrijediti za svaku nultocku £ polinoma g. Iz toga
zbog [€] = 1 slijedi [€¢ — 1| = 1. Posljednje dvije jednakosti, uz oznaku
¥ = x + iy, vode do sustava jednadzbi

2yt =1,
(x—1)2+y*=1.

Posljednja jednadZba raspisivanjem binoma (z — 1)? prelazi u 22 +y* =

2z, pa zbog prve jednadzbe mora biti x = % Sada je y = i?, odnosno
arg§{ = +%. Dakle,

é- _ e:l:ﬂ’/3.

To znadi da je g(x) = (z—e'™/3)(x —e™1"/3) = 22 —x +1, §to je i trebalo
pokazati. O

Lema 10. Neka je K oznaceno polje racionalnih, realnih odnosno kom-
pleksnih brojeva i neka je f € Klx] ireducibilni polinom. Ako f ima
nultocku & € C, tada f dijeli svaki polinom g € Klx] za koji vrijedi
g9(§) =0.

U dokazu ove leme koristi se sljedeéi dobro poznati rezultat u teoriji
polinoma.

Teorem 11 (Bézoutov identitet za polinome). Za svaki par polinoma
f,g € K[x] postoje polinomi u,v € K[x] takvi da vrijedi

u(z) f(z) +v(z)g(x) = NZD(f, g),

gdje NZD(f,g) oznacava najveéi zajednicki djelitelj polinoma f i g u
prstenu K|x].
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Dokaz Leme[Ill Neka su f,g € Klz] polinomi koji imaju zajednicku
nultocku £ € C i neka je f ireducibilan. Tada vrijedi

NZD(f,9) € {1, f} (12)

buduéi da je f djeljiv samo jedinicom prstena K[z] i samim sobom.
Pretpostavimo da je NZD(f,g) = 1. Iz teorema slijedi da pos-
toje polinomi u i v takvi da vrijedi u(z)f(z) + v(z)g(xz) = 1 za svaki
z € R. Buduéi da polinomi f i g imaju zajednicku nultocku &, lijeva
strana posljednje jednakosti iS¢ezava za x = £ Sto povlaéi 0 = 1, a to je
nemoguée. Prema tome, NZD(f,g) # 1 pa iz slijedi da mora biti
NZD(f,g) = f. Dakle, f dijeli g kako se i tvrdilo. O

Dokaz Teorema[d Neka je p morfni broj. Po definiciji, tada je u > 1
i vrijede jednakosti . Iz prve od te dvije jednakosti slijedi da je
u realna nultocka polinoma f(z) = 2™ —x — 1 za n = k. Bududi da
mnozenjem druge jednakosti u s p! slijedi !t — p! = 1, broj u je
ujedno i realna nultocka polinoma g(z) = 2™ — 2™ ! —1lzam=1+1.

Zam =n = 2je f(r) = g(x) = 22 — x — 1, odakle zbog pu > 11i
jednakosti slijedi p = ¢.

Neka su m,n > 3. Prema teoremu polinom f je ireducibilan.
Bududi da polinomi f i g imaju zajednicku nultocku p, iz leme [I0] slijedi
da f dijeli g. Dakle, polinom ¢ moze se zapisati u obliku umnoska
ireducibilnog polinoma f i nekog polinoma h, pa je prema lemi[9 nuzno
h(x) = 2% — 2 + 1, odnosno vrijedi

™ -z l=a" -z -1 -z +1), zcR

Gornja jednakost raspisivanjem desne strane prelazi u

o™ — ™l =" gt g 1 (13)
Ako su dva polinoma jednaka, tada nuzno imaju isti stupanj, pa iz jed-
nakosti slijedi m = n + 2. Uvrstavanjem u slijedi 2" — 23 =0,
odakle je n = 3. Bududi da je tada m = 5, polinomi f i ¢ su jednoznac¢no
odredeni i vrijedi

f)=2 -z —-1=q(x) i g(z)=2°"—2"—1=r(z).

U prethodnom je odjeljku pokazano da je plasti¢na konstanta jedinstvena

realna nultocka polinoma ¢ i r, pa vrijedi y = 9, ¢ime je dokaz zavrsen.
O
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4. Morfni brojevi u geometriji

Nagcin na koji je Hans van der Laan generalizirao Euklidovu geome-
trijsku definiciju zlatnog reza motivacija je za joS opéenitiju definiciju.
Cilj je ustanoviti postoje li jos neke (sloZenije) podjele zadane duzine
analogne onima koje su dali Euklid i van der Laan.

U geometrijskim definicijama zlatnog reza i plasti¢ne konstante du-
7ina AB dijeli na n dijelova, gdje je n = 2 u slucaju zlatnog reza a
n = 3 u slucaju plasticne konstante. No, sveukupno mozemo identifici-
rati N = w razli¢itih duzina na slici [1} odnosno na slici [2, buduéi
da se na AB nalazi ukupno n + 1 razli¢itih tocaka. Ako te duzine pore-

damo po duljini od najdulje do najkrace, npr. u niz dy,ds, ..., dy, tada
mora vrijediti Id‘iill\ =pzak=12,...,N—1, pri ¢emu je p = ¢ za
n = 2 odnosno p = 1 za n = 3. Uo¢imo da su duljine |dy|, |dz2|, ..., |dn|

uzastopni ¢lanovi geometrijskog niza s kolicnikom p. Otuda motivacija
za termin omgjerna dekompozicija koji je definiran u nastavku, a skovan
je za potrebe ovog teksta.

Definicija 12. Neka sun > 2 prirodni broj i A = Py, Py,...,P, = B
medusobno razlicite kolinearne tocke takve da vrijedi P, € Py,_1P, za
k=1,2,...,n—1. Ako vrijede jednakosti

x(()n) xén—l)

p=0 -0 (14)

xén—l) l_gn—l)

(n—1) xén—Q) xgn—Z)

_n — — —
- Ién—Q) - Ign—Q) - xgn—Q) -
2 1
:ﬁzﬁzﬁz...zwéz (15)
FO O R

gdje je xgs) = |P.Prys| zar =0,1,...,n — s, tada podjelu duzine AB
tockama Py, Ps, ..., P,_1 un dijelova nazivamo omjerna dekompozicija
reda n, a broj B nazivamo baza te dekompozicije.

Propozicija 13. Za bazu S omjerne dekompozicije reda n > 2 wvrijedi
8> 1.

Dokaz. Buduéi da su A, P,_1 i B medusobno razli¢ite tocke i P,_1 €

AB, odito je xén_l) = |AP,_1] < |AB| = xén) pa iz prve jednakosti
u slijedi tvrdnja. O
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Propozicija 14. Jednakosti (14) —(15)) podudaraju se s jednakostima
zan =2, odnosno s jednakostzma 1 zamn =3.

Dokaz. Tvrdnja propozicije slijedi raspisivanjem definicije [12] za n = 2,
odnosno za n = 3, uz oznake C' = P; i D = P,. Detalji su prepusteni
citatelju. O

Korolar 15. Baza omjerne dekompozicije reda 2, odnosno reda 3 jed-
naka je zlatnom rezu ¢, odnosno plasticnoj konstanti .

Sljedeéi teorem pokazuje da omjerna dekompozicija moze posluziti
kao geometrijska definicija morfnih brojeva.

Teorem 16. Broj p je morfni broj ako i samo ako je baza neke omjerne
dekompozicije.

Dokaz. Neka je p morfni broj. Zbog teorema [5| tada je nuzno p = ¢ ili
@ =, pa je prema korolaru [L5| 4 baza omjerne dekompozicije reda 2 ili
reda 3.

Neka je sada p jednak bazi § omjerne dekompozicije reda n duzine
AB. Uz oznake kao u definiciji iz slijedi

2 W) (M

x
B="0 B=" - B=—F- (16)
S 0,
Mnozenjem svih jednakosti u dobiva se
(1)
ﬁn_l = J:(O) . (17)
n
Po definiciji je 20" = |PyPo_1| = |PoPp| — |Po1Po| = 2{” — 2V,
a na slican nacin slijedi i :z:%" V= ( ) _ ( . Uvrstavanjem dobivenih
jednakosti u slijedi
(n) 2™ (1)
z : Lo —Tpa
B=—0 =20 " Tel (18)
ROO) o 2
Neka je radi jednostavnosti a = xél), b= xfll)l ic= a: = |AB|.

navedene oznake, jednakosti i mogu se zaplsatl u obliku

el G c . c—b
= - = = . 1
=g =t i p= (19)
Iz druge jednakosti u dobiva se
4 c¢c—b b c B
= = 1 —_ = - = 0
ﬂ c s g b ﬂ 1 (20)
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a zatim iz trece jednakosti u slijedi

c—b

c—a

c B _
5= p 1 11 1
%

_% %7ﬂn71:5+5n—1_ﬁn'

c‘\»—l‘c‘\»—l

Iz toga slijedi da 3% —1 = 8"*1 — 3" odnosno (8—1)(B+1) = *(3—1).
Prema propoziciji [I3] je B > 1, pa se dobivena jednakost moze podijeliti
brojem 3 — 1, sto daje

B+1=p". (21)
Jednakost je poseban slucaj prve jednakosti u za k =n. Za
zakljucak da je 8 morfni broj dovoljno je dokazati da S zadovoljava i

drugu jednakost u za neki [ € N. Iz k-te linije izmedu i
slijede jednakosti

n+l1—k n—=k n—k n—k
g:M QZM ﬁZM ﬁ::ﬂl(g—l)
zgn—k) ’ xgn—k)’ zgn—k)’ T x}gn—k)’
koje pomnozene daju
m(n+17k)
At = (22)
Ty,

Medusobnim mnozenjem jednakosti zasve k =1,2,...,n—1 dobiva

se
x(()n) xgnfl) xgnf2) x51222 xgn)

gN = e S — .. = , (23)
gn 1) xgn 2) xén 3) LM N

n—1 n—1

gdje je N = 2222 k= @ — 1 > 2. S obzirom na ranije uvedene oz-
nake a, b i ¢, iz (23) slijedi f~ = 7, a ta jednakost primjenom posljednje
jednakosti u (20)) prelazi u

g—1=p"N, (24)
Jednakost je poseban slucaj druge jednakosti u zal=N—1,
¢ime je dokaz zavrsen. O
Propozicija 17. Ne postoji omjerna dekompozicija reda n > 3.

Dokaz. Neka je n > 3 prirodni broj i pretpostavimo da je § baza omjerne
dekompozicije reda n. Tada je prema teoremu [16| 5 morfni broj za koji
je ispunjena jednakost, a prema teoremu je B € {p, v}
Pretpostavimo li da je f = ¢, tada je 8 nultocka polinoma p(z) =
22 —x —1, a zbog ujedno i nultocka polinoma f(x) = z™ —x — 1.
Buduéi da su prema teoremu [7] polinomi p i f ireducibilni, iz leme
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slijedi da p dijeli f i obratno. To znaci da su p i f jednaki, odakle je
2 =degp =deg f =n > 3, Sto je nemoguce.

Na analogan nacin pokazuje se da ne moze biti 5 = 1. Dakle, pret-
postavka da postoji omjerna dekompozicija reda n > 3 vodi proturjecju,
Sto potvrduje tvrdnju propozicije. O
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