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Postavljanje pitanja samima sebi

Jens Carstensen, Alija Muminagi¢

U ovom c¢lanku Zelimo pokazati kako postavljanjem pitanja samima sebi, nalazimo
puno interesantnih stvari. Krenuli smo od dobro poznatog (i zanimljivog) zadatka,
koji se moze rjeSavati na mnogo razli¢itih nacina (planimetrijski, trigonometrijski,
stereometrijski, pomocu analiticke geometrije), no odabrali smo rjeSavanje pomocu
kompleksnih brojeva i propitujuci se dolazimo do zanimljivih dokaza. Istina je da do
njih moZemo do¢i na razne nacine.

Promatrajmo ovaj zadatak.

Dana su tri povezana kvadrata: ABCD, BFEC, FGHE. DokaZimo

YHAG + YHBG + SHFG = 90°.
Rjesenje. Neka je JHAG = o, JHBG = f, JHFG = y = 45°. Tako je
o+ B +45° =90°, odakle je o + B = 45° = g Neka je |AB| = 1. Imamo

1 1 1 1
tgo = 3 tgf = X tgd5° =1, t. o =arctg 3 B =arctg X % =arctgl.
D C E H
o | B Y
A B F G
Slika 1.
Dokazat ¢emo
tex tarctgs = © (1)
arctg — +arctg — = —.
£2 8374
Kompleksni brojevi z; = 3 4+ i, zp = 2 4+ i imaju argumente:
1 1
arg(3 + i) = arctg 3 arg(2 4+ i) = arctg 5
Nadalje, zbog argz, + argz, = arg(z; - z2), imamo
arg(3+1i) +arg(2 +i) = arg((34+1)(2 +1i)) = arg(5(1 +1)) = 1

1. Sada se moZemo zapitati: za koje pozitivne cijele brojeve a i b vrijedi

t 1+ t ! 7'5{)
arctg — + arctg — = —7
ga gb 4
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Rjesenje. Tmamo (a+i)(b+1i) = k(1 +i) <= ab+ (a+b)i — 1 = k+ ki i nakon
izjednaCavanja realnih i imaginarnih dijelova dobivamo

ab—1=k a+b=k = ab—1=a+b < (a—1)(b-1)=2.

Dakle, a—1 =11 b—1 =2 (ili obrnuto) pa je jedno rjeSenje ve¢ nadeno: a = 2,
b=3.

2. Potrazimo sada za koje pozitivne cijele brojeve a, b, c vrijedi
1 1 1 n
arctg — +arctg — 4 arctg — = —. (2)
a b c 4

Rjesenje. Sada imamo:
(a+i))(b+i)c+i)=k(1+i) < abc—a—b—c+ (ab+bc+ca—1)i =k(1+1i)
te
abc—a—b—c=ab+ bc+ca—1. 3)
Treba odrediti sve uredene trojke (a, b, c) prirodnih brojeva takvih da vrijedi (3).
JednadZzbu (3) moZemo pisati u obliku
(a=1b-1)(c=1)=2(a+b+c—1).
Smjenom
x=a—1, y=b—-1, z=c—1
dobivamo

X 2
xz=2(x+y+z+2) < xy2<g+§+l+;>.

Ne smanjujuci opéenitost mozemo pretpostavti
a<b<c <<= x<y<z

Dobivamo

x oy 2

2(-4+=4+1+-) <2(1+1+1+2)=10

z z z

tj.
xy <10 <= (a—1)(b—1) < 10.

Zato su rjeSenja (a,b,c) € {(2,5,8),(2,4,13),(3,3,7)} jedina.

3. Dajemo i jedan geometrijski dokaz jednakosti

1 1 1 n
arctg§+arctg§+arctg§:1. (4)

Ovu formulu je dokazao austrijski matemati¢ar Schulz von Strassnitzky (1803.—1852.),
ali se dokaz Cesto pripisuje Zachariausu Daseu (1824.-1861.), kojeg su od milja nazivali
Covjek racunski stroj.

Sa slike 2 imamo:
1 1 1
iHAD:a:arcth, iKAG:B:arctgg, iCAB:y:arctgg.

(Kod posljednje jednakosti koristimo sli¢nost i Pitagorin poucak.)
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Slika 2.
Kako je AEFG kvadrat, slijedi SCAG = % i konatno a+ B+ vy =45° ili
t ! +arct ! +arct L_n
rctg — +arctg — +arctg - = —
arctg acg5 ach 1
4. Promatrajmo formule:
t : + t ! ﬂ
arctg - farctg - = —
g5 g 33
t : +arct : +arct !
rctg — +arctg - farctg - = —
arctg > 2ch5 arctg o
Odavde je
1 1
arctg§ = arctgg + arctg 3 (5)
Ispitajmo da li je (5) jedina ispravna formula!
Neka je
1 1
tg- = tg — tg —.
arc g3 arctg — + arc g5
U kompleksnoj notaciji je:
(a+iD)(b+i)=k(3+i) < ab— 1+ (a+b)i=3k+ki
paje ab—1 =3k, a+ b =k i odavde
ab—1=3(a+b) < (a—3)(b—-3)=10. (6)
Radi simetrije izmedu a i b dobivamo:
a—3=2, b—3=5 . a=5, b=23§,
i
a—3=1, b—-3=10 t. a=4, b=13
Dakle,
t : t : +arct : (7
arctg - = arctg - + arctg —
g 3 g 3 g g
(&)

1 1
arctg§ = arcth + arctg 3

Uvrstavanjem (7) i (8) u (1) dobivamo:
t ! + t ! + t ! r

arctg — +arctg — + arctg — = —

£2 &3 SR

1 1 T
arctgi +arcth +arctgﬁ = 1

(Usporedi i s (2).)
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5. Promatraju¢i formulu (5) uocavamo brojeve 3, 5, 8. Podsjetimo se: brojevi
definirani s

Fi=1 F,=1 Fyo=Fp1+F, za n>1 9
nazivaju se Fibonaccijevi! brojevi. Osim toga postoji i tzv. Cassinijev? identitet:
Fy_1Fniy = F2 4 (1) (10)
Pogledajmo $to dobivamo primjenjujudi istu metodu rjeSavanja kao u (1). Tada je
1 1 1
7o ZJrE . k(F+1i)=(a+i)(b+1).

Odavde dobivamo
kF+ki = ab—1+(a+b)i t. ab—1=kF i a+b=k, aodavde ab—1= (a+b)F

> (a—F)(b—F)=F +1. (11)
Ako u (10) pomaknemo indeks n — 2n, dobivamo
Foy_1Fopy1 = F3, + 1 (12)
1 stavimo
a=Fy_1+Fyu=Fyy, b=Fy+Fy=Fy, i F=F, (13)

Uvrstavanjem (13) u (11) dobivamo

(Fan—1 + Fap — F2,)(Faui1 + Fap — F2,) = Fau_1Fapy = F3, + 1.
Stoga (12) vrijedi.

Dakle,
1
arct =arct + arct .
& F2n 5 2n+1 & F2n+2
Npr.
tl t1+t1' tl t1+t1 (14)
arctg — = arctg — +arctg— i arctg— = arctg — + arctg —.
£3 g3 3 £3 13 &1
Tako je zbog (1) i (14):
T ) 1+ ) 1
— —arctg — + arctg —
4 £3 £3
t 1+ t 1+ t !
=arctg — + arctg — + arctg —
£3 g3 3
t 1+ t 1+ t ! + t !
—arctg — + arctg — + arctg — + arctg —.
£3 g5 £13 €21
Generaliziraj!
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