Polialternativne konacne sume u eksplicitnom obliku, 2. dio

Petar Svircevié!

Zadatak 13. Dokazimo
Sm)=1-34+3-545-7-7-9-9-11—11-13+...4+f3(n)(2n—1)(2n+ 1)

= (—2n* +6n—1) (l_sg“ ("ZS - VESJ)

(20 + 100 10) (1—sgn <n+4_ V+4J))

+ (6n” +6n — 19) (ISgn(nJrS{nJgSJ)) (74)
+ (2n” — 6n— 18) (1—Sg“ (%_ VZZJ»
+ (—2n% — 101 —9) (1Sgn (% VZIJ )>

+ (~6n2 —6n) (1-sen (%~ 2] )

Uputa. Buduéije S(n) = 4S3,(n) — S30(n), ako uvrstimo (60) i (71), dobivamo (74).
Provjera. 1 u ovom slu¢aju ¢emo napraviti malo detaljniju kontrolu formule (74).
Akojen=1, §(1)=1-3=3.
S1)=(-2-1"4+6-1-1)-14+0+0+0+0+0=3,
dakle formula je toc¢na.
Akojen=2,812)=1-34+3-5=18,aiz (74)
5(2)=0+(2-22+10-2—10)- 1 +0+0+0+0= 18,
dakle formula je to¢na.
Akojen=3,83)=1-34+3-5+5-7=53,aiz (74)
S(3):0+0+(6-32+6~3719)-1+0+O+0:53,
dakle formula je toc¢na.
Akojen=4,53)=1-343-5+5-7-7-9=—-10, a iz (74)
S(4)=0+0+0+(2-4°-6-4-18) - 1+0+0=—10,
dakle formula je toc¢na.
Akojen=35,805)=1-3+3-5+5-7-7-9-9-11=—-109, a iz (74)
S(5)=0+0+0+0+ (—2-52— 10-5—9) 140=—109,
dakle formula je toc¢na.
Akojen=6,86)=1-3+3-54+5-7-7-9—-9-11—11-13 =-252,aiz (74)
S(6)=0+0+0+0+0+ (—6-6"—6-6)-1=-252,
dakle formula je i ovdje to¢na.
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Zadatak 14. Dokazimo
S(n)=(la+b)+ (2a+b) — (Ba+b)— (4a+b)+ ...+ f2(n) (na+ b)

een(i-m (22 [5]) 75
+<an+a+2b)<1sgn<”+2 {HJ)) 7
os{1-sm (] on1-m -2

Uputa. Vidimo S(n) = aS»(n) + bS20(n), a iz (35) i (70) dobivamo (75).

Provjera. Ako je n = 2, izravnim ra¢unom dobijemo S(2) = (la +b) + (2a+b) =
3a+2b, aisto i pomocu (75): S(2) =0+ (2a+a+2b)+0+0=3a+2b.

Ako je n =5, izravno je S(5) = (la+b)+ (2a+b) — 3a+b) — (4a+b) +
(5a+b) = a+ b, a pomocu (75) je isto: S(5)=(a+b)1+0+0+0=a+b.

Zadatak 15. DokaZimo

S5.3(4n) Z fa (m)m® = —64n> — 24n* + 6n. (76)

Rjesenje. U rjeSenju ovoga zadatka ¢emo koristiti formule (34), (52) i (73):

S3(n) = % [—1 + (=) (4n® + 6n® — 1)} : (77)

—1
S23(4n) = Zm sgn< 1 7T>13+233343+53+63

— = (4n—1) = (4n)?

=(1° —33+53—...—(4n—1)3)+8(13—23+33—...—(2n)3)
=2 1-1P-2-2-1+2-3-1°—... = (2(2n) — 1)’ + 853(2n)
= 1655(2n) — 125,(2n) + 65,(2n) = ... = —64n* — 24n* + 6n,

dakle (76) je tocno.

Provjera. Ako je n =1, izravno je Sy3(4-1) =13 423 -3% - 43

= —82. Pomocu
(76) je S23(4-1)=—64 —24+6 = —82.

Zadatak 16. Dokazimo
Sis(n) =1 +23 =3 - 15516 — .+ fr(n)n®

3’ +3n—4 n+3 |n+3
=———|(1—sgn -
2 4 4 |
+2n3+3n273n74 1 n+27 n—+2
2 K 4 (78)
—3n* —3n n-+1 n-+1
" (1= _
S (e (- [])
—2n® —3n%+3n n n
= (s (5 15))
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Rjesenje. Koristimo (76):

P42 3344 . —4n—1)7—@n)’=—-¢n)’ - %(4;1)2 + %(4;1), (79)

3 3
P23 +4n—-2 -@n-17>=... = —5(4n - 1)2—5(4;1—1), (80)
P42 -3 -4 4+ @n-3"+@n-2)
(81)
:...:(4n72)3+%(4n72)27%(4}172)72,
P+23-33 44 —(an—4)P +@n-37=...= %(4,1— 3)%% (4n —3)—2. (82)
Od (82) do (79) lagano provjerimo (78).
Provjera. Provieraza n=>5. Dakle $)3(5) =12 +2% -3 -4*+5 = ... =43,a
pomocu (78) se dobiva ista vrijednost:
- 3.543.5-4 543 |5+43
52,3(5):+ <lsgn<% {%J)) +0-04+0=...=43

Zadatak 17. Dokazimo
Sm)=1-2-342-3-4-3-4.5—-4.5-64+...+fr(n)n(n+1)(n+2)

3n2—|—9n( <n+3 {n—i—?aJ))
= ———— (1 —sgn -
2 4 4
+2n3+9n2+7n—6 | — sen n—|—2_ n+2
2 874 4 (83)
+73n279n—6 | een (ML [ntd
2 M\ 74 4

P2 (2 [2])).

Uputa. Vidimo S(n) = S»3(n) + 3S22(n) + 25,1(n), pa ako uvrstimo (78), (55) i
(35), dobivamo (83).

Provjera. Provjeraza n = 3. Izravno je S(3) = 1-2-3+42-3.4-3.4.5= ... = =30,
a pomocu (83) dobivamo istu vrijednost.

Zadatak 18. Dokazimo
Si3(6n) =13 4+2°+3 -4 -5 -6 ...~ (6n—2) — (6n— 1)’ — (6n)’

o= 81 4 36 =~ = 9<f”)2 +24(6n) .
Uputa.
Siz(on)= (P =4 +7 - .. —(6n-2))+ (2 -5 +8 —... —(6n—1))
+ (3649 - —()') = (312" - (3-2-2+(3:3-2)"
—...—(3(2n) —2)%)
+(3*-6+9—...—(6n))
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=(3-1-27-3-2-27+—...—(3-(2n) —2)")
+(B3-1-1P-3-2-1P+3-3-1°—...—3@2n) - 1))
+27(1° =23 +3° — ...~ (2n)*)
=...=815;(2n) — 815,(2n) + 455,(2n).
Ovdje koristimo (77), (54) i (34): umjesto n stavljamo 2n i dobivamo (84).
Provjera. Akoje n=1,tadaje S(6-1)=13+23+33-43 -5 63 = -369.
Pomocu (84) dobivamo istu vrijednost: S(6-1) = —324-1>—81-124+36-1 = —369.
Zadatak 19. DokaZzimo opceniti slucaj
S35(n) =P +22 43 -4 -5 63 4.+ fs(n)°

_—2n3+9n2+24n—27< e (n+5 VHJ))
4 6

+2n3+15n240(lsgn<n+4 V+ J))
4 6

+

6n3+9n2724n7271 3
O (e (N2 M) ))
203 — 9 — 24n n+2 n-+
P (e (1))
fn3715n2+131 n+1

S (e ()

i 3_
P (g (2 |2]).

Rjesenje. 1z (80) redom slijedi:
6 (6n)° —9(6n)* + 24(6n)

P4 —(6n—1) —(6n)’ = —324n> — 81n* + 36n = — : ,
(86)

3 2
By —(6n—2]—(en—1) =. = —206n=1 _i5(6”_1) 13 87

3 2
Poo—(en—3—(en—2) =.. = 26=2 _9(6”4_2) —24(6n=2) - gg)
By 4 (6n—4) 4 (6n—3) = _ 6(6n—3)"+9(6n—3)" —24 (6n —3) -

: ,
(89)

3 2
P b (6n—5) +(n—da) = =206n=% Hj(é’%‘” —40 (90
P 4 (6n— 6]+ (6n— 5) = _ —2(6n—5) +9(6n—5)" +24(6n—5) — 27
=...= ; .
91)

Analogno kao u prethodnim zadatcima vidimo da vrijedi (85).
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Provjera. Provjerimo (85) za n = 7. Dakle izravno je 13423433 —4°-53-634+73 =
—26 ili pomocu (85):

_ 2. 749.774+2-274.7 7+5 |7+5
S33(7) = ) <lsgn <T {TJ )) =...=-26.

Zadatak 20. Dokazimo
Sn)=1-2-3+2-3-443-4-5-4-5-6-5-6-7—-6-7-8
+...+folmn(n+1)(n+2)

2n3+3n2+38n15< (n+5 VHJ)
= y) 1 —sgn .

+2n3+21n2+34n—48 - n+4 |n+4
4 876 6

6n3+27n2+6n63< (n+3 Ln+3
+ 1 —sgn

(92)

4
2n3—3n2—38n—48( <n+2
1 1 —sgn

+—2n3—21n2—34n—15 (l—sgn<n+1 n+ J))
4 6 6
—6n° — 2702 + 18n | n n
+ 4 (1-sen(5-[5)))-

Uputa. S(n) = S33(n) + 3S32(n) +283,1(n) =

Provjera. Za n =1 izravno je S(1) = 1-2-3 = 6, a ista vrijednost se dobije i pomocu
—2-1P+3-12438-1-15 5 |1+5
(92): S(1) = i i (1— gn( + {LJ)>+O+O+

4 6 6
0+0+0=6.

Za n =2 izravno je S(2) = 1-2-3+2-3-4 = 30, a ista vrijednost se dobiva i pomocu
2.2%421-224+34.2—48 2+4 2+4
(92): S(2)=0+ i i (lsgn(LLLJ>)+O+

4 6 6
0+0+0=30.

Napomena 5. 1z dosada$njih razmatranja heuristicki zaklju¢ujemo

“ e (e (5 [5]))

j=0 i=0

Skx(n

Jasno je, da bi razmatranje ovih opéenitijih oblika bilo vrlo zahtjevno.

Napomena 6. Sada ¢emo navesti nekoliko primjera, koji se odnose na bialternativne
konvergentne redove.
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Zadatak 21. DokaZimo da je suma bialternativnog reda

fon) 1 1 1 1 1 1 1 1 1 T 1
— =t - — = — = -4+ —-—=—= —+...=—4+-In2.
2 1t273 347576 789" 2" (89)
Rjesenje. U matemati¢koj analizi su izvedene ove sume konvergentnih redova
1 1 1 1 T
l--+-—z4+-—...=—
3+5 7+9 4’ ©0)
1 1 1 1
l—--+-—-4+-—...=1n2. 1
2737175 ! oD

Ako (90) i (91) uvrstimo u

Zf2 (1 1+1 1+1 +111+1 1+1
~\1 3 5 7 9 ) 2\t 2 3 4 5 )7

dob1vam0 (89).
Napomena 7. Vidljivo je, da se (89) moZe prikazati u obliku alternativnog reda
3 7 11 15 r 1
— —— 4+ — ——+...= -+ -In2 < 1.132.
12 34756 78 g tphrsll
Nadalje moZe se pokazati, da mu je konvergencija ubrzana ovom transformacijom, §to
se moZe provjeriti i pomocu racunala.

Zadatak 22 Dokaiimo

fa(n 1 1 1 1 1 _ .
Z ——+1——§—3—+ +§—..—cosl—|—sml (92)
Rjesenje. 1z matematicke analize poznati su ovi razvoji u Taylorov red:
P RO S o)
cos x =0l " 21 + o sin x =3 + 51 koji vrijede za svako realno x.

Ako te formule zbrojimo i specijaliziramo za x = 1, dobijemo (92).

Zadatak 23. Dokazimo
1 1 1 1 1 1 1 1

e — - — 4 -4+ ————— 4 ... =1—¢'4+1n2. 93
ST TR T TR S T ¢ T ©3)
0 1 2 3 4
Rjesenje. Ako u razvoj a—l—x——l—x——i—%—i—x——i— = ¢" uvrstimo x = —1,
1 1 1
dobijemo — — — + — — —+...=1—e¢"" pa ako ovoj jednakosti dodamo (91),

1! 31 41
dobivamo (93).

Zadatak 24. Dokazimo

11 1 1 1 1 1 1 I
ptE e wteta g at Tt oy o4
Rjesenje.  Ako iskoristimo jednakosti — — l + l — i + ... = ”—2
‘ 12 22 32 42 12
| S U B it N L
T + EraT 4+ ... = 70" koje se dobiju iz specijaliziranog Taylorovog

reda, sumiranjem slijedi (94).
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Zadatak 25. Ako je k € {1,2,3,...}, dokazimo
1 1 1 1

2.k 23 .. (k+D) 34 .. (ht2) 45 .. (ki3
k*ln N i
:?k—ll)?* (k—ll)! {(k Cee () (1%)
++ (1) (1—%+...+(—1)"k_%>}

Uputa. Vidimo, da ako bi ovu monoalternativhu sumu specijalizirali za k = 1, dobili
bismo (91). No, ako bi ju htjeli dokazati, posli bismo od veze

w0
1 1 i

x(x+1)-...-(x+n) ol ;(7 )lx—i—i '

)+...

iz koje se vidi kako se recipro¢na vrijednost produkta uzastopnih binoma rastavlja
u parcijalne razlomke. Svakako, da i u ovome zadatku koristimo veze (90) i (91).
Opsirnije upute mogu se vidjeti u [2].

Zadatak 26. Dokazimo da vrijedi nejednakost

1 1 1 1
- + - +...
1-2-...-k 2:3-...-(k+1) 3-4-...-(k+2) 4-5-...-(k+3)

< 2¢=11n2

S k-1

Uputa. Ova nejednakost slijedi iz zadatka 225, dakle ova alternativna beskonacna
suma ima transcendentalnu vrijednost. Napomenimo da dokaz ove nejednakosti i nije
odviSe jednostavan, kada bi se posebno traZilo njezino dokazivanje.

Zakljucak

U mnogim granama matematike pojavljuju se monoalternativni kona¢ni i beskonacni
konvergentni redovi, a ovdje smo se pozabavili s polialternativnim redovima i uocili da
su njihove eksplicitne sume dosta glomazne i nije ih nuZno primjenjivati za sumiranje
malog broja ¢lanova, ali ako se treba izvrSiti sumiranje velikog broja ¢lanova, tada one
imaju prakti¢nu primjenu. Svakako, da bi se trebalo pomocu racunala testirati vrijeme
izvodenja operacija sumiranja i da se odgovori na pitanje kada govorimo o velikom broju
sumirajucih ¢lanova i prakti¢nosti primjene izvedenih formula. Na kraju napomenimo,
da bi bilo zanimljivo promatrati i sume s varijabilnim ¢lanovima i za ocekivati je, da bi
obrada tih slucajeva bila znatno sloZenija.
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