Numericki izracun derivacije funkcije u tocki preko brzine I

Roko Pesié!

S definicijom brzine susreli ste se ve¢ u osnovnoj skoli. Kako se ona definira? Kao
§to je dobro poznato, promatramo gibanje tijela na nekom intervalu puta As i prijedeni
put podijelimo s vremenskim intervalom Ar potrebnim da ga ono prijede. Dobiveni
kvocijent naziva se srednjom brzinom v na tom putu:

As
e (1)

Potrebno je naglasiti da se, u opéem slu¢aju nejednolikog gibanja, tijelo stvarno ne
giba srednjom brzinom, nego tzv. pravom ili trenutnom brzinom — brzinom koju ono
ima u odredenom trenutku gibanja, a koja se u pojedinim tockama puta moZe znatno
razlikovati od srednje brzine. Dakle, srednja brzina tijela nije stvarna brzina kojom se
tijelo giba, nego samo zamiSljena brzina, kojom bi se ono na ¢itavom putu moralo
jednoliko gibati, da bi taj put prevalilo u istom vremenu, u kojem ga stvarno prevali
gibajuci se nejednoliko (1). Zanima nas moZe li se i kako odrediti prava ili trenutna
brzina tijela u bilo kojem trenutku gibanja. Ovdje ¢emo pokuSati odgovoriti na ovo
pitanje konkretnim numerickim primjerom. Za pocetak, razumno je pretpostaviti da Sto
je vrijeme motrenja krace, to ¢e se srednja brzina manje razlikovati od prave. ZaSto?
Intuitivno je jasno da u vrlo kratkim vremenskim intervalima tijelo, da se tako izrazimo,
“nema dovoljno vremena” za znacajnu promjenu brzine, pa ¢e se srednja brzina u tom
vrlo kratkom intervalu neznatno razlikovati od prave brzine. No, prije nego to i egzaktno
provjerimo, treba definirati gore spomenutu trenutnu brzinu gibanja tijela.

V=

Na slici la prikazana je ovisnost prijedenog puta s o vremenu ¢ koja opisuje
neko nejednoliko gibanje, matemati¢ki reeno, put je funkcija vremena: s = s(z).
Pretpostavimo da smo izmjerili polozaj s; tijela u trenutku #; i poloZaj s, u nekom
trenutku #, > t;. Prema definiciji (1) srednja brzina tijela je:
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Slika 1a.
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Zanima nas kolika je trenutna brzina u tocki P putanje, u trenutku 7y, pod uvjetom
daje 11 <ty < t, (slika la).

BT Vo, sty t, 10t

Slika 1b.

Zamislimo sada da se vremenski interval At =, —#; smanjuje, odnosno da se tocka
t; na apscisi pribliZzava tocki fy slijeva, a tocka #, zdesna (slika 1b).

Smanjivanjem intervala At¢, njegove krajnje tocke s koordinatama (#1,s1) i (f2,52)
“klizit ée” po krivulji sve blize i blize tocki P(z,s0), dok se naposljetku potpuno ne
“stope” s njom (slika Ic).

Ako kroz te dvije tocke provucemo sekantu (pravac koji sijece krivulju u tim tockama)
priblizavanjem spomenutih dviju to¢aka, ona ée se sve vise priblizavati tocki P, da bi
ju u konacnici dodirnula ili, kako se to u matematici kaze, postala tangenta na krivulju
u tocki P (slika 1c).

Slika Ic.
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U grani¢nom slucaju kada vremenski interval A+ — 0, srednja brzina v bit ¢e jednaka
pravoj ili trenutnoj brzini v tijela u trenutku 7, Sto piSemo:
As ds
v(tg) = lim — = —|,—, = vo. 3
(t0) = fim % = Gl=o =0 )
Matematickom terminologijom receno, trenutna brzina tijela jednaka je derivaciji puta
po vremenu. JoS preciznije, trenutna brzina v tijela u tocki P putanje jednaka je iznosu
derivacije funkcije prijedenog puta s = s(z), ako je ona dovoljno glatka, po neovisnoj
(vremenskoj) varijabli u trenutku #y.

Pokazat ¢emo kako definicija (3) funkcionira u praksi, numerickim izracunom
derivacije funkcije s = s(¢) u to¢ki, $to je, u stvari, isto §to i odredenje iznosa prave
brzine tijela u nekom trenutku na konkretnom primjeru.

Primjer 1. Neko tijelo giba se nejednoliko, na nacin da prijedeni put ovisi o vremenu
po zakonu: s(f) = A [m], gdje je A =1 Es konstanta. U pocetnom trenutku ¢ = 0
tijelo se nalazi u tocki s = 0. Nadimo iznos brzine tijela dvije sekunde nakon pocetka
gibanja.

Rjesenje. Primijenit ¢emo racunski postupak smanjivanja vremenskog intervala Ar,
prikazan na slikama la—1lc, na funkciju s(¢) = A#*, te koriste¢i definiciju (3), izracunat
demo numericki iznos njene derivacije (odnosno trenutne brzine tijela) u tocki P(2,8).
Najprije ¢emo izraCunati predene putove za razliite vrijednosti vremena kao Sto je
prikazano u tablici.

vrijeme [¢]/s  prijedeni put [s(f) = £]/m

=10 s1=0
h=1/3 s =1/27
3 =2/3 s3 =8/27
=1 s4 =1
ts =4/3 s5 = 64/27
tc=5/3 s¢ = 125/27
t7 =16/9 s7 = 4096/729
g =17/9 sg = 4913/729
2 8
tio = 19/9 s10 = 6859/729
th =20/9 s11 = 8000/729
tp=17/3 s1p = 343/27
t13 =38/3 s13 = 512/27
ty =3 s1g =27
t1s = 10/3 s15 = 1000/27
tie = 11/3 s16 = 1331/27
ti7 =4 s;7 = 64
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Izostavljajudi jedinice za vrijeme i put, radi jednostavnosti, matemati¢kim rjecnikom
reCeno, promatramo spomenutu (kubnu) funkciju na intervalu [0,4] koji sadrzi to¢ku
P(2,8) u kojoj trazimo derivaciju te funkcije.

. As; Si — Sj . . . . .
Uvedimo oznaku v ﬁ’ gdje su indeksi sukcesivno i = 17,16,...,10, te
J i
j=1,2,...,8. UvrStavajem numeric¢ke vrijednosti iz tablice dobivamo:
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Slika 2.

L L o As R .
Vidimo da se smanjivanjem intervala Ar kvocijent ~ asimptotski priblizava brojci

12, kao Sto se lijepo moZe vidjeti na slici 2. 1z toga, te iz definicije (3), zakljuéujemo da
iznos trenutne brzine dvije sekunde nakon pocetka gibanja mora biti upravo v = 12 m/s,
jer je to iznos derivacije funkcije s(¢) = £ u tocki P.

Taj rezultat moZemo provjeriti standardnim postupkom deriviranja iste funkcije.

d
Naime, derivacija funkcije s(f) = A® je d—j = 3Af?, §to je prema definiciji (3) prava

. .. . . . m
brzina tijela, pa uvrStavanjem t =2s, A =1 m/s3 dobivamo: v,—p =3-1-22 =12 —,
S
S$to se potpuno slaze s prethodnim prorac¢unom.
Time smo ilustrirali intuitivnu pretpostavku da, kada se vremenski interval
neograni¢eno smanjuje, srednja brzina se sve viSe pribliZava trenutnoj brzini u odredenom

trenutku gibanja, §to piSemo: Ar - 0 = v — v $§to proizlazi iz definicije (3) trenutne
brzine.
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