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AMAR BaSi¢', Aipa RizvaNovi¢?, BELMA ALIHODZIC?

Zadaci za lll. razred

cos a sin
+

cos B sin B

dokazati da onda vrijedi
cos’ sin’
B sivp

Ccos & sin

1. Ako vrijedi jednakost -1, (cos B #0, sin 8 ¢O), treba

=1, (cos a #0, sin « ;tO).

2. Treba nadi sve prirodne brojeve n manje od 100 kojima je zbroj znamenaka u
dekadskom zapisu jednak zbroju znamenaka u binarnom zapisu.

3. Dane su kruznica k s centrom u tocki O i tocka A € k . Na pravcu OA uocena je
tocka C takva da vrijedi poredak (O—A—C) idaje OA=AC (tj. Cje simetric-
na tocki O s obzirom na toc¢ku A). Neka je tocka B srediste duzine AC . Uotena
jeitocka Q €k takva daje kut ZAOQ tup. Neka se pravac QO i simetrala du-
%ine CQ sijeku u tocki P. Treba dokazati da je |£POB|=2|£PBO|.

4. U utrci je nastupalo 100 natjecatelja i nikoja dva nisu utrku zavrsila s istim vre-
menom. Svakom je natjecatelju na kraju utrke postavljeno pitanje na kojem je
mjestu zavrsio utrku i svi su odgovorili brojem izmedu 1 i 100. Zbroj svih odgo-
vora iznosi 4000. Koji je najmanji broj krivih odgovora koje su natjecatelji mogli
dati? Odgovor detaljno obrazloziti.

'Amar Basi¢, II. gimnazija, Sarajevo, BIH
*Aida Rizvanovi¢, Prosvjetno-pedagoski zavod Kantona Sarajevo, BIH
*Belma Alihodzi¢, Prva bo$njacka gimnazija, Sarajevo, BIH
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ZADACI | RIESENJA KANTONALNOG NATJECANJA...

RjesSenja zadataka za treéi razred:

Zadatak 1.:

Prvo rjesenje: 1z danog uvjeta zadatka

Primjenjujuci sada jednakosti (1), (2) i (3) dobivamo

__cos’ Bcos Bsina +sin’ Bsin fcosa

cosa sina

+

cosasin B =—cos B(sina +sin )

sina cos B = —sin B(cos a + cos B)

cos’ B N sin® 8 cos’ Bsina +sin’ fcosa

=—1 imamo da vrijedi:

cosfB  sinf
2sin(a+ ) =—sin2p

cosx sina sinaxcosa

sina cosa

—sin fcos® B(cosa+cos B) — cos Bsin® B(sina +sin B)

sinacosa

—sinﬁcosﬂ[cosﬂ(cosa +cos B) +sin B(sina + sin ﬁ)]

sinacosa
—sinﬁcosﬁ[l + cos(a—ﬁ)]
sina cosa
—sin2ﬂ|:1 + cos(Oc - ﬁ)]
sin2a
—sin2 —sin2fB cos(a — f)
sin2a

—sin2+2sin(a+ ) cos(a— )

sin2a

—sin2f +sin2a +sin2f .
sin2a

>

§to je i trebalo dokazati.
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sina
Drugo rjesenje: Neka je sin § = x, cos f = yi —— = ¢. Tada iz danog uvjeta zadatka
sin
cosa sina . . cosa
+——=—1 imamo daje =—1—c.
cosf sinf cos
Sada dobivamo da vrijedi
X’ + y2 =1

(ex)’ +((~1=0)y) =1.
Rjesavajuci gore dobiveni sustav jednadzbi po x* i y* dobivamo
2_c2+2c 2_l—c2
14200 7 Tl

Kona¢no je

cos’ B sin’ B y? x’ 1-¢* +2c c+2  c—1
cosa sina —l—-c ¢ (—C—l)(2(3+1) C(26+1) 2c+1 2c+1

§to je i trebalo dokazati.

Zadatak 2.:

Rjesenje: Oznatimo redom sa S, (1) i S, (1) zbroj znamenaka prirodnog broja n u
dekadskom, odnosno binarnom sustavu.

Kako je n<100<2, to broj n u binarnom sustavu ima najvise 7 znamenaka, pa je
S, (n)<7.Nekaje a,a.a,a,a,a,a, zapis broja n ubinarnom sustavu, pri ¢cemu dopu-
$tamo da on pocinje i s odredenim brojem nula.
Kako je tada
n=a -2° +a, -2 +a, -2 +a, -2 +a, -2 +a, 2! +a, 2%,

toje n= ((ao +a,+a, +a6)—(a1 +a, +a5)) (mod3).
Odavde, kako je

n=S,(n)=Ss,(n)= ((% +a,+a, + a6)+ (“1 +a, + as)) (mod3),
nalazimo da je 2(&11 +a, +a5) =0 (mod3), odnosno (al +a, +a5) €{0,3} (jer je
0<a, +a,+a;<3).
Sada mozemo razlikovati dva slucaja:
« Neka je a,=a,=a,=0. Tada je S,(n)<4. Zato je a,=0 jer bi u suprot-

nom bilo n =64, odakle je S, (n)27, §to je nemoguce. Dakle, S, (n)$3, te
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ZADACI | RIESENJA KANTONALNOG NATJECANJA...

je n<2'+2*+2°=21 i n=a, (mod4), gdje je a, €{0,1}. Dobivamo da je
n € {21,20,12,2,1} . Provjerom dobivamo da su rjesenja n=1,n=20 i n=21.

« Nekaje a,=a,=a,=1.Tadaje n=2°+2"+2'=42,paje S,,(n)=5. Primi-
jetimo da je a, =0 jer bi u suprotnom bilo n=2°+2°+2’+2' =106. Zato je
S,, (n) 6. 1z ovoga zaklju¢ujemo da je n € {60, 51,42, 50} . Provjerom dobiva-
mo da ni jedan broj iz ovog skupa nije rjeSenje.

Zaklju¢ujemo da su jedine vrijednosti prirodnog broja n, n <100 koje zadovoljavaju

uvjet zadatkan=1,n=20in=21.

Zadatak 3.:

Prvo rjesenje:

ol AN

Neka je S tocka na duzini CP takva da je |PS|=|PO
, pa iz @=m=l slijedi da su trokuti ACBS i
lcs| |co| 2

ACSO sli¢ni, i odavde je |SB|=%|OS|=|SM| i

, a M srediste duzine OS.

Tada je |CS|=|QO|=|CA

|£SOP|=|£0SP| =180°—|£CSO| =180°—|£ CBS| =|£ OBS| .

Prema tome, PSi PO su tangente na opisanu kruznicu trokuta ABSO, a BP je njegova

simedijana. Sada je

|£OBP|=|£MBS| =

180°—|£BSM| _|£CSB|+|,0SP| |,COS|+|,SOP| _|£BOP|
2 B 2 B 2 o2
$to smo i trebali dokazati.
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Drugo rjesenje: Koristit ¢emo poznatu tvrdnju da u trokutu AABC vrijedi a =20

ako i samo ako je a’> =b” +bc.
Ako ozna¢imo |OA|=r i |PC| = x, dovoljno je dokazati da je
3 1 1
|PB|2 = |PO|2 + |PO| : |OB| =(x- r)2 +?r(x —r)=x" —Erx —Erz.
Ovo odmah slijedi iz Stewartova teorema za trokut AOPC, jer je
3, r3r , 1 1,

|PB|2=l(x—r)2+—x ———=x"——rx——r".
4 4 2 2 2 2

Trece rjesenje: Oznacimo |LPOC| =a, AOQC| =[5, ineka je |OA| =1. Dovoljno je

dokazati 3
@ ~ singa ~
= " 1+2cosc.
|OP| singa

Po teoremu o sinusima imamo da je

1_ |OQ| _sinZ0CQ sin(a— )
2 |oc|] sinz0QC  sinf

=sinactgf - cosa

pa dobivamo

i odavde

ctgf 2sina(1+2cosa)
p 5+4cosa '

sina
sin(a—B)
|QC| _ sina _sina_ 5+4cosa
2cos B 2sin(a—pB)cosf sinfcosf 2+4cosa’

Dalje, kako je |QC| =

@p|=

to imamo da je
3

|OP|:|QP|_1: 2+4cosa

|oB

3
Konatno, iz |OB| = 5 slijedi ﬁ =1+2cosa, $to smo i trebali dokazati.
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Zadatak 4.:

Rjesenje: Da su svi natjecatelji to¢no odgovorili na kojem su mjestu zavrsili utrku,
zbroj njihovih odgovora iznosio bi

1+2+3+...+100=5050.

Dakle, neki su natjecatelji preuvelicali svoj rezultat, a najmanji broj krivih odgovora
postigao bi se ako bi natjecatelji na zadnjim pozicijama rekli da su bili prvi.

Ako bi n natjecatelja s kraja poretka pogresno odgovorilo da su bili prvi, zbroj odgo-
vora iznosio bi

1+2+...+(100—n)+1+1+,,,+1=(100_”)’(100—”+1)+n.

2

Neposrednom provjerom mozemo zakljuciti da je za n = 11 zbroj jednak 4016, sto je
vece od 4000, a za n = 12 zbroj iznosi 3928.

Dakle, da bi zbroj iznosio to¢no 4000, uz najmanji broj krivih odgovora, potrebno
je da 11 natjecatelja s kraja poretka kaze da su bili prvi, a s obzirom da je razlika do
4016 jednaka 16, dovoljno je da natjecatelj koji je stigao kao sedamnaesti kaze da je
bio prvi.

Dakle, minimalno 12 natjecatelja dalo je krivi odgovor.

Zadaci za IV. razred

1. Zatrirazlidita realna broja a, b, ¢, abc # 0 vrijede jednakosti:
2 2 2
at—=b+t—=c+—=p,
b c a
pri ¢emu je p realan broj. Treba dokazati da je abc+2p=0.
2. Dana je 8 x 8 Sahovska ploc¢a. Na koliko nac¢ina mozemo odabrati 56 polja na
ploci, tako da istovremeno vrijedi:
a) odabrana su sva crna polja,

b) u svakom redu i svakom stupcu odabrano je to¢no 7 polja.
3. Principom matematicke indukcije treba dokazati
tgx+otg b ety = ctg S —2ctg2
x+—tg—+...+—tg—=—ctg——2ctg2x,
8 2 g2 2" g2" 2" gZ" 8
gdjeje n=0,1,2,...

4. Treba dokazati da vrijedi nejednakost
ab bc ca

c(ab+c) +a(bc+a)+b(ca+b)

3
==,
4

gdje su a,b,c>0 i a’ +b* +c* =abc.
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RjesSenja zadataka za Cetvrti razred:

Zadatak 1.:
Eliminirajmo varijable da bismo izrazili dane jednakosti po b i p. Imamo:
2 bp-2 1 b
a= p —_—— <> —_=
b b a bp-2
Dalje imamo:
2 2b bp’—2p—2b 1 bp—2
a bp—2 bp—2 c bp —2p—-2b
Konacno imamo:
2 2bp—4
b=p——=p-————.
c bp~—2p—2b

Sredivanjem ove jednakosti dobivamo:
b*(p* —2)+b(2p—p*)+(2p* —4)=0
tj. dobivamo da je (p2 - 2)(102 —-bp+ 2) =0.

Ako je p*> #2, b mora biti rje$enje jednadzbe x° — px+2 =0, a zbog simetri¢nosti,

i aicmoraju biti rjeSenja ove jednadzbe. Ali ovo je nemoguce, jer su a, b i c razlic¢iti

brojevi.

Dakle, mora vrijediti p* =2, paje p= V2 ili je p= —/2. Lako se provjeri da obje

vrijednosti za p vode sljedecem skupu rjesenja:

t—2 2

= p N b = t’ c=— p
2 Pt

pri ¢emu je t #0,—. Za ova rjeSenja vrijedi abc =—2p.
p

a

>

Zadatak 2.:

Ocigledno je ovaj problem jednak problemu odabira 8 bijelih polja, pri ¢emu se u
svakom redu i svakom stupcu nalazi to¢no jedno odabrano polje.

Okrenimo $ahovsku plocu tako da je polje u prvom redu i prvom stupcu bijelo. Neka
je a, stupac u kojem se nalazi odabrano bijelo polje u redu i. Tada je i a, permuta-

cija skupa {1,2, 3,4,5,6, 7,8} , i a ima istu parnost kao i.

Postoje Cetiri odabira za a (a, € {1,3,5,7}), tri za a,(a, € {1,3,5,7}\ a,), dvazaai
jedan za a,. Poslije ovih odabira, opet imamo ¢etiri odabira za a,trizaa, dva za a,

ijedan zaa,
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Ova dva odabira (za parne i neparne redove) su nezavisna, pa ukupno imamo
2 . . .
(4!)° =576 natina da provedemo na$ odabir.

Zadatak 3.:
Kratkoce radi, oznacimo lijevu stranu jednakosti sa S .

1) Za n =0 jednakost je zadovoljena, tj.

te?x 1—-1+tg’x 1 1—tg’ x
S=tgx=g = 8 X _ -2 &

0 =ctgx—2ctg2x.

tgx tgx B tgx 2tgx
Za n = 1 jednakost je takoder zadovoljena, tj.
x sinx+1—cosx_281n2x+cosx—coszx

1
S, =tgx+—tg—= - -
2 72 cosx 2sinx 2sinxcosx

2 .2 2 2 2 2
cosx+cos” x+2sin"x—2cos"x cosx+cos  x+2sin”" x—2cos” x

2sinxcosx 2sinxcosx
cosx(1+cosx) 2cos2x 1+ cosx
= - - = - —2ctg2x
2sinxcosx 2sinxcosx 2sinx

L teX —2cte2
=—ctg——2ctg2x.
2B, TS

Pretpostavimo da je jednakost zadovoljena i za n=k—1=0 i dokazimo da je ona
zadovoljenaiza n=k.

Zaista,
_ I x 1 x 1 x
S, =S, +2—ktg2—k = ctg—zk_1 —2ctg2x +2—ktg2—k
oetg— g |- 2ctg2
=—|2ctg—— +tg— | —2ctg2x.
ok Bk T8k &
Radi kratkoce pisanja uvedimo zamjenu —- =y, pri Cemu Ce izraz u zagradi popri-
miti oblik: 2

2ctg2y+ tgy = ctg2y+ (ctg2y+ tgy)
cosZycosy+sin2ysiny_C

g2y + cos(2y—y)

ctg2y + - :
sin2ycosy sin2ycosy

cos2y 4 1 1+cos2y

x
= =ctg y=ctg—.
sin2y sin2y sin2y & 8 2k
Prema tome je

1 x
S, —Z—kctgz—k—2ctg2x.

Ovim je zadana jednakost dokazana.
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Zadatak 4.:

Koriste¢i CBS nejednakost za n = 2 imamo:

2
a b 2 2
a’+¢? ! Nk o '[(\/a2+cz) +(\/b2+cz)}
= \/a2+cz+

a
\/az +¢?

odnosno

a’ 4 b’
a+cd b +c’
§to je ekvivalentno

1

b
Vb +¢?

(az+b2 +262)2(a+b)2 =4ab,

ab

Analogno imamo jo$ dvije nejednakosti:

1 b’ 4 ¢ - bc
4\’ +a> A+a’) albc+a)’
o ac
“blac+b)

1 ¢ " a’
4\ +v a2+

a’ b’ ab ab
4\a*+ v+ a2+ 423 abe+c® clab+c)

()

(3)

Nakon zbrajanja nejednakosti (1), (2) i (3) dobivamo danu nejednakost.

Jednakost vrijedi ako i samo ako je a=b=c, tj. ako je

3a2=a3=>a2(a—3)=0=>a=3,

jer a = 0 otpada. Dakle, vrijedi jednakost ako i samo ako je a=b=c=3.
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