JEDNA VAZNA GEOMETRIJSKA NEJEDNAKOST...

Jedna vazna geometrijska nejedna-
kost o trokutu i njezino poboljSanje

BELMA ALIHODZICG!, SEFKET ARSLANAGIG?

Dokazivanje nejednakosti u nastavi matematike predstavlja vrlo vazan i krea-
tivan posao. Zadatci u vezi s nejednakosti ¢esto se daju na raznim natjecanjima iz
matematike. U ovom ¢emo ¢lanku poceti od algebarske nejednakosti:

a b c 3
+——t >,
b+c c+a a+tb 2

(1)

za a,b,c >0, koja se pojavila jo§ davne 1903. godine u poznatom americkom caso-
pisu Educational Times ([7]) kao Problem 15144 autora A. M. Nesbitta, pa se ona i
danas naziva Nesbittova nejednakost. Recimo jo$ da se u [2] nalazi deset raznih
dokaza nejednakosti (1) te jos jedanaest dokaza u [3] i tri dokaza u [4]. Treba uociti
da je nejednakost (1) ciklicka, simetri¢na i homogena. Za njena 24 dokaza u [2], [3]
i [4] koristili smo poznate ve¢ klasi¢ne nejednakosti kao $to su nejednakosti izmedu
(brojnih) sredina, Cauchy-Bunyakowsky-Schwarza, Holdera, Jensena, Chebysheva,
Muirheada, teorem o preuredenju nejednakosti, metoda zamjene (supstitucije) uvo-
denjem novih varijabli, koristenje raznih pomo¢nih nejednakosti i diferencijalni ra-
¢un. Sada ¢emo dati tri razli¢ita dokaza ove nejednakosti.

Dokaz 1. Koristec¢i dobro poznatu nejednakost izmedu aritmeticke i harmonij-
ske sredine za tri pozitivna broja:

(a+b)+(b+c)+(c+a)> 3
3 | + 1 + 1’
a+b b+4+c c+a
odnosno
1 1 1 >i 2)

a+b b+c c+a 4s
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gdje je a+b+c=2s, dobivamo zbog (2):

a b c
+—
b+c c+a a+b

b
= 14— +1-3
b+c c+a a+b

a+b+c b+c+a c+a+bd
= + + -3
b+c ct+a a+b

1
=(a+b+ +
(a C) b+c

odnosno

a b c
+—t
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§to je trebalo i dokazati.

Recimo da je ovaj dokaz uobic¢ajen i moze se na¢i u raznim knjigama o nejedna-
kostima. Dat ¢emo sada dva novija dokaza ove nejednakosti.

Dokaz 2. Neka je

a b c b c a c a b
=t ,B=—+ iC= +—
b+c c+a a+b b+c c+a a+b b+c c+a a+b

Sada, na osnovi nejednakosti izmedu aritmeticke i geometrijske sredine za tri
pozitivna broja, imamo da je

a+b b+c c+a \/a+b b+c c+a
>33 . .

A+B= > =3,
b+c c¢c+a a+b b+c c+a a+b
at+c a+b b+c atc a+b b+c

A+C= >33 =T =3,
b+c c+a a+b b+c c+a a+b

b+c c+a a+b
+——=3
b+c c+a a+b

B+C=

>

a odavde

6<(A+B)+(A+C)=24+B+C=2A+3
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ili, ekvivalentno,

odnosno

a b c 3
>_)

+——+ >
b+c c+a a+b 2

$to je trebalo i dokazati.

Dokaz 3. Kako je nejednakost (1) homogena, bez smanjenja opcenitosti moze-
mo pretpostaviti daje a+b+c=1.
Prvo ¢emo dokazati da vrijedi pomoc¢na nejednakost
x 9x—1

—=> , 3
1—x 4 3)

za 0 < x <1.Ova nejednakost ekvivalentna je nejednakosti
4x=(9x—1)(1—x),
$to je dalje ekvivalentno
4x=9x—9x" —1+x
9x* —6x+1=0
(3x—1)* =0.
Zadnja je tvrdnja ocigledno to¢na pa je i nejednakost (3) to¢na.Vrijedi jednakost

1
u (3) ako i samo ako je x =§.

Sada na osnovi nejednakosti (3) imamo da je

a b c a b c
+——+ =—t—t
b+c ¢+a a+b 1—a 1-b 1-c¢
9a—1 9b—1 9c—1 9(a+b+c)-3
> + + =

4 4 4 4

_6_3
4 2

odnosno a b c 3
=,
b+c c+a a+b 2
§to je i trebalo dokazati.
Ocigledno, vrijedi jednakost u (1) ako i samo ako je a=b=c. Jednakost (1)

vrijedi i za duljine stranica trokuta a, b i c gdje vrijede nejednakosti trokuta a <b+c,
b<ctaic<a+b.
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Dokazat ¢emo sada jo$ jednu nejednakost koja glasi:

a b c 3R
+ + <—, (4)
b+c c+a a+b 4r

gdje su R i r radijusi opisane i upisane kruznice trokuta AABC.

Dokaz: Za ovaj dokaz koristit ¢emo Cauchy-Bunyakowsky-Schwarzovu nejed-
nakost

(ab, +ab, +ab,) <(a®+a,” +a?) (5> +b> +b2), (5)
) . 1 . .44, 4
gdje su a,,a,,a,,b,,b,,b, ER, a jednakost vrijedi ako i samo ako je b—=b—=b—,
kao i poznate formule za povr§inu trokuta L
abc .
P=—- i P=rvs, (6)
4R
poznatu Eulerovu nejednakost
R=2r, (7)
kao i nejednakost
a’+b*+c* <9R°. (8)

Sada koristeci (5), (6), (7), (8) i nejednakost izmedu aritmeticke i geometrijske
sredine za tri pozitivna broja dobivamo da je

a b ¢ YV 1 1 1
( +— ) <(a® +b* +¢*) —+ —+ -
b+c c+a a+b (b+c) (c+a) (a+b)
, (1 1 1 , atb+c
<OR?|—4+—+—|=9R*- " =
4bc  4ca 4ab 4abc
4 abc 4  4Rrs

9K 19K _(3RY
T4 4 167 4r )’

a b c 3R
+—— =—,
b+c c+a a+b 4r

a odavde je

§to je i trebalo dokazati.

Vrijedi jednakost u (4) ako i samo ako je a =b =, tj. za jednakostrani¢ni trokut.
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Napomena 1. Dat ¢emo sada i dokaz nejednakosti (8). Ako su to¢ke O i H centar
opisane kruznice i ortocentar trokuta AABC, tada vrijedi jednakost

OH[ =9R? —(a® +b% +¢*),

Dokaz ove jednakosti moze se naci u [1], str. 435-437. Iz gornje nejednakosti,

zbog |OH|2 =0, slijedi da je
9R’ —(a2 +b +c2)20,
odnosno
a’ +b* +c* <9R?,

gdje vrijedi jednakost ako i samo ako je O = H, tj. a=b=c (jednakostrani¢ni tro-
kut).

Sada iz (1) i (4) slijedi da vrijedi dvojna nejednakost za trokut AABC.

3 a b c 3R
“<—+ ==,
2 b4+c c+a a+b 4r

.....

a b c r
+ + <2—-—, )
b+c c+a a+b R
jer je
r 3R
2—— <,
R 4r
8Rr—4r* <3R?,
odnosno

3R> —8Rr+4r’ =0,
§to je ekvivalentno
(R—2r)(3R—2r) =0,

a ova je nejednakost to¢na zbog Eulerove nejednakosti (7), tj. R=2r, s jednako$cu
ako i samo ako je R=2r, tj. ako je a =b = (jednakostrani¢ni trokut).

Sada ¢emo dokazati nejednakost (9). Koristit ¢emo dvije poznate jednakosti za
trokut AABC:

@ +b> +¢* =2(s* —r* —4Rr) (10)
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ab+bc+ca=s>+r>+4Rr, (11)
¢iji se dokazi mogu naci u [1], str. 248-257.
Sada zbog (10) i (11) imamo da je
a b L€ _a(c+a)(a+b)+b(b+c)(a+b)+c(b+c)(c+a)

b+c c+a a+b (b+c)(c+a)(a+b)
(a+b+c)(a2 +b’ +cz)+3abc 25-2(52 —r? —4Rr)+12Rrs
(2s—a)(2s—b)(2s—c)  2s(ab+bc+ac)—abe

B 45(52 -7 —4Rr+3Rr) 3 45(52 —r? —Rr)
B 25(52 +7? +4Rr)—4Rrs B 25(52 +7? +2Rr)’

odnosno
a b c 2(52 —r —Rr)
+——t = ,
b+c c+a a+b S +r’4+2Rr
a odavde
a b c . r Z(SZ—VZ—RT) r
+ + +

+ —=— 4 —
b+c c¢+a a+b R $&+r*4+2Rr R
2R(52—r2—Rr)+r(32+r2+2Rr) IRs —2R*r +1s% + 13

R(52 +r? +2Rr) R(s2 +7? +2Rr) (12)
Sada ¢emo dokazati da vrijedi nejednakost
2Rs” —2R%*r+rs” +71°
<2, (13)
R (s2 +r’+ 2Rr)
ili, ekvivalentno,
2Rs* —2R’r+rs” +r° <2Rs” +2Rr* +4R’r,
odnosno
s* <6R*+2Rr—1°. (14)
Imamo poznatu Gerretsenovu nejednakost 5.8, str. 50 iz [5] koja glasi:
s <4R*+4Rr+3r’. (15)
Zbog
4R’ +4Rr+3r* <6R’ +2Rr—r7, (16)
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$to je ekvivalentno
2R*—2Rr—4r’=0 /:2
R*—Rr—2r"=0
(R—2r)(R+7) =0,

$to je tocno zbog Eulerove nejednakosti R =2r.

Sada iz nejednakosti (15) i (16) slijedi da je nejednakost (14) to¢na pa je to¢na i
nejednakost (13). Konacno, iz jednakosti (12) i nejednakosti (13) slijedi da je i nejed-
nakost (9) to¢na. Dakle, vrijedi sljede¢a dvojna nejednakost:

3 a b c r 3R
Ss—+ <2-—<>=

< + .
2 b+c c+a a+b R 4r
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