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Ekvipotentnost skupova: kako smjestiti
beskona¢no mnogo osoba u ve¢ pun
Hilbertov hotel

Dragana Jankov Masirevi¢; Tihana Vukovi¢'

Sazetak

U ovom ¢lanku promatramo skupove i njihovu prebrojivost, kroz
naivnu teoriju skupova. Prvi, glavni dio rada bavi se jednakobrojnim,
odnosno ekvipotentnim skupovima. Nakon toga, bavimo se najbitni-
jim pojmovima vezanim uz kona¢ne skupove te uz prebrojive i nepre-
brojive skupove.
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Equipotence of sets: how to accommodate an
infinite number of people in the Hilbert’s hotel
which is already full

Abstract

In this paper we observe sets and their countability through naive
set theory. First and the main part of the paper deals with equipotent
sets. After that, we deal with the most important concepts related to
finite sets as well as countable and uncountable sets.
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1 Naivna teorija skupova

Jo$ od najranijeg djetinjstva imamo potrebu predmete koji imaju neko za-
jednicko svojstvo svrstavati u skupine i time ih razlikovati jedne od drugih.
Prirodno je i zapitati se koliko ima takvih predmeta u svakoj pojedinoj sku-
pini te postoje li dvije skupine s istim brojem predmeta u njima. Tako smo,
na samim pocecima u osnovnoj $koli, brojali imamo li jednako mnogo kru-
Saka i jabuka, da bismo kasnije tijekom Skolovanja bili u mogucénosti od-
lugiti jesu li IN i Z jednakobrojni skupovi. U nastavku se bavimo upravo
time — promatramo razlic¢ite skupove i Zelimo vidjeti u kakvoj su vezi jedan
s drugim.

Teorija skupova, jedna od fundamentalnih matemati¢kih disciplina, za
glavnu svrhu upravo ima proucavanje skupova, pri ¢emu je to pojam koji
se ne definira, nego se smatra da ve¢ postoji odredena intuicija pojedinca o
njemu te se ponekad kaze da je skup kolekcija objekata koji zajedno Cine cjelinu.
Takav pristup, odnosno naivnu teoriju skupova utemeljio je Cantor svojim ot-
kri¢em da postoje beskonacnosti razlicite velicine [[1} str. 169]. Cantor je, kao
otac teorije skupova, izgradio veliki dio ove teorije, koju je kasnije, zbog po-
jave odredenih paradoksa, trebalo dodatno izgraditi uvodenjem aksioma,
za koje su zasluzni Zermelo i Fraenkel (tzv. Zermelo-Fraenkelov sustav
aksioma).

2 Ekvipotentnost skupova

Od kada smo se poceli baviti prebrojavanjem javljaju se pitanja moZemo li
dvije skupine dovesti u vezu po jednakobrojnosti elemenata? te kako postupiti u
situacijama kada ne znamo prebrojati koliko neka cjelina ima clanova, jer je taj
broj beskonacan?. Interesantna prica koja poti¢e na razmisljanje o pojmu
prebrojivosti vezana je uz Hilbertov hotel (vidi [[15)} str. 21]).

Primjer 2.1 (Hilbertov hotel). Zamislimo da negdje daleko u Svemiru postoji
hotel s beskonacno mnogo soba koje su numerirane brojevima 1, 2, 3,. .. No, za-
mislimo da su sve sobe zauzete gostima, i dolazi jo$ jedan putnik koji Zeli sobu. Sto
Ce portir napraviti s njim? Jednostavno, zamolit ée gosta iz sobe 1 da se premjesti
u sobu 2, gosta iz sobe 2 u sobu 3, itd. Novopridoslog gosta Ce tada smjestiti u sobu
broj 1. (Nemojte si postavijati pitanje koliko ¢e to premjestanje trajati!) Pokusajte
sami odgovoriti sto Ce portir napraviti kada stigne tisuc¢u novih gostiju, a sve sobe
hotela su pune.

Zamislimo nadalje da se ve¢ spomenuti portir nasao u sljedecem problemu: u
Svemiru postoji jos jedan takav hotel s beskonacno mnogo soba Cije su sve sobe
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popunjene gostima. Jednoga dana glavna komisija za graditeljstvo u svemirskim
prostranstvima otkrila je da taj drugi hotel nema gradevinsku dozvolu. Istog trena
taj drugi hotel je morao biti zatvoren i svi gosti (beskonacno mnogo njih!) stali su
pred vrata proog hotela (Cije su sve sobe pune). No, portir se brzo snasao. Gosta iz
sobe 1 svojeg hotela premjestio je u sobu 2, gosta iz sobe 2 u sobu 4, gosta iz sobe 3
u sobu 6, itd. Tako je ispraznio sve sobe s neparnim brojevima te je u njih smjestio
goste iz zatvorenog hotela.

Promotrimo jos jedan problem koji bi portiru mogao zadati glavobolje. Zamis-
limo da u Svemiru postoji beskonacno mnogo hotela poput ona ranija dva, tj. s
beskonacno mnogo soba, i sve su sobe popunjene gostima. Svemirska gradevinska
komisija iz raznih je razloga zatvorila sve hotele osim jednog. Tada su svi gosti (po
beskonacno mnogo njih iz svakog od beskonacno mnogo zatvorenih hotela) dosli
pred vrata tog jednog hotela koji je jos imao dozvolu za rad. SnalaZljivi portir
sada nije znao rjesenje ove, na prvi pogled, bezizlazne situacije. Trebao je pomoc
matematicara.

Moze li se uopce ova ogromna grupa novopridoslih gostiju smjestiti u (puni!)
hotel? MoZete li pomo¢i portiru? <

Kako bismo pomogli portiru rijesiti problem, u nastavku ¢emo se upoz-
nati s ekvipotentnim skupovima, za Sto nam je potreban pojam bijektivne
funkcije.

Naime, jo$ su u dalekoj proslosti ljudi imali potrebu ustanoviti jesu li svi
predmeti na broju, iako jo$ nisu postojali nazivi niti znakovi za brojeve, o
¢emu svjedoce takozvani rovasi — drveni stapovi ili kosti na koje su urezani
zarezi [[10), str. 6]. Pri tome, svakom zarezu odgovara jedan predmet i sva-
kom predmetu odgovara jedan zarez, odnosno skupovi predmeta i zareza
su jednakobrojni. Na taj je nacin definirana funkcija sa skupa zareza na skup
predmeta koja se naziva bijekcija; preciznije, to je funkcija jedan na jedan, od-
nosno svakom elementu jednog skupa pridruZen je jedan i samo jedan element
drugog skupa, i obratno (preciznije o bijekcijama Citatelj moze vidjeti u [7]]).

Sada moZemo definirati pojam ekvipotentnih skupova uspostavljanjem
posebne vrste preslikavanja izmedu njih.

Definicija 2.1. KaZemo da je skup A ekvipotentan skupu B ako postoji ba-
rem jedna bijekcija f: A — B. Tada piSemo A ~ B.

Inverzno preslikavanje f~!: B — A takoder je bijekcija te vrijedi B ~ A.
Lako je uociti da je ekvipotentnost skupova relacija ekvivalencije, odnosno
da vrijede sljedeca svojstva:

o refleksivnost: A ~ A, za svaki skup A, jer je identiteta idy: A — A
bijekcija
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o simetricnost: A ~ B = B ~ A, to slijedi iz gornjeg razmatranja

e tranzitivnost: A~ B i B~ C = A ~ C, jer je kompozicija bijekcija
ponovno bijekcija (vidi [[8, poglavlje Algebra skupova, str. 3]).

Klasa ekvivalencije naziva se kardinalni broj, Sto je pojam koji se pojavio iz
potrebe i Zelje da brojnost skupova zapiSemo kvantitativno.

Za ekvipotentne skupove kaze se jo$ da su jednakobrojni ili da imaju isti
kardinalni broj.

Kardinalni broj skupa A oznacava se s k(A).

Primjer 2.2. Navedimo nekoliko primjera ekvipotentnih skupova:

a) trivijalan primjer dvaju ekvipotentnih skupova je {0,1,2} ~ {0, A, O},
naime, dva konacna skupa su ekvipotentna ako i samo ako imaju jednak broj
elemenata [[13| str. 54 (preciznu definiciju konacnog skupa navodimo u slje-
decem poglavlju);

b) skup svih prirodnih brojeva ekvipotentan je skupu svih parnih prirodnih bro-
jeva, tj. N ~ {2,4,6,...}, jer postoji bijekcija
f:IN — {2,4,6,...}, dana s f(n) = 2n; ocito je i N ~ {1,3,5,...}
(Citatelju ostavljamo za razmisliti o primjeru odgovarajuce bijekcije);
c) skup prirodnih brojeva ekvipotentan je skupu cijelih brojeva, odnosno IN ~
Z, pri cemu je jedna bijekcija f: IN — Z zadana s
n .
—75, akojen paran
fn) = { n1 .
5=, ako je n neparan,

Sto mozZemo i ilustrirati kao:

1 2 3 4 5
oo
0 -1 1 -2 2

d) bilo koja dva intervala realnih brojeva su ekvipotentna, tj. (a,b) ~ (c,d).
Jedna bijekcija f: (a,b) — (c,d) zadana je formulom

d—c

b—a

flx) =

(x—a)+c;

e) skup realnih brojeva ekvipotentan je bilo kojem intervalu realnih brojeva, t;.
R ~ {(a,b).
Definirajmo funkciju f: (a,b) - R,

Fx) = tg (g + b%

(x—a))
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koja je kom;?ozzcz]a dviju k'n]ekcz]a. jedne koja preslzlfava (a,by — (—.7, %
te druge koja potom preslika (—7%, %) — R. Uocimo kako upravo imamo
interval (—7%, %), jer je tangens na tom intervalu bijektivna funkcija.

X 5+ (x—a) tg
(a,b) “ (-3.3) R

NN

thg(%—l—ﬁ(x—a))

Slika 1. Tlustrativni prikaz preslikavanja f iz primjera e)

Dokaz bijektivnosti preslikavanja definiranih u primjerima c) i e) Citatelj moZe
pogledati u [[16]]; specijalno, iz primjerae), zaa = 0,b = 1, dobivamo R ~ (0, 1),
Sto ée nam biti od velike pomoéi pri dokazivanju neprebrojivosti skupa realnih bro-
jeva; takoder, primjer d) moZe se poopCiti na [|9, str. 18, Example 6]

[a,b] ~ (a,b] ~ [a,b) ~ (a,b), a,bEeR, a<b. <

Naposljetku, kako bismo pomogli portiru Hilbertovog hotela da smjesti
beskona¢no mnogo novih gostiju iz beskona¢no mnogo ostalih hotela, po-
trebno je znati koliko je velik skup prostih brojeva. Jos su stari Grei znali odgo-
vor na to pitanje te u 9. knjizi Euklidovih Elemenata (3. st. pr. Kr.) nalazimo
iskaz i dokaz tvrdnje o brojnosti toga skupa [4] str. 42].

Teorem 2.1. Prostih brojeva ima beskonacno mmnogo.

Dokaz. Pretpostavimo suprotno onome sto treba dokazati, odnosno pret-
postavimo da je skup prostih brojeva konacan. Na intuitivnoj razini, ko-
nacne skupove moZzemo zamisljati kao skupove s kona¢nim brojem eleme-
nata, u Sto éemo se uvijeriti nesto kasnije, te neka su

svi prosti brojevi.

Promotrimo li broj n = p1p> - - - pr + 1, lako je uociti da je on veci od 1
te nije djeljiv niti s jednim od brojeva p;, ... ., p;, $to povlaci da on nije prost
te prema Osnovnom teoremu aritmetik{] mora biti djeljiv nekim prostim

'Prema [3]), Osnovni teorem aritmetike tvrdi da je svaki prirodan broj veéi od 1 jednak umno-
8ku potencija prostih brojeva, i ta je faktorizacija jedinstvena do na poredak faktora.
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brojem, odnosno postoji prost broj q, § # pi,...,pr, koji dijeli n. Dakle,
postoji prost broj g koji ne pripada skupu {py, ..., pr }, 5to je kontradikcija s
polaznom pretpostavkom te zaklju¢ujemo da je skup prostih brojeva zaista
beskonacan. O

Prethodni je teorem tijekom vremena dokazan na razli¢ite nacine, koji su
zasnovani na tvrdnjama iz razli¢itih matematickih grana, a za njih su zas-
luZni poznati matematic¢ari poput Eulera, Goldbacha, Furstenberga, Kum-
mera [4] str. 42]; takoder, jedan od drugacijih pristupa dokazivanju, koji
uklju¢uje metode matematicke analize, ¢itatelj moze pogledati u [[11} str. 12,
teorem 1.4.6.].

Sada smo spremni pomo¢i portiru!

Primjer 2.3 (Hilbertov hotel, rjeSenje). Kako bismo rijesili postavljeni pro-
blem, goste moZemo povezati s potencijama prostih brojeva. Ponovno, zbog Os-
novnog teorema aritmetike, svakom pojedinom gostu e biti dodijeljena jedinstvena
potencija prostog broja. Najprije moramo premjestiti goste koji su veé u hotelu (be-
skonacno mnogo njih) u druge sobe. Krecemo od prostog broja 2. Prvo, gosta
iz sobe 1 premjestimo u sobu 21 = 2, zatim gosta iz sobe 2 premjestimo u sobu
22 = 4, gosta iz sobe 3 premjestimo u sobu 2% = 8 itd. Opcenito, gosta iz sobe n
premjestimo u sobu 2".

Sada dolaze na red gosti iz prvog od beskonacno mnogo zatvorenih hotela. Njih
smjestimo tako da uzmemo sljedeci prost broj (sto je 3) te prvog gosta smjestimo
u sobu 3\ = 3, zatim drugog gosta smjestimo u sobu 3* = 9 itd. Opcenito,
n-tog gosta iz prvog zatvorenog hotela smjestimo u sobu 3". Za goste iz drugog
zatvorenog hotela uzimamo prost broj 5 i njegovim gostima pridruzujemo potencije
broja 5. Ovaj postupak ponavljamo za svaki iduci hotel i iduéi prost broj. Na ovaj
nacin uspjeli bismo smjestiti sve goste u hotel te bismo cak imali i praznih soba jer
primjerice sobe 6 i 10 nisu potencije niti jednog prostog broja. <

Hilbertov hotel jedan je od najpoznatijih neintuitivnih primjera vezanih
uz pojam beskonacnosti.

2.1 Rijec-dvije o prebrojivosti

Kako bismo pobliZe objasnili pojmove konacnog i beskonacnog skupa, u nas-
tavku ¢emo navesti neke osnovne tvrdnje koje ih opisuju, dok detaljnije o
tome zainteresirani Citatelj moZe pronadi, na primjer, u [[516]9}, 13} [I5][16]].

Definicija 2.2. KaZemo da je skup A konacan ako je prazan ili ako postoji
n € N takav da je skup A ekvipotentan skupu {1,...,n}.

Dakle, u slucaju kona¢nog skupa, broj njegovih elemenata predstavlja
njegovu kardinalnost; odnosno, u tom se sluc¢aju kardinalni broj kona¢nog

128



EKVIPOTENTNOST SKUPOVA: KAKO SMJESTITI BESKONACNO MNOGO OSOBA U VEC
PUN HILBERTOV HOTEL

skupa A naziva jo$ i broj elemenata od A i oznatavamo ga s k(A) = n za
A~A{1,...,n},odnosnos k(A) =0za A =Q [B, str. 13].

1z definicije neposredno slijedi da ako imamo skupove A i B za koje vri-
jedi A ~ Bi A je konacan skup, onda i B mora biti konacan.

Od bitnih karakteristika kona¢nih skupova zanimljivo je istaknuti intu-
itivno jasne tvrdnje da je svaki podskup konacnog skupa konacan skup te da
konacan skup ne moZe biti ekvipotentan nekom svom pravom podskupu.

Posljednja tvrdnja povlaci da skup prirodnih brojeva nije konacan, $to
lako vidimo konstrukcijom bijekcije f: N — N\ {1}, f(n) := n+1, za
svakin € IN.

Sljedeca, jednostavna definicija upoznaje nas s pojmom beskonacnosti.
Takoder, u nastavku ¢emo se pobliZe upoznati i s kardinalnos¢u beskonac-
nih skupova koju ne moZzemo tako lako opisati.

Definicija 2.3. Za skup kaZemo da je beskonacan ako nije konacan.

Direktno iz prethodne definicije slijedi da je IN primjer beskona¢nog sku-
pa.

Teorem 2.2. Neka je A skup. Sljedece tvrdnje su ekvivalentne:
a) skup A je beskonacan,
b) postoji injekcija sa N u A,
c) postoji injekcija sa A u A koja nije surjekcija,
d) skup A je ekvipotentan nekom svom pravom podskupu.

Definicija 2.4. Skup A je prebrojivo beskonacan ako postoji bijekcija f: IN —
A. Skup je prebrojiv ako je konacan ili prebrojivo beskonacan.

Dakle, skupovi koji su ekvipotentni skupu IN nazivaju se prebrojivo besko-
nacni. Njihov kardinalni broj oznacava se s Xj. Ukoliko ozna¢imo f(1) =
a1, f(2) = ay, ..., f(n) = ay, ..., prebrojivu beskona¢nost skupa mozemo
karakterizirati i ovako:

Skup A je prebrojivo beskonacan ako i samo ako njegove ¢lanove moZemo poredati
u niz medusobno razlicitih clanova, te je tada
A=A{m,az,a3,...:0, #ayzan #m} ={a, :n € N,a, # ay zan # m}.

Primjer 2.4. Navedimo nekoliko primjera prebrojivo beskonacnih skupova:

e N je prebrojivo beskonacan skup, jer je id: IN — IN, id(x) = x bijektivno
preslikavanje;
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e skupovi parnih i neparnih prirodnih brojeva {2,4,6, ...}, odnosno {1,3,5, ...}

su prebrojivo beskonacni (vidi primjer[2.2]b);

o Z je prebrojivo beskonacan, jer postoji bijekcija sa Z na IN navedena u pri-
mjeru[2.2c). <

Do sada smo se uvijerili u prebrojivu beskonac¢nost skupova prirodnih i
cijelih brojeva, no prirodno je zapitati se moZe li se ista tvrdnja prenijeti i
na skup racionalnih te ¢ak realnih brojeva i njihove Kartezijeve produkte.
Prije nego odgovorimo na ta pitanja, najprije ¢emo navesti nekoliko karak-
terizacija prebrojivih skupova koje ¢e nam u tome pomodi.

Teorem 2.3. Neka je A # @. Sljedece turdnje su ekvivalentne:
a) A je prebrojiv,
b) postoji surjekcija f: N — A,
c) postoji injekcija g: A — IN.

Dokaz. Vidi [[14) slide 68, teorem 9.5].
Iz prethodnog teorema zakljucujemo:

Propozicija 2.1. Svaki podskup prebrojivog skupa je prebrojiv.

Dokaz. Neka je A prebrojiv skup te B C A. Prema prethodnom teoremu
znamo da postoji injekcija f: A — IN te ukoliko pogledamo restrikciju f|p,
znamo da je ona injekcija sa skupa B u skup IN, iz ¢ega, ponovno prema
prethodnom teoremu, zaklju¢ujemo da je skup B prebrojiv, odnosno da je
on konacan ili prebrojivo beskonacan. O

U sljedecoj tvrdnji uvjerit éemo se i da je skup IN x IN prebrojivo besko-
nacan; dokaz provodimo uz pomo¢ dijagrama (vidi [6} str. 10, propozicija
1.7]), dok se formalniji dokaz mozZe pronadi u [[12, str. 94, teorem 3.3.7].

Propozicija 2.2. Kartezijev produkt IN x IN je prebrojivo beskonacan.

Dokaz. Ako iz sljedeceg dijagrama
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(11) (12) — (13) (14) — (15)
I/ e / Ve
(21) (22) (23) (24) (2/5)
v S v
3,1) (3,2) (3,3) (34) (3,5)
I e
(41) (4,2) (43) (44) (45)
v
(51) (52) (53) (54) (55)

!

uredene parove, pocevsi od para (1,1) pa nadalje, redom izlistavamo (pre-
brajamo) u smjeru prikazanom strelicama:

(1,1),(2,1),(1,2),(1,3),(2,2),(3,1), (4,1),(3,2), (2,3), (1,4),(1,5),...

mozemo uociti da smo ¢lanove skupa IN x IN poredali u niz medusobno
razli¢itih ¢lanova, $to znaci da je taj skup prebrojivo beskonacan. O

Ukoliko imamo prebrojivo mnogo prebrojivih skupova, moZe nas zani-
mati $to mozemo zakljuciti o njihovoj uniji i njthovom Kartezijevom pro-
duktu. ViSe o tome navodimo u nastavku.

Teorem 2.4.
a) Prebrojiva unija prebrojivih skupova je prebrojiv skup.
b) Konacan Kartezijev produkt prebrojivih skupova je prebrojiv skup.

Dokaz. Vidi [[14} slide 76, teorem 9.9] te [14} slide 77, teorem 9.10].

Korolar 2.1. Skup racionalnih brojeva Q je prebrojiv.

Dokaz. Neka je za svakin € N

m
Kako su svi skupovi Q;, n € IN, prebrojivi (zbog prebrojivosti skupa Z),
skup Q = U Qy je prebrojiv, kao prebrojiva unija prebrojivih skupova,

nelN
prema teoremu [2.4} O
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Dokaz prebrojivosti skupa Q moZemo i vizualizirati (vidi [[14} slide 67]).
Ako s Q™ oznacimo skup negativnih racionalnih brojeva te s Q* skup po-
zitivnih racionalnih brojeva, tada je

Q=0Q u{ojuQ™.
Kako je preslikavanje f: Q* — Q~ definirano s f(g) = —q ocito bijekcija,

dovoljno je, ponovno zbog teorema|2.4} pokazati da je Q" prebrojiv skup.
Kako bismo pokazali da je Q prebrojiv, nadimo bijekciju N — Q.

o

%
Wl
o NIo

7 8 9
1 1 1
7 8 9
5 5 5
7 8 9
6 6 6
z 8 9
7 7 7

—(=)

oo

W
QO
ool
[es/[o)y
N
Qolco
oo\o

(=)

. OIN
el[eV)
e
Nelle]
oI
OIN
\o|oo
NellNe)

Slika 2. Prikaz Cantorovog prebrojavanja skupa Q

Grafi¢ki prikazano, napravimo tablicu kao na slici 2}, u kojoj u prvi red
biljezimo razlomke s nazivnikom 1, u drugom redu razlomke s nazivni-
kom 2 i tako dalje. Nizuéi redom sve brojeve na nacin prikazan crvenim
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strelicama dolazimo do zaklguéka da je skup Q7 prebrojiv. Primijetimo da
neke razlomke, poput %, %, 7 i druge, nismo ukljucili jer oni predstavljaju
veé potrosene racionalne brojeve. O

Na osnovi teorema 2.4/ mogli bi pomisliti da je i Kartezijev produkt be-
skona¢no prebrojivo mnogo prebrojivih skupova prebrojiv skup. No, iduéi
primjer ilustrira kako ve¢ u sluc¢aju Kartezijevog produkta beskonac¢no pre-
brojivo mnogo dvoc¢lanih skupova ne¢emo imati prebrojiv skup.

Primjer 2.5. Skup nizova nula i jedinica {0,1}N = {f| f: N — {0,1}} nije
prebrojiv skup.

Rjesenje. 1z teoremal[2.3)znamo da ako je skup prebrojiv, tada postoji surjek-
cija sa skupa prirodnih brojeva na taj skup. Prema kontrapoziciji te tvrdnje,
kako bismo pokazali da skup {0, 1}N nije prebrojiv, dovoljno je uvjeriti se
u nepostojanje surjekcije f: N — {0,1}N. Neka je

f(n) = (Xn, Xny, o) Xnys--- ), xn, €{0,1}, i€N

te pokazimo da f ne moze biti surjekcija. U tu svrhu, odaberimo niz y €
{0,1}N takav da je

O, x”n - 1

= (WL Y2 e Y)Y €{01}, yu=
y=Wvy2-Yn-) yi€{01}, yu {1, tn =0,

Iz prethodne konstrukcije od y lako vidimo da ¢e za svaki n € IN vrije-
diti da je f(n) # y. Dakle, funkcija f nije surjekcija pa skup {0,1}N nije
prebrojiv. <

Iz prethodnog je primjera lako uociti da postoje beskonac¢ni skupovi koji
nisu prebrojivi.
Definicija 2.5. Skup koji nije prebrojiv naziva se neprebrojiv skup.
Postupak proveden u primjeru[2.5naziva se Cantorov dijagonalni postupak.
Do sada smo se uvijerili u prebrojivost nekih bitnih skupova, a u nastavku

¢emo dokazati teorem o neprebrojivosti skupa realnih brojeva, pomocu po-
opcenja Cantorovog dijagonalnog postupka.

Teorem 2.5. Skup R je neprebrojiv.

Dokaz. U primjeru 2.2 pokazali smo da je R ~ (0, 1), $to povlaci da je do-
voljno pokazati da je (0,1) neprebrojiv skup. Prema teoremu skup R
je beskonacan jer je N C R. Pretpostavimo suprotno, tj. da je (0,1) pre-
brojivo beskonacan, pa njegove ¢lanove mozemo poredati u niz, odnosno

<0’ 1> = {HO/ ay,az,... }/
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pri ¢emu svaki a; € R ima decimalni zapis koji sadrZi beskona¢no mnogo
decimala razli¢itih od nule:

apg = 0.6100 apr 4p2 - - -
a = 0.0110 ain a1p...

a) = 0.1120 ap1 4z ...

Primjera radi, pisemo 0.73004999 . .. umjesto 0.73005. Ukoliko za svaki pri-
rodan broj k definiramo

b, — age +1, akojeay €40,1,2,...,7}
£ 1’ ako je Akk € {8/ 9}/

mozemo definirati b = 0.bg by by .. .. Jasno je da b nikada ne moZze postici
vrijednosti 0i 1, paje b € (0,1). Takoder, b # ay, za svaki k € N, jer se
medusobno razlikuju barem na k-tom decimalnom mjestu i time smo dosli
do kontradikcije. Dakle, (0, 1) je neprebrojiv, pa je takav i R. O

Veé smo prije naglasili da kardinalnost nekog proizvoljnog beskona¢nog
skupa ne moZemo lako opisati. Za preciznu definiciju kardinalnog broja
potrebna je definicija ordinalnih brojeva i prije svega aksiomatska teorija
skupova, Sto je izvan dosega ovoga rada. Iza pojma kardinalnosti krije se
snazna teorija koju ¢itatelj moZe upoznati detaljnim proucavanjem ve¢ spo-
menute literature. Ipak, za sam kraj ovog rada navodimo jedan od najvaz-
nijih teorema ove grane matematike, odnosno Cantor-Schréder-Bernsteinov
teorem koji ¢emo zatim ilustrirati i na jednom od brojnih primjera. Povi-
jesno gledano, Cantor je prvi iskazao tvrdnju teorema, a Bernstein ga je
1897. godine prvi dokazao. Nakon Bernsteina, 1898. godine dokazao ga
je i Schroéder. Teorem je do danas dokazan na viSe razlic¢itih nac¢ina. U
nekim izvorima mogu se pronacdi i nazivi Cantor-Bernsteinov ili Schréder-
Bernsteinov teorem, ovisno o verziji i godini izdanja dokaza.

Teorem 2.6. (Cantor-Schrioder-Bernstein)
Ako postoje injekcije f: X — Y i g:Y — X, onda postoji i bijekcija izmedu
skupova X iY, to jest X ~ Y.

Dokaz. Vidi [[I5, str. 37].

Napomena 2.1. U terminima kardinalnosti, Cantor-Schrdder-Bernsteinov teorem
moZemo iskazati i na sljedeci nacin:
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Akoje k(X) < k(Y)ik(Y) < k(X), tada je k(X) = k(Y).
U nastavku navodimo ilustraciju prethodnog teorema [[15} str. 38, primjer
1.43], dok zainteresirani ¢itatelj veliki broj rijeSenih primjera moze pogle-
dati npr. u [22}[16].

Primjer 2.6. Zelimo pokazati da je R ~ R?, odnosno naci injekciju sa skupa R
u R? i obratno.

Rjesenje. Jedna injekcija sa R u IR? je dana s
x — (x,0), zasvaki x € R.

U primjeru2.2|pokazali smo da je R ~ (0, 1) te ogito vrijedi
(0,1) x (0,1) ~R x R = RZ,

Iz prethodnog slijedi da je umjesto injekcije sa R? u R dovoljno naéi injek-
cijusa (0,1) x (0,1) u R. Definiramo funkcijusa (0,1) x (0,1) uRR's

(0.yoy1--.,0.20z1...) — 0.yolzoly11z;...

koja je zbog nacina na koji je definirana o¢ito injekcija. <
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