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ZNANJE 1 UCENJE JEDNOG NEURONA

KNOWLEDGE AND LEARNING OF A SINGLE NEURON
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SAZETAK

Analizirani su ishodi u¢enja linearnog umjetnog
neurona s razli¢itim prethodnim znanjem.
Temeljem zajednickog matemati¢kog modela
neurona i jednakog predloska za ucenje
primjerima su ilustrirana svojstva razli¢itih
modela ucenja, viSe — manje matematiziranih.
Pokazano je kako su ,,napredniji“ modeli brzi, ali
»Djetinjastiji*, bazni modeli uc¢enja su sporiji, ali
univerzalniji su i ,,mastovitiji“. Zajednicki kriterij
ocjene ,,ishoda ucenja“ je ispravnost rjesenja
problema — dizajn rekurzivnog generatora sinusne
sekvence odredenih ciljanih znacajki: amplitude i
frekvencije.

Kljuéne rijeci: linearni neuron, ucenje, linearna
kombinacija, inverz, pseudoinverz, povratna veza

ABSTRACT

The learning outcomes of a linear artificial neuron
with different prior knowledge were analyzed.
Based on a common mathematical model of
neurons and the same template for learning, the
properties of different learning models more or
less mathematized are illustrated with examples. It
has been shown that "more advanced" models are
faster but more sensitive and rigid in the solutions
offered. "Childish", basic learning models are
slower but more universal and "imaginative".

A common criterion for assessing the "learning
outcome" is the correctness of the solution to the
problem — the design of a recursive sine wave
generator of certain features: amplitude and
frequency.

Keywords: Linear neuron, learning, linear
combination, inverse, pseudoinverse, feedback

1.UVOD
1. INTRODUCTION

Kako u¢imo?
Kako i kada poc¢injemo uciti?

Ovisi li sposobnost u¢enja o naobrazbi
(prethodnom ucenju i steCenom znanju)?

Cemu sluze ucenje i znanje?

Vrijede li ova pitanja i odgovori na njih i
za jedan, umjetni neuron?

Cilj ovoga rada nije odgovoriti na prethodna
pitanja opcenito nego, pod pretpostavkom da je
odgovor na peto pitanja potvrdan, odgovoriti na
prva Cetiri na primjeru jednog linearnog umjetnog
neurona.

Definicija [1]: Kaze se da racunalni program uci
iz iskustva I s obzirom na neku klasu zadataka

Z i mjeru izvedbe M, ako se njegova izvedba na
zadacima u Z, mjerena primjenom M, poboljsava
s iskustvom 1.

Poput svih ostalih inteligentnih subjekata (ljudi,
zivotinje 1 neki strojevi) i linearni neuron uci tako
S$to mijenja ponasanje pod vanjskim utjecajem.
Vanjski utjecaji su ulazi neurona. Ponasanje i izlaz
y linearnog neurona matematicki modeliramo
linearnom kombinacijom (7).

Yo = W1 Faa + Wy * Pu-z + -t Wi " ¥n—k

tugx, tugcx, g F o tugx, (1)

Ako je linearni neuron ugraden u rekurzivni
generator digitalne sekvence (Slika 1), linearna
kombinacija (1) zadrzi samo rekurzivni dio:

Yo T Wy Vo + Wi * Vp_2 + -t Wi ¥ag

(2)
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Slika 1 Adaptivni
rekurzivni generator
D, Aktivacijska sinusnog signala s
funkcija ugradenim linearnim
neuronom [3]

Figure 1 Adaptive,

recursive sine-wave
generator with linear
neuron embedded [3]

Linearni neuron

Promjene ponasanja neurona i izlaza y odvijaju
se promjenom vrijednosti tezinskih koeficijenata
w,. Promjena tezinskih koeficijenata dogada se

u periodu uc¢enja. U odnosu na ukupno vrijeme
nakon aktiviranja linearnog neurona, uc¢enje
moze biti jednokratno, na pocetku rada neurona,
povremeno ili kontinuirano. Analizirano je
jednokratno ucenje.

Pitanja s pocetka teksta moguce je reducirati na
jedno, inicijalno: Kako ¢e linearni neuron u fazi
ucenja iz ulaznih podataka (uzorka sekvence)
odrediti tezinske koeficijente w, ?

U svakom od analiziranih slucajeva, ucenje
linearnog neurona temelji se na uzorku sekvence
sinusnog signala. Razlika je u pretpostavljenom
modelu uéenja koji podrazumijeva stanovito
predznanje — poznavanje matematike. Matematika
[2] je egzaktna (to¢na, nedvojbena) znanost

koja izucava aksiomatski definirane apstraktne
strukture koriste¢i matematicku logiku. Kako
svi analizirani modeli u¢enja nisu podjednako
egzaktni, moguce je zakljuciti kako primjena
matematike nije podjednako dosljedna. Uz
matematiku, u procesu ucenja primjenjuju se i
intuicija, profesionalno iskustvo te primjeri iz
Zivota.

Prvi, referentni model [3] je trigonometrijski.
Usporeduju se vrijednosti iz tablice sinusne
funkcije izraCunate funkcijom sin() pa se primjeni
formula trigonometrijskih identiteta za sin() i
cos() visestrukih kutova. Ekvivalentni model
dobije se iz formule za z-transformaciju sinusne
sekvence.

Drugi, matri¢ni model temelji se na poznavanju
linearne algebre. Pokusajima i pogreskama dode
se do reda linearnog modela (2). Koeficijenti
modela odreduju se izraCcunom inverza matrice.

Tre¢i model je prosirenje prethodnog, matri¢nog
modela. Koeficijenti linearnog modela razli¢itih
redova odreduju se primjenom pseudoinverza
matrice.

Najslozeniji i najmanje transparentan je cetvrti,
Matlab newlind model linearnog neurona.

Najjednostavniji, ali i najelasticniji, je peti,
kibernetski model uc¢enja gdje se metodom
pokusaja i pogresaka iterativno izracunavaju
koeficijenti u linearnoj kombinaciji (2).
Konvergencija rjeSenja postize se procesom nalik
na Widrow-Hoff metodu ucenja ili gradijentni
spust.

2.REFERENTNI MODEL
2. REFERENCE MODEL

Diskretnu sinusnu sekvencu sn izracuna se
primjenom formule:

s, = 5-sin(n-10Q) 3)
Q=2-n-f/fs [rad] 4)

Q je diskretan korak promjene argumenta (kuta)
sinusne funkcije (3). Frekvencija sempliranja
(uzorkovanja) je fs a frekvencija ciljanog signala
oznacena je s f.
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Primjenom formula za elementarne Iz (9) vidljivo je kako izracunati tezinske
trigonometrijske jednakosti sinusa zbroja i razlike ~ koeficijente:
kutova, dobije se: -1

! W=MY, (10)
sin(n-2) =2 - cos(R) - sin((n— 1) - 2)
—1- sm[:(ﬂ — 2) . ﬂ) (5) Za linearnu kombinaciju drugoga reda koeficijenti

suw, iw,:

Nova izlazna vrijednost y =sin(n-Q) sinusne

L n V3 Y2 M wy
sekvence izracuna se mnozenjem prethodne L ] = L - ] ® [ ]

(rekurzivni algoritam) vrijednosti Ve Y2 ¥ " (1)
| YV, = sin[(n —-1)- ﬂ) (12)
5”‘([“ -1 ﬂ) s konstantom
Primjer algoritma i izracuna tezinskih

R=2-cos() koeficijenata w u OctaveOnline:
i oduzimanjem pret-prethodne vrijednosti N=16;

omega = 2*pi/N;
sin[[n —-2)- ﬂ)‘ x=[0:3];

kut=x*omega;
Prvi i drugi uzorak su zadane, poc¢etne vrijednosti. R=2*cos(omega)
Od tre¢eg uzorka dalje (5) je moguce napisati kao: y=sin(kut)
Yo = 2- cas(ﬂ) "Yn-1 7 ¥n-2 (6) M=[y(2-11),y(3-12)]
Vo = R-¥po1 = Voo (7) Mi=inv(M)

w=Mi*transpose(y(3:4))
U odnosu na formulu linearne kombinacije (1),
vidljivo je: Rezultati:
w, =R (7.1.) octave:52> source ("m0 _inv.m")

R = 1.8478
w,=-1 (7.2) y = 0.00000 0.38268 0.70711
Ostalih tezinskih koeficijenata iz (1) i (2) nema, 0.92388
jednaki su nuli. Linearna kombinacija je duljine tj. p = 0.38268 0.00000
reda Nd=2. 0.70711  0.38268
Akoje Q=m/8[rad], prvi tezinski koeficijent =~ Mi = 2.61313  0.00000
w, je R=2-cos(2) = 1,847759065. Rezultat je -4.82843 2.61313
sinusna sekvenca s periodom 16 uzoraka. W = 1.84776
-1.00000

3. MATRICNI MODEL UCENJA
3. MATRIX LEARNING MODEL

Dakle, ucenje linearnog neurona u
matri¢nom modelu je primjenom

jednadzbe (10).
Linearnu kombinaciju (2) moguce je prikazati Jednadzbe (10)

matricama: Pokusamo li s linearnom kombinacijom
treceg reda u OctaveOnline:
Vn ¥n-1 ¥n-2 " Ynk Wi octave:45> m3
¥Yns1 — ¥ ¥Yn-1 R L . Wy m3 =
B o 0.70711  0.38268  0.00000
Yn+xk Vatr—1  Vasr-2 ¥u Wi
0.92388 0.70711 0.38268
¥ 1.00000 0.92388 0.70711

Kompaktniji je zapis:

Y =M *W 9)
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octave:46> inv (m3)
warning: matrix singular to machine

precision, rcond = 1.64503e-17

ans =
-3.2498e+15 6.0048e+15
-3.2498e+15
6.0048e+15 -1.1095e+16
6.0048e+15
-3.2498e+15 6.0048e+15
-3.2498e+15

octave:49> det (m3)

ans = -4.5004e-17

Determinanta matrice m3 prakti¢no jednaka je
nuli pa matrica m3 nije regularna.

Rjesenje, naizgled, postoji, ali nije dobro:
W =
1.50000
-2.00000
0.00000

Sinusna sekvenca (12) je:
octave:6> y(1:7)

ans =
0.00000 0.38268 0.70711
0.92388 1.00000 0.92388
0.70711

Primjenom (2), dobije se:
octave:7> ya(l:7)

ans =

0.00000 0.38268 0.70711
0.29529 -0.97127 -2.04750
-1.12870

Generirana sekvenca ya razlikuje se od originalne
sinusne sekvence y i nestabilna je.

Ucenje je neuspjesno!

3.1.
3.1

PRILAGODBA MATRICE
MATRIX ADJUSTMENT

Rang matrice govori nam koliko je neovisnih
redaka ili stupaca matrice. Za matricu m3 je:
octave:58> rank (m3)

ans = 2

Dakle, dva su neovisna retka ili stupca. Od
matrice m3 dimenzije 3 x 3, submatrice
dimenzije 2 x 2 mozemo naciniti na vise nacina,
npr.: odabirom 1.12.,2.13.te 1.13. retka i

stupca:
octave:27> ml2
ml2 =
0.70711 0.38268
0.92388 0.70711
octave:4> wl2
wl2 =
1.8478
-1.0000
octave:28> m23
m23 =
0.70711 0.38268
0.92388 0.70711

octave: 6> w23
w23 =
2.4142
-1.8478

octave:29> ml3

ml3 =
0.70711 0.00000
1.00000 0.70711
octave:5> wl3
wl3 =
1.30656
-0.54120

Matrice m12 i m23 jednake su. Isto vrijedi i
za njihove inverze, ali y45 1 y56 i su razliciti
pa izraCunati tezinski koeficijenti w12 i w23
nisu jednaki. Svi izraCunati parovi koeficijenata
podjednako su dobri rezultati ucenja: svi daju
korektnu sinusni sekvencu.
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4.PSEUDOINVERZ
4. PSEUDOINVERSE
4.1. INVERZIPSEUDOINVERZ

4.1. INVERSE AND
PSEUDOINVERSE

Ako je matrica M kvadratna, regularna
(determinanta = 0) matrica, tada postoji inverzna
(Octave funkcija inv()) matrica M tako da
vrijedi:

M'*M=1 (13)

Ako je matrica M kvadratna i singularna
(determinanta je 0 ili jako bliska nuli) tada ne
postoji inverzna matrica, ali je moguce izracunati
pseudoinverz M* Octave funkcijom pinv().

Za pseudoinverz M* vrijedi:

M**M=1 (14)
ali
M*M*M=M (15)
4.2. UCENJE PRIMJENOM
PSEUDOINVERZA
4.2. LEARNING USING
PSEUDOINVERSES
Za matricu m3pi = pinv(m3) :
m3 =
0.70711 0.38268 0.00000
0.92388 0.70711 0.38268
1.00000 0.92388 0.70711
m3pi =
1.289465 0.430423 -0.494147
-0.252136 0.096488 0.430423
-1.755351 -0.252136 1.289465

IzraCunati tezinski koeficijenti w,, w, 1w, su:

wpi =
1.16520
0.26120
-0.68256

124

Provjerom rada generatora s koeficijentima w
dobijemo sekvencu ya koja se numericki i graficki
podudara s originalnom sekvencom y.

octave:10> ya(l:7)

ans =
0.00000 0.38268 0.70711
0.92388 1.00000 0.92388
0.70711
= I |
L I A

Slika 2 Graf generirane sekvence ya, ucenje s pinv()

Figure 2 Graph of the generated sequence ya, learning with
pinvy ()

Primjenom pseudoinverza matrice m3 dobiveni
su koeficijenti linearne kombinacije w,=[1.16520
0.26120 -0.68256] koji generiraju ispravnu
sinusnu sekvencu Slika 2.

Ucenje je uspjesno!

5. MATLAB LINEARNI NEURON
5. MATLAB LINEAR NEURON

Kao i u [3] za dizajn rekurzivnog generatora
sinusne sekvence iskoriStena je Matlab funkcija
newlind. Ako je na raspolaganju ukupno N=7
uzoraka i ulazna linija za kasnjenje duljine je
Nd=2, dobije se model neurona Slika 3.

N= 7

Nd= 2

weights = 1.84775906502257 -1
bias = 4.88826716915933e-16

R= 1.84775906502257
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Input(t)

Slika 3 Shema Matlab
newlind neurona drugog
reda: Nd=2

Figure 3 Diagram of

Layer

the second order Matlab
newlind neuron: Nd = 2

Input(t) 72

Output(t)

Slika 4 Shema Matlab
newlind neurona treceg
reda: Nd=3

Figure 4 Diagram of the

Dobiveni tezinski koeficijenti w jednaki su
referentnim trigonometrijskim (7.1.17.2.).

Matlab newlind dopusta rjesenja i s ve¢im brojem
koeficijenata. Za Nd = 3, dobije se:

N= 7 Nd= 3

weights = 1.30656296487638 0
-0.541196100146197

bias = 4.20955479178683¢e-16

Koeficijenti w, i w, jednaki su koeficijentima w ,
iz prethodnog Octave inverz primjera.

Dakle, newlind je slozeni algoritam ucenja koji
provjerava rang matrice pa odreduje koeficijente
za neku od submatrica odgovarajuceg ranga.

Preostaje pitanje odabira koeficijenata manje
matrice. Od tri moguénosti: 1.1 2. redak i stupac,
2.13.te 1.1 3. newlind se odlucio za trece. Kako
bi dobiveni sustav bio 3. reda! Mozda?

Kako je ve¢ opisano [3] linearni neuron Matlab
newlind daje razliita, primjenljiva rjeSenja pa

je na korisniku — dizajneru odabir optimalnih
koeficijenata rekurzivnog generatora sinusne
sekvence. I provjera ispravnosti rada dizajniranog
generatora, svakako.

third order Matlab newlind
neuron: Nd = 3

6. KIBERNETSKI MODEL
6. CYBERNETIC MODEL

Kibernetski model u¢enja linearnog neurona
temelji se na sustavu regulacije s povratnom
vezom Slika 5 [5] i Slika 6.

Neuron zapoc€inje ucenja s pocetnim vrijednostima
koeficijenata w, = [w,, w,]. Linearna kombinacija
poCetnih vrijednosti sekvence [yr, yr,] i vektora
tezinskih koeficijenata w, daje

y, = [yr, yr,] * w,"
Izrac¢una se 1
y, = [yr, yr,] * w,'

Razlika izracunatih i referentnih vrijednosti
sinusnih sekvence je

delta(1)=yr(3)-y(3);
delta(2)=yr(4)-y(4);

Umnozak intenziteta ucenja efa i vektora greske
delta korigira vektor koeficijenata

= & .
Wi = W, T cta*delta;

Postupak se ponavlja zadani broj puta Ni ili dok
greska delta po apsolutnom iznosu ne padne ispod
neke zadane veliCine.
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Subtractor
input Py

Y=X - MAY

Motor
operator A

|a¥

Multiplier
operator A
lkd?

Slika 5 Sustav regulacije s
povratnom vezom N. Wiener
1948 [5]

Fra. 2.

Referentna sinusna
sekvenca
Vi sin((n —-1) .(l) (12)

Korekcija

koeficijenata wi

w<=Ww

Izlazna sinusna sekvenca

Figure 5 Feedback control
system N. Wiener 1948 [5]

tezinskih

+ nlAy

Yo=Wi Yn1+Wy Yp o (2)

Slika 6 Kibernetski model ucenja linearnog neurona

Figure 6 Cybernetic model of linear neuron learning

Za ucenje trebamo najmanje 2-Nd uzoraka
referentne sekvence.

octave:38> source("ml 2 Cyber.m")
Ni = 100

eta = 0.50000

w o= 1.84776 -1.00000

Na Slika 7 prikazane su promjene vrijednosti
koeficijenata w, i w, od pocetnih [0 0] do
konac¢nih 1.84776 1-1.
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Nakon Ni = 100 iteracija, greske su:
delta = 0.00000000052267
-0.00000002194005

Promjene greske delta tijekom iterativnog
postupka prikazane su na Slika 8.

Pocetne vrijednosti tezinskih koeficijenata u
prethodnom primjeru bile su w=[0 0]. Moguce je,
npr. na stotinu primjera, provjeriti $to se dogada
ako su pocetne vrijednosti slu¢ajne s uniformnom
razdiobom izmedu -2,5 1 2,5: w=[5*(rand()-0.5)
5*(rand()-0.5)]. Rezultati su prikazani na Slika 9.
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wl w2

Slika 7 Konvergencija tezinskih koeficijenata u procesu
ucenja

Figure 7 Convergence of weight coefficients in the learning
process

deltal delta2

T 1 I 1 | m

20 40 80 80

Slika 8 Konvergencija pogreske A u procesu ucenja

Figure 8 Error convergence A in the learning process

wl w2

Slika 9 Ucenje s razlicitim pocetnim vrijednostima w

Figure 9 Learning with different initial values w

| | | I _

Koje god bile pocetne vrijednosti tezinskih
koeficijenata w, kona¢ne vrijednosti su ispravne.

Ucenje je uspjesno!

PokuSamo li s linearnom kombinacijom
duljine Nd=3, za pocetne vrijednosti tezinskih
koeficijenata w;

w0 = 0.44449 0.75155 0.37331
rjesenje je:

w = 1.05976 0.45603 -0.78800
Ako su, pak, pocetne vrijednosti:

w0 = 0.19996 0.22337 0.64388

rjeSenje za tezinske koeficijente je drugacije:
w o= 1.24482 0.11408 -0.60293

Tezinski koeficijenti su razliciti, ali generatori su
podjednako dobri.

Neuron se snalazi u razli¢itim situacijama!

7.ZAKLJUCAK

Zadaca generatora s linearnim neuronom

je trajno generirati sinusnu sekvencu po
raspolozivom predlosku. Predlozak je odsjecak
sinusne sekvence od samo nekoliko sukcesivnih
numerickih vrijednosti kojih je ukupno manje od
polovice perioda. Prethodno znanje koje posjeduje
neuron je matematicki (algebarski, racunski)
model — Linearna kombinacija, a $to se podudara
sa strukturom linearnog neurona Slika 1. Moglo bi
se re¢i kako je taj dio znanja u strukturi neurona
koja je programirana ,,genetskim kodom*.

Drugi dio znanja je mehanizam ucenja. Matricni
(Inverz i Pseudoinverz) algoritmi ucenja
podrazumijevaju poznavanje vise matematike

— Linearne algebre. Matlab model linearnog
neurona je najmanje transparentan te su tek
postavljene hipoteze o ugradenim algoritmima.
Najjednostavniji, ujedno i najopcCenitiji je
kibernetski model: ustrajne korekcije parametara
matematickog modela dok se dovoljno precizno
ne dobiju vrijednosti zadanog predloska.

Uz vrijednosti tezinskih koeficijenata modela,
varijabla modela je i njihov broj. Matri¢ni inverz
postupak daje rjesenje samo ako matematicki
model odgovara fizikalnom modelu.
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Pseudoinverz i Matlab model daju jedinstveno
rjeSenje za sve pretpostavljene veli¢ine modela.
Prikazani kibernetski model daje rjesenje jednako
jedinstvenim rjeSenjima ostalih modela, neovisno
o vrijednostima na pocetku ucenja.

Na pitanja s pocetka teksta odgovori bi mogli biti:

Ovisi li sposobnost uc¢enja o naobrazbi
(prethodnom ucenju i steCenom znanju)?

DA, ,,obrazovaniji“ neuron izra¢una
tezinske koeficijente u jednom ciklusu.

Kako i kada poc¢injemo uciti?

Od samog ,,rodenja‘; oponasanjem

primjera iz okruzenja i korekcijom vlastitog
ponasanja. Visi stupnjevi obrazovanja
omogucavaju kvalitetnije ucenje, ali pocetni,
prirodeni nacin ucenja je univerzalniji i
»mastovitiji*.

Kako u¢imo?

Ulaznim komunikacijskim kanalima
pribavljamo informacije iz vanjskog svijeta i
sustavno ih slazemo u ukupni korpus znanja.

Cemu sluzi u¢enje i znanje?

Ako subjekt nije kvalitetno naucio zadacu,
nece opstati: neuron ¢e biti resetiran a
neispravan generator iskljucen i rastavljen.

Vrijede li ova pitanja i odgovori na njih i za
jedan, umjetni neuron?

Primjerima je ilustrirano kako prethodni
odgovori vrijede za linearni, umjetni neuron.
Nasa osobna iskustva potvrduju kako
vrijede i za nas. Dakle, ucenje je zajednicko
svim inteligentnim jedinkama i sustavima
kibernetskog univerzuma. Neovisno o
hardveru!

7. CONCLUSION

The task of a linear neuron generator is to
permanently generate a sine sequence according
to the available template. A template is a sine
sequence of only a few successive numerical
values that total less than half of the period.
Previous knowledge possessed by a neuron is a
mathematical (algebraic, computational) model:
Linear combination, which coincides with the
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structure of a linear neuron Figure 1. It could be
said that this part of knowledge is in the structure
of neurons and which is programmed by the
"genetic code".

The second part of knowledge is the learning
mechanism. Matrix (Inverse and Pseudoinverse)
learning algorithms imply knowledge of higher
mathematics - Linear Algebra. The Matlab model
of a linear neuron is the least transparent and
hypotheses about embedded algorithms have just
been set.

The simplest but also the most general is the
cybernetic model: persistent corrections of the
parameters of a mathematical model until the
values of the given template are obtained with
sufficient precision.

In addition to the values of the model weight
coefficients, the model variable is also their
number. The matrix inverse procedure gives

a solution only if the mathematical model
corresponds to the physical model. The
pseudoinverse and Matlab model provide a
unique solution for all assumed model sizes. The
presented cybernetic model provides a solution
equally unique to the solutions of other models,
independent of the values at the beginning of
learning.

The answers to the questions at the beginning of
the text could be:

Does the ability to learn depend on education
(previous learning and acquired knowledge)?

YES, a "more educated" neuron calculates
weight coefficients in one cycle.

How and when do we start learning?

From the very "birth"; by imitating
examples from the environment and
correcting one's own behaviour. Higher
levels of education enable better learning,
but the initial, innate way of learning is
more universal and "imaginative".

How do we learn?

Through incoming communication channels,
we obtain information from the outside
world and systematically combine it into a
total body of knowledge.
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What is the purpose of learning and
knowledge?

If the subject has not learned the task well, it
will not survive: the neuron will be reset and
the faulty generator will be turned off and
disassembled.

Are these questions and the answers to them
valid for one, artificial neuron?

The examples illustrate how the previous
answers apply to a linear, artificial neuron.
Our personal experiences confirm that they
are true for us as well. Thus, learning is
common to all intelligent units and systems
of the cybernetic universe. Regardless of the
hardware!
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