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Jacobijevi polinomi

Mihaela Ribi¢i¢ Penava; Natasa Uji¢'

Sazetak

U ovome radu prezentirani su Jacobijevi polinomi, njihova osnovna
svojstva i specijalni slu¢ajevi kao 3to su Legendreovi, Cebigevljevi i Ge-
genbauerovi polinomi. Osim toga, pokazana je primjena Jacobijevih
polinoma pri ra¢unanju momenata nekih neprekidnih slucajnih vari-
jabli.

Kljuéne rijeéi: Jacobijevi polinomi, Legendreovi polinomi, Cebisevljevi po-
linomi, Gegenbauerovi polinomi, momenti

Jacobi polynomials

Abstract

In this paper, Jacobi polynomials, their basic properties and certain
special cases, such as Legendre, Chebyshev and Gegenbauer polyno-
mials, are presented. In addition, the application of Jacobi polynomi-
als in the computation of moments of continuous random variables is
shown.
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mials, Gegenbauer polynomials, moments

*QOdjel za matematiku, Sveuciliste J. J. Strossmayera u Osijeku, email: mihaela@mathos.hr
J'Odjel za matematiku, Sveuciliste J. J. Strossmayera u Osijeku, email: nujic@mathos.hr


mailto:mihaela@mathos.hr
mailto:nujic@mathos.hr

MinaeLa RiBi¢i¢ Penava, Narasa Usié

1 Osnovni pojmovi

Prvi klasi¢ni ortogonalni polinomi pojavljuju se u djelu francuskog mate-
maticara A. M. Legendrea. On je 1784. godine u radu Recherches sur la figure
( 1"‘7‘2’2’3_”1{1;‘??)’8 ﬁ;ﬁﬁ‘ig des planétes predstavio polinome koji su, njemu u ¢ast, nazvani Legendreovi
matematicar  POlinomi. U 19. stolje¢u doglo je do generalizacije ortogonalnih polinoma,
- a znacajniji interes za njihovim proucavanjem javio se u radovima matema-

ticara P. L. Cebigevljeva, A. A. Markova i T. J. Stieltjesa.

Definicija 1.1. Niz polinoma py, p1, p2, . . ., pri Cemu je p; polinom stupnja i €
Ny, ortogonalan je na segmentu [a, b] ukoliko zadovoljava uvjet ortogonalnosti

b
Pafnuty Luovich e . . =
e o L (pipiho = | w(x)piCx)p;(x) dx =,
ruski matematicar
zai # j, i,j € Ny, s obzirom na pripadnu teZinsku funkciju w, w(x) > 0, za
svaki x € [a,b].

Napomena 1.1. Slicno mozemo definirati ortogonalni niz polinoma na skupu
D C IR, koji je domena pripadne teZinske funkcije w.

N ;‘r\;loiff(yl gzdf%ezzgf)h Razvojem matematike, ali i drugih srodnih znanosti, pokazalo se da or-
ruski matematicar  togonalni polinomi imaju Sirok spektar primjena u razim podrudjima ma-
tematike i fizike. U nastavku ¢emo proucavati Jacobijeve polinome, koji
a pripadaju klasi¢nim ortogonalnim polinomima, i njihove primjene u teoriji
vjerojatnosti. ViSe informacija o ortogonalnim polinomima moZze se pro-
7 mnadiu [, [3], [5] i [11]]. U ovom ¢emo dijelu samo ukratko navesti rezul-

Thomas 10(%’;25 iféeglge)s tate koji ¢e nam kasnije biti potrebni.
nizozemski matematicar Familiju ortogonalnih polinoma stupnja n, n € [Ny, u nastavku ¢emo oz-
nacavati s {p,(x), n € INp}. Tako definirana familija na segmentu [a, ] s
tezinskom funkcijom w, w(x) > 0, za svaki x € [a,b], zadovoljava Rodri-

guesovu formulu
1 a "

pu(x) = oy e (W) 1)

enw

pri ¢emu konstanta e;; i polinom g ovise o vrsti ortogonalnih polinoma.
Formulu ([I}) predstavio je O. Rodrigues. U pocetku je ona definirana za Le-

Benjamin Olinde : T 4 : 3
Rodrigues (1795.1851.), gendreove polinome, no kasnije je poopcena i za druge vrste ortogonalnih

francuski matematicari  polinoma.
bankar

2 Jacobijevi polinomi

Jacobijevi polinomi, u oznaci P,Ea’ﬁ ), pripadaju klasi¢nim ortogonalnim po-

linomima. Definirani su na na segmentu [—1,1] s obzirom na tezinsku
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funkciju w, w(x) = (1 —x)*(1+ x)?, &, > —1. Predstavio ih je C. G.
Jacobi te su po njemu i nazvani. U nastavku ¢emo dati osnovne informa-
cije o Jacobijevim polinomima, dokazati neka svojstva koja zadovoljavaju
te pokazati njihovu primjenu u teoriji vjerojatnosti.

2.1 Definicija i osnovna svojstva

Jacobijevi polinomi definirani su formulom

= G- o], o

$to je upravo zapis pomoc¢u Rodriguesove formule ().
Primijenom Leibnizovog pravila‘|na prethodni izraz slijedi:

(—2)"nl(1 — 2)%(1 + x)PPP) (x)

n dnk N d N
:Z<) xnk x)n adx (1+x)nﬁ

k=0

— (1)1 = %) (1 + )Pl Eo () (%)= vy

Time smo dobili eksplicitnu formulu za Jacobijeve polinome stupnja n €
N()Z

PP =2y () (M) e e o
(a,)

1z prethodnog zapisa lako uo¢avamo da je vodeéi koeficijent polinoma P,

stupnja n jednak
o (nta (n+B
n
()65

Zn(2n+1x+,3>.

n

! Ako su funkcije f i g n-puta derivabilne, tada je i njihov produkt n-puta derivabilna funkcija

$to sredivanjem daje

n
&ija je n-ta derivacija dana izrazom (f - g)™ = ) (Z)f“‘)g("*k), gdjeje f() i-ta derivacija

funkcije f.

Carl Gustav Jacobi
(1804.-1851.), njemacki
matematicar
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Napomena 2.1. Kako se ortogonalni polinomi mogu zapisati pomocu odgovara-
jucih funkcija izvodnica, navodimo funkciju izvodnicu za Jacobijeve polinome

Y PP (x)z" = 2 PR (1 —z+ R) “(1+z+R)F
n=0

gdje je R = R(x,z) = V1 —2xz + z2. Ovu funkciju izveo je Jacobi, a izvod se
moZe pronaéi u [5) str. 144] ili [[11) str. 69].

Navedimo sada prvih nekoliko Jacobijevih polinoma:

PP (x) =1,
PP (x) = % 2(a+1)+ (a+B+2)(x—1)],
PP (x) = Sl4la+ 1) +4la+ B+ 3) (@ +2)(x — 1)

+ (a+B+3)2(x —1)2.
Koeficijenti za generiranje Jacobijevih polinoma proizvoljnog stupnja mogu

se pronadi u [[1} str. 793], a ovdje ih neéemo posebno navoditi zbog veli¢ine

zapisa. Na slici [1| prikazani su grafovi Jacobijevih polinoma P(l’l), Pél’z),

p*Y i pi32),

Slika 1. Graficki prikaz Jacobijevih polinoma

U nastavku ¢emo dokazati osnovna svojstva Jacobijevih polinoma. Za
pocetak, uvjerimo se da za Jacobijeve polinome zaista vrijedi formula
(4)

PP (—x) = (<1)" PP (x).
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Naime, uvrstavanjem —x u izraz dobivamo:

PP (_x) = 21 i (th) (n Jkr ﬁ) (—x —1)F(—x 1)+

k=0

10 M G | GO [CVEERRIRER TR

k=0 \" —
= (M) () e e

— (—1)"PP (x).

Nadalje, iz

i @) direktno slijedi

n

P 1) = (- ("),

Deriviranjem izraza (3)) dobivamo

d (a a+p+n+1 1,B+1
& pie) () = LTPIIT L plesipen

dok se derivacije viseg reda dobivaju uzastopnim deriviranjem po varijabli
x, a racunaju se prema formuli

<, a+B+n+1 atk, Bk
WRS ﬂ)(x> = ( ﬁzk )kP;E—Jrk P )(x).

Osim toga, Jacobijevi polinomi su rjeSenja homogene linearne diferenci-
jalne jednadZzbe drugoga reda

1=y +[p—a—(a+p+2)x]y +n(n+a+p+1)y=0.
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2.2 Rekurzivne relacije
Jacobijevi polinomi zadovoljavaju rekurzivnu relaciju
Pu+1(x) = (anx + bu)pu(x) — cnpp-1(x), n € N. (5)

Navedena relacija u literaturi je poznata pod nazivom troc¢lana rekurzija.
Za Jacobijeve polinome, koeficijenti rekurzije dani su sljedec¢im izrazima:

. _(a+p+2n+2)(a+p+2n+1)
" 2(n+1)(a+B+n+1) '

b (02— B)(a+B+2n+1)
"2+ 1) (a+B+2n)(a+B+n+1)
o (a+n)(p+n)(a+p+2n+2)

(n+1)(a+p+2n)(a+p+n+1)

ViSe informacija o tro¢lanoj rekurziji za Jacobijeve polinome moZe se pro-
nadi u [5) str. 145]. Uoc¢imo kako rekurzija (B)) vrijediiza n = 0, no tada se
dogovorno uzima p_1(x) = 0. Osim toga, vrijedi po(x) = 1.

Navedimo jo$ neke rekurzivne relacije za Jacobijeve polinome (za vise
informacija pogledati [[1}, str. 782]):

(1- x)Pr(locH,ﬁ) (x)+(1+ x)Pr(la'ﬁH) (x) = Zpr(la,ﬁ)(x),
@n+a+B)PY P (x) = (n+a+ )PP (x) — (n+ B)P (x),
@n+a+B)PYP V(x) = (n+a+B)PYP (x) + (n + )PP (),

PP () = P () = PY) (),

2.3 Specijalni slucajevi

Jacobijevi polinomi mogu se povezati s ostalim klasama ortogonalnih po-
linoma, i to na vrlo elegantan nacin. Naime, dovoljno je fiksirati indekse
« i B te pomnoziti tako odabrani Jacobijev polinom unaprijed definiranom
konstantom.
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Najjednostavnija je veza izmedu Jacobijevih i Legendreovih polinoma.
Legendreovi polinomi, u oznaci P, dobiju se kao poseban slucaj Jacobije-
vih polinoma za « = = 0, odnosno

Pu(x) = P2 (x).

Iz navedenog izraza lako mozemo izracunati prvih nekoliko Legendreovih
polinoma:

Py(x) =1,
Pi(x) =x,
3, 1

PZ(x) - Ex - E/
P3(x) = ;x3 — %x,

35, 15, 3
Py(x) = gX ¥ty

635 35, 15
P5(x) = g -yt g

Grafovi navedenih polinoma prikazani su na sliCiIZl

-10F

Slika 2. Graficki prikaz Legendreovih polinoma

Cebisevljevi polinomi prve vrste, u oznaci T, su poseban sluéaj Jacobi-
jevih polinomazaa = = —%, tj. imamo sljededi izraz:

-1
T, (x) = 22 (i’:) P (),
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Prvih nekoliko Cebiéevljevih polinoma prve vrste navedeno je u nastavku:
To(x) =1,
Ti(x) =x,
To(x) =2x% — 1,
Ts(x) = 4x° — 3x,
Ty(x) = 8x* —8x% +1,
Ts(x) = 16x° — 20x° + 5z,

a grafi¢ki su prikazani na slici[3]

o5l — ¥
— T
| — Ta(x)
-1 -0.5 - — Ta(x)
— Ty
e -p5 — T.x)
- ol

Slika 3. Grafi¢ki prikaz Cebigevljevih polinoma prve vrste

Sli¢no raé¢unamo i Cebievljeve polinome druge vrste, u oznaci U,. Njih
dobivamo odabirom a = § = %, t.

241\ (11
un(x>:22n<n+l) Py(lz 2)'

Prvih est Cebigevljevih polinoma druge vrste dano je sljede¢im izrazima:
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Us(x) = 32x° — 32x° + 6.

Na slici[d prikazani su grafovi prethodno navedenih polinoma.

Slika 4. Grafi¢ki prikaz Cebigevljevih polinoma druge vrste

7

NI=

ip=

NI—

Cebisevljevi polinomi trece vrste, u oznaci V;, dobijuse zax = —
a njihova veza s Jacobijevim polinomima dana je izrazom

Vi(x) = 22 <2n”) TR (g,

Prvih nekoliko Cebievljevih polinoma trece vrste:

Vo(x) =1,

Vi(x) =2x—1,

Vo(x) = 4x> —2x — 1,

Va(x) = 8x° —4x? —4x +1,

Va(x) = 16x* — 8x% — 1262 + 4x 41,

Vs(x) = 32x° — 16x* — 32x% 4+ 12x% 4 6x — 1.

Navedeni CebiSevljevi polinomi trece vrste prikazani su na sliciEl
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— Y
Vi (%)

A — v®
1.0 . V,’_’. I:X)
— Va(®)

— Vs(®)

Slika 5. Grafi¢ki prikaz Cebigevljevih polinoma trede vrste

Sli¢no Cebievljevim polinomima trece vrste, za & = % i = —% dobi-
vamo CebiSevljeve polinome Cetvrte vrste, u oznaci W;:

n

Wi (x) = 221 <Z”> TR (g,

Prvih nekoliko Cebigevljevih polinoma &etvrte vrste:

Wo(x) =1,

Wi(x) =2x+1,

Wy (x) = 4x2 +2x — 1,

Ws(x) = 8x> +4x? —4x — 1,

Wy(x) = 16x* +8x3 — 1242 —4x +1,

Ws(x) = 32x° + 16x* — 3243 — 12x% + 6x + 1.

Navedeni CebiSevljevi polinomi Cetvrte vrste prikazani su na slici@

10
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EEZ

E

|
SE3Fss
=

E

Slika 6. Grafi¢ki prikaz Cebigevljevih polinoma Cetvrte vrste

Jo8 jedan specijalan slucaj Jacobijevih polinoma su Gegenbauerovi poli-
nomi, u oznaci C. MoZemo ih dobiti uvrtavanjem « = p = A — 1, pri
¢emu vrijedi A > —%, A #£ 0. Dakle,

11
Chx) = 2_p{iA )y,
A+l
(1),
gdjeje (m), Pochhammerov simboﬂ Koristeéi svojstvo (m), = %, ne

INo, gdje je I' oznaka za gama funkcijLﬁ dobivamo zapis koji je nesto zas-
tupljeniji u literaturi:

1

P (.

G = r(A+3)T(n+22)

CT@eAMT (n+A+1)

Navedimo prvih nekoliko Gegenbauerovih polinoma:

(x) =1,
CH(x) = 2Mx,
CH(x) = —A+2(A)22,

2Pochhammerov simbol ili rastuéi faktorijel, u oznaci (m),, definiran je izrazom (m), =
n—1
[J(m+i),zame Cin € No.
i=0

3Vige detalja 0 gama funkciji moze se pronadi u [[6] i [§].

11
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Ch(x) = —2(A)x + 5 (N)s,

Cl(x) = 3 (M2~ 2(0)52 + 2(V)ar,

4 4
C(x) = (A)sx — 5()\)4x3 + E(A)SXS'
Slike[7]i[§] prikazuju Gegenbauerove polinome proizvoljnog stupnja 7 i in-
deksa A.

Slika 8. Gegenbauerovi polinomi C} (x) za A € {1,2,3,4,5}

Vise detalja o prezentiranim specijalnim sluc¢ajevima Jacobijevih polinoma
i njihovim primjenama mozZe se pronaci u [5] i [12]].

2.4 Primjena kod ra¢unanja momenata

Racunanje ocekivanja i varijance preko definicije za zadanu distribuciju
moze biti izrazito mukotrpan posao, koji uvelike ovisi o sloZzenosti danog

12
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izraza. Taj postupak znatno se moZe olaksati koristenjem ortogonalnih po-
linoma. Pomo¢u njih moZemo jednostavnijim racunom do¢i do ocekivanja
i varijance, ali i ostalih momenata (ukoliko postoje) zadane distribucije.
U nastavku ¢emo pokazati kako se Jacobijevi polinomi mogu upotrijebiti
prilikom ra¢unanja momenata beta distribucije, ¢iji momenti svakoga reda
postoje. Prije samoga ra¢una navest ¢emo definiciju #-tog momenta nepre-
kidne slucajne varijable.

Definicija 2.1. Neka je X neprekidna slucajna varijabla s funkcijom gustoce fx.
Ako je integral

[ZMUﬂ@M

konacan, onda kaZemo da slucajna varijabla X ima n-ti moment i broj

EWﬂ:/Zﬂﬁqu

zovemo n-ti moment neprekidne slucajne varijable X.

Specijalno, za n = 1, prvi moment nazivamo ocekivanje slucajne varija-
ble.

Osim toga, ako je g realna funkcija realne varijable, onda ocekivanje slu-
Cajne varijable g(X) moZemo racunati na sljedeéi nacin:

EROOI = [ ga)f(x) dx.

Iz navedenoga slijedi da matematicko ocekivanje ima svojstvo linearnostﬂ
Slijedi definicija beta distribucije.
Definicija 2.2. Za fiksne , B > 0, neprekidna slucajna varijabla X ima beta dis-
tribuciju s parametrima o i B ako joj je funkcija gustoce zadana izrazom

x"‘*l(l—x)ﬁfl

—Bwp x €(0,1)

fx(x) =

0, inace,

1
gdje je B(a, B) = / 1 — Pt ar betafunkcij
0

4Za realne funkcije realne varijable g1, g2, ..., gm ibrojeve ay, ay, ..., a; vrijedi
m m
E|Y aigi(X)| = Y aiE[gi(X)].
i=1 i=1

5Vige informacija o beta funkciji dostupno je u [8].

13
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Na Slici[9|prikazani su grafovi funkcije gustoce beta distribucije za fiksirane
parametre « i f.

20F
ok —_— =2, ,3=U.5
- a=2, ,3=2
- a=2, =4
1.0F /
osL /
—_ . L
0.2 0.4 0.6 0.8 1.0
(a) a =2,p€{05,2,4}
I
— a=05, p=05
a=2, p=0.5
a=4, p=0.5
e oe i o8 1o

(b) a € {05,2,4}, B =05
Slika 9. Grafovi funkcije gustoce beta distribucije
Kako je, prema prethodnoj definiciji, funkcija gustoce beta distribucije

definirana na segmentu [0, 1], koristit ¢emo sljedeci izraz za generiranje Ja-
cobijevih polinoma:

ple=18-1) (x) = é (n +]o<c - 1) (n : f; 1) (x— 1R (6)

Uocimo da smo time definirali Jacobijeve polinome na segmentu [0, 1], za
razliku od izraza (2)) ili (3)), gdje su definirani na segmentu [—1,1]. Osim
toga, mozemo ih definirati i rekurzivnom relacijom koja vrijedi za ortonor-

14
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mirane polinome

Prir(x) = = (6 = Pa(®) + araPos (], 0 21, ()

pri ¢emu su koeficijenti dani izrazima:

, # (n+1)( +B+n—1)(a +n)(B+n)
" (a+B+2n)2(a+p+2n—1)(a+B+2n+1)

a?+ap+2(a+ B)n+2n? —2a —2n

bn (a+B+2n)(a+p+2n—-2) '

ivrijedi p_1(x) = po(x) = 1.

Navedimo prva dva Jacobijeva polinoma definirana prethodnim izrazom:

Pl(u(—l,ﬁ—l) (X) _ \/W [(p( + ﬁ)x — DC] ’

5 = [P 122

—2(a+1)(a+B+1)x +a(a+1)].

Ako su p; i p; dva ortonormirana polinoma te fx funkcija gustoce beta
distribucije, onda vrijedi:

ElpCOpi(0) = [ pilx)pj(x)fc(x) dx = ®)

1, i=j )
0, i#] Kroneckerov simbol.

Bududi da smo ranije naveli da za ortonormirane polinome vrijedi da je
po(x) =1,iz (§) slijedidajezaj=0

E[pi(X)] = 0. ©)

Izra¢unajmo sada ocekivanje beta distribucije koriste¢i Jacobijeve poli-
nome definirane izrazom (§)), jednakost (9)) i svojstvo linearnosti:

pri emu je §;; = {

E [Pl(“_l’ﬁ_l)(x)] =0

15
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44
E[X] - oc+/3+i‘ﬂ
ap (“ + .B)
[X] = o jc- B

Za racunanje varijance koristit ¢emo sljedecu formull.ﬂ
Var(X) = E[X?] — (E[X])2.
Iz prethodnog raspisa direktno slijedi da je

2

(a+p)*’

(E[X])* =

pa nam jo$ preostaje izracunati drugi moment, tj. E[X?]. Imamo:

E [Pz(“*l'ﬁ*”(x)] =0

20p(a+1)(B+1) ((a+p+1)(a+p+2)X?

—2(a+1)(a+B+1)X+a(a+1))]=0

\/(Dc+ﬁ)(vc+ﬁ+3)

(10)

®Navedena formula rezultat je &injenice da je varijanca drugi centralni moment, a dokaz se

moze pronadi u [2, str. 93].

16
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(«+B)(a+p+3)
\/2w/3(a+1)(/3+1) El(@tpt1)(atp+2)x

—2(a+1)(a+p+1)X+a(e+1)]=0

20Ba+1)(B+1)
—2(a+1)(a+ B+ 1)E[X] +ala+1)) =0

\/<“+ﬁ><“+5+3)((a+ﬁ+1)(a+ﬁ+2)E[X2]

\/(“+ﬁ)(“+ﬁ+3)(a+ﬁ+1)(«x+ﬁ+2)£[xz]

20B(a+1)(B+1)
- \/(oc+,8)(zx+,3+3) a(a+1)(@+p+2) _
2aB(a+1)(B+1) a+p

lz(a;(ﬂ)(oi;-([;-i-?{)) a(a+1)$;—,5+2)
ap(x+ + 2
E[X?] =

x+pB)(a+p+3
BB (w+ B+ 1) ( + B +2)

a(a+1)
(a+pB)(a+p+1)

Sada moZzemo izracunati varijancu:

E[X*] =

Var(X) = E[X?] - (E[X))?

a(a+1) a?

(et B)at+B+1)  (a+p)?

ala+1)(a+B)—at(a+B+1)
N (a+B)2(a+B+1)

_ ap
 (a+B)2(a+B+1)
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Racunanje jo$ nekih momenata detaljno je prikazano u [[Z].
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