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Jacobijevi polinomi

Mihaela Ribičić Penava∗, Nataša Ujić†

Sažetak

U ovome radu prezentirani su Jacobijevi polinomi, njihova osnovna
svojstva i specijalni slučajevi kao što su Legendreovi, Čebiševljevi i Ge-
genbauerovi polinomi. Osim toga, pokazana je primjena Jacobijevih
polinoma pri računanju momenata nekih neprekidnih slučajnih vari-
jabli.
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Jacobi polynomials
Abstract

In this paper, Jacobi polynomials, their basic properties and certain
special cases, such as Legendre, Chebyshev and Gegenbauer polyno-
mials, are presented. In addition, the application of Jacobi polynomi-
als in the computation of moments of continuous random variables is
shown.
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1 Osnovni pojmovi
Prvi klasični ortogonalni polinomi pojavljuju se u djelu francuskog mate-
matičara A.M. Legendrea. On je 1784. godine u raduRecherches sur la figure

Adrien-Marie Legendre
(1752.–1833.), francuski

matematičar

des planètes predstavio polinome koji su, njemu u čast, nazvani Legendreovi
polinomi. U 19. stoljeću došlo je do generalizacije ortogonalnih polinoma,
a značajniji interes za njihovim proučavanjem javio se u radovimamatema-
tičara P. L. Čebiševljeva, A. A. Markova i T. J. Stieltjesa.

Pafnuty Lvovich
Chebyshev (1821.–1894.),

ruski matematičar

Andrey Andreyevich
Markov (1856.–1922.),

ruski matematičar

Thomas Joannes Stieltjes
(1856.–1894.),

nizozemski matematičar

Definicija 1.1. Niz polinoma p0, p1, p2, . . ., pri čemu je pi polinom stupnja i ∈
N0, ortogonalan je na segmentu [a, b] ukoliko zadovoljava uvjet ortogonalnosti

⟨pi, pj⟩w =
∫ b

a
w(x)pi(x)pj(x) dx = 0,

za i ̸= j, i, j ∈ N0, s obzirom na pripadnu težinsku funkciju w, w(x) ≥ 0, za
svaki x ∈ [a, b].

Napomena 1.1. Slično možemo definirati ortogonalni niz polinoma na skupu
D ⊆ R, koji je domena pripadne težinske funkcije w.

Razvojem matematike, ali i drugih srodnih znanosti, pokazalo se da or-
togonalni polinomi imaju širok spektar primjena u razim područjima ma-
tematike i fizike. U nastavku ćemo proučavati Jacobijeve polinome, koji
pripadaju klasičnim ortogonalnim polinomima, i njihove primjene u teoriji
vjerojatnosti. Više informacija o ortogonalnim polinomima može se pro-
naći u [1], [3], [5] i [11]. U ovom ćemo dijelu samo ukratko navesti rezul-
tate koji će nam kasnije biti potrebni.
Familiju ortogonalnih polinoma stupnja n, n ∈ N0, u nastavku ćemo oz-

načavati s {pn(x), n ∈ N0}. Tako definirana familija na segmentu [a, b] s
težinskom funkcijom w, w(x) ≥ 0, za svaki x ∈ [a, b], zadovoljava Rodri-
guesovu formulu

pn(x) =
1

enw(x)
dn

dxn [w(x)(g(x))n] , (1)

pri čemu konstanta en i polinom g ovise o vrsti ortogonalnih polinoma.
Formulu (1) predstavio je O. Rodrigues. U početku je ona definirana za Le-

Benjamin Olinde
Rodrigues (1795.–1851.),

francuski matematičar i
bankar

gendreove polinome, no kasnije je poopćena i za druge vrste ortogonalnih
polinoma.

2 Jacobijevi polinomi

Jacobijevi polinomi, u oznaci P(α,β)
n , pripadaju klasičnim ortogonalnim po-

linomima. Definirani su na na segmentu [−1, 1] s obzirom na težinsku
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funkciju w, w(x) = (1 − x)α(1 + x)β, α, β > −1. Predstavio ih je C. G.
Jacobi te su po njemu i nazvani. U nastavku ćemo dati osnovne informa-

Carl Gustav Jacobi
(1804.–1851.), njemački
matematičar

cije o Jacobijevim polinomima, dokazati neka svojstva koja zadovoljavaju
te pokazati njihovu primjenu u teoriji vjerojatnosti.

2.1 Definicija i osnovna svojstva
Jacobijevi polinomi definirani su formulom

P(α,β)
n (x)=

(−1)n

2nn!
(1 − x)−α(1 + x)−β dn

dxn

[
(1 − x)n+α(1 + x)n+β

]
, (2)

što je upravo zapis pomoću Rodriguesove formule (1).
Primijenom Leibnizovog pravila1 na prethodni izraz slijedi:

(−2)nn!(1 − x)α(1 + x)βP(α,β)
n (x)

=
n

∑
k=0

(
n
k

)
dn−k

dxn−k (1 − x)n+α dk

dxk (1 + x)n+β

= (−1)n(1 − x)α(1 + x)βn!
n

∑
k=0

(
n + α

n − k

)(
n + β

k

)
(x − 1)k(x + 1)n−k.

Time smo dobili eksplicitnu formulu za Jacobijeve polinome stupnja n ∈
N0:

P(α,β)
n (x) = 2−n

n

∑
k=0

(
n + α

n − k

)(
n + β

k

)
(x − 1)k(x + 1)n−k. (3)

Iz prethodnog zapisa lakouočavamoda je vodeći koeficijent polinoma P(α,β)
n

stupnja n jednak
2−n

n

∑
k=0

(
n + α

k

)(
n + β

n − k

)
,

što sređivanjem daje
2−n

(
2n + α + β

n

)
.

1Ako su funkcije f i g n-puta derivabilne, tada je i njihov produkt n-puta derivabilna funkcija
čija je n-ta derivacija dana izrazom ( f · g)(n) =

n

∑
k=0

(
n
k

)
f (k)g(n−k), gdje je f (i) i-ta derivacija

funkcije f .
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Napomena 2.1. Kako se ortogonalni polinomi mogu zapisati pomoću odgovara-
jućih funkcija izvodnica, navodimo funkciju izvodnicu za Jacobijeve polinome

∞

∑
n=0

P(α,β)
n (x)zn = 2α+βR−1(1 − z + R)−α(1 + z + R)−β,

gdje je R = R(x, z) =
√

1 − 2xz + z2. Ovu funkciju izveo je Jacobi, a izvod se
može pronaći u [5, str. 144] ili [11, str. 69].

Navedimo sada prvih nekoliko Jacobijevih polinoma:

P(α,β)
0 (x) = 1,

P(α,β)
1 (x) =

1
2
[2(α + 1) + (α + β + 2)(x − 1)] ,

P(α,β)
2 (x) =

1
8
[4(α + 1)2 + 4(α + β + 3)(α + 2)(x − 1)

+ (α + β + 3)2(x − 1)2].

Koeficijenti za generiranje Jacobijevih polinomaproizvoljnog stupnjamogu
se pronaći u [1, str. 793], a ovdje ih nećemo posebno navoditi zbog veličine
zapisa. Na slici 1 prikazani su grafovi Jacobijevih polinoma P(1,1)

2 , P(1,2)
3 ,

P(2,1)
4 i P(3,2)

5 .

Slika 1. Grafički prikaz Jacobijevih polinoma

U nastavku ćemo dokazati osnovna svojstva Jacobijevih polinoma. Za
početak, uvjerimo se da za Jacobijeve polinome zaista vrijedi formula

P(α,β)
n (−x) = (−1)nP(β,α)

n (x). (4)
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Naime, uvrštavanjem −x u izraz (3) dobivamo:

P(α,β)
n (−x) = 2−n

n

∑
k=0

(
n + α

n − k

)(
n + β

k

)
(−x − 1)k(−x + 1)n−k

= 2−n
n

∑
k=0

(
n + α

n − k

)(
n + β

k

)
(−1)k(x + 1)k(−1)n−k(x − 1)n−k

= (−1)n2−n
n

∑
k=0

(
n + α

k

)(
n + β

n − k

)
(x − 1)k(x + 1)n−k

= (−1)nP(β,α)
n (x).

Nadalje, iz

P(α,β)
n (1) =

(
n + α

n

)
i (4) direktno slijedi

P(α,β)
n (−1) = (−1)n

(
n + β

n

)
.

Deriviranjem izraza (3) dobivamo

d
dx

P(α,β)
n (x) =

α + β + n + 1
2

P(α+1,β+1)
n−1 (x),

dok se derivacije višeg reda dobivaju uzastopnim deriviranjem po varijabli
x, a računaju se prema formuli

dk

dxk P(α,β)
n (x) =

(α + β + n + 1)k

2k P(α+k,β+k)
n−k (x).

Osim toga, Jacobijevi polinomi su rješenja homogene linearne diferenci-
jalne jednadžbe drugoga reda

(1 − x2)y′′ + [β − α − (α + β + 2)x]y′ + n(n + α + β + 1)y = 0.
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2.2 Rekurzivne relacije
Jacobijevi polinomi zadovoljavaju rekurzivnu relaciju

pn+1(x) = (anx + bn)pn(x)− cn pn−1(x), n ∈ N. (5)

Navedena relacija u literaturi je poznata pod nazivom tročlana rekurzija.
Za Jacobijeve polinome, koeficijenti rekurzije dani su sljedećim izrazima:

an =
(α + β + 2n + 2)(α + β + 2n + 1)

2(n + 1)(α + β + n + 1)
,

bn =
(α2 − β2)(α + β + 2n + 1)

2(n + 1)(α + β + 2n)(α + β + n + 1)
,

cn =
(α + n)(β + n)(α + β + 2n + 2)

(n + 1)(α + β + 2n)(α + β + n + 1)
.

Više informacija o tročlanoj rekurziji za Jacobijeve polinomemože se pro-
naći u [5, str. 145]. Uočimo kako rekurzija (5) vrijedi i za n = 0, no tada se
dogovorno uzima p−1(x) = 0. Osim toga, vrijedi p0(x) = 1.
Navedimo još neke rekurzivne relacije za Jacobijeve polinome (za više

informacija pogledati [1, str. 782]):

(1 − x)P(α+1,β)
n (x) + (1 + x)P(α,β+1)

n (x) = 2P(α,β)
n (x),

(2n + α + β)P(α−1,β)
n (x) = (n + α + β)P(α,β)

n (x)− (n + β)P(α,β)
n−1 (x),

(2n + α + β)P(α,β−1)
n (x) = (n + α + β)P(α,β)

n (x) + (n + α)P(α,β)
n−1 (x),

P(α,β−1)
n (x)− P(α−1,β)

n (x) = P(α,β)
n−1 (x).

2.3 Specijalni slučajevi
Jacobijevi polinomi mogu se povezati s ostalim klasama ortogonalnih po-
linoma, i to na vrlo elegantan način. Naime, dovoljno je fiksirati indekse
α i β te pomnožiti tako odabrani Jacobijev polinom unaprijed definiranom
konstantom.
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Najjednostavnija je veza između Jacobijevih i Legendreovih polinoma.
Legendreovi polinomi, u oznaci Pn, dobiju se kao poseban slučaj Jacobije-
vih polinoma za α = β = 0, odnosno

Pn(x) = P(0,0)
n (x).

Iz navedenog izraza lako možemo izračunati prvih nekoliko Legendreovih
polinoma:

P0(x) = 1,
P1(x) = x,

P2(x) =
3
2

x2 − 1
2

,

P3(x) =
5
2

x3 − 3
2

x,

P4(x) =
35
8

x4 − 15
4

x2 +
3
8

,

P5(x) =
63
8

x5 − 35
4

x3 +
15
8

x.

Grafovi navedenih polinoma prikazani su na slici 2.

Slika 2. Grafički prikaz Legendreovih polinoma

Čebiševljevi polinomi prve vrste, u oznaci Tn, su poseban slučaj Jacobi-
jevih polinoma za α = β = − 1

2 , tj. imamo sljedeći izraz:

Tn(x) = 22n
(

2n
n

)−1
P(− 1

2 ,− 1
2 )

n (x).
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Prvih nekoliko Čebiševljevih polinoma prve vrste navedeno je u nastavku:

T0(x) = 1,
T1(x) = x,

T2(x) = 2x2 − 1,

T3(x) = 4x3 − 3x,

T4(x) = 8x4 − 8x2 + 1,

T5(x) = 16x5 − 20x3 + 5x,

a grafički su prikazani na slici 3.

Slika 3. Grafički prikaz Čebiševljevih polinoma prve vrste

Slično računamo i Čebiševljeve polinome druge vrste, u oznaci Un. Njih
dobivamo odabirom α = β = 1

2 , tj.

Un(x) = 22n
(

2n + 1
n + 1

)−1
P( 1

2 , 1
2 )

n .

Prvih šest Čebiševljevih polinoma druge vrste dano je sljedećim izrazima:

U0(x) = 1,
U1(x) = 2x,

U2(x) = 4x2 − 1,

U3(x) = 8x3 − 4x,

U4(x) = 16x4 − 12x2 + 1,
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U5(x) = 32x5 − 32x3 + 6x.

Na slici 4 prikazani su grafovi prethodno navedenih polinoma.

Slika 4. Grafički prikaz Čebiševljevih polinoma druge vrste

Čebiševljevi polinomi treće vrste, u oznaci Vn, dobiju se za α = − 1
2 i β = 1

2 ,
a njihova veza s Jacobijevim polinomima dana je izrazom

Vn(x) = 22n
(

2n
n

)−1
P(

− 1
2 , 1

2 )
n (x).

Prvih nekoliko Čebiševljevih polinoma treće vrste:

V0(x) = 1,
V1(x) = 2x − 1,

V2(x) = 4x2 − 2x − 1,

V3(x) = 8x3 − 4x2 − 4x + 1,

V4(x) = 16x4 − 8x3 − 12x2 + 4x + 1,

V5(x) = 32x5 − 16x4 − 32x3 + 12x2 + 6x − 1.

Navedeni Čebiševljevi polinomi treće vrste prikazani su na slici 5.
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Slika 5. Grafički prikaz Čebiševljevih polinoma treće vrste

Slično Čebiševljevim polinomima treće vrste, za α = 1
2 i β = − 1

2 dobi-
vamo Čebiševljeve polinome četvrte vrste, u oznaci Wn:

Wn(x) = 22n
(

2n
n

)−1
P(

1
2 ,− 1

2 )
n (x).

Prvih nekoliko Čebiševljevih polinoma četvrte vrste:

W0(x) = 1,
W1(x) = 2x + 1,

W2(x) = 4x2 + 2x − 1,

W3(x) = 8x3 + 4x2 − 4x − 1,

W4(x) = 16x4 + 8x3 − 12x2 − 4x + 1,

W5(x) = 32x5 + 16x4 − 32x3 − 12x2 + 6x + 1.

Navedeni Čebiševljevi polinomi četvrte vrste prikazani su na slici 6.
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Slika 6. Grafički prikaz Čebiševljevih polinoma četvrte vrste

Još jedan specijalan slučaj Jacobijevih polinoma su Gegenbauerovi poli-
nomi, u oznaci Cλ

n . Možemo ih dobiti uvrštavanjem α = β = λ − 1
2 , pri

čemu vrijedi λ > − 1
2 , λ ̸= 0. Dakle,

Cλ
n (x) =

(2λ)n(
λ + 1

2

)
n

P(
λ− 1

2 ,λ− 1
2 )

n (x),

gdje je (m)n Pochhammerov simbol2. Koristeći svojstvo (m)n = Γ(m+n)
Γ(m)

, n ∈
N0, gdje je Γ oznaka za gama funkciju3, dobivamo zapis koji je nešto zas-
tupljeniji u literaturi:

Cλ
n (x) =

Γ
(

λ + 1
2

)
Γ(n + 2λ)

Γ(2λ)Γ
(

n + λ + 1
2

) P(
λ− 1

2 ,λ− 1
2 )

n (x).

Navedimo prvih nekoliko Gegenbauerovih polinoma:

Cλ
0 (x) = 1,

Cλ
1 (x) = 2λx,

Cλ
2 (x) = −λ + 2(λ)2x2,

2Pochhammerov simbol ili rastući faktorijel, u oznaci (m)n, definiran je izrazom (m)n =
n−1

∏
i=0

(m + i), za m ∈ C i n ∈ N0.
3Više detalja o gama funkciji može se pronaći u [6] i [8].
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Cλ
3 (x) = −2(λ)2x +

4
3
(λ)3x3,

Cλ
4 (x) =

1
2
(λ)2 − 2(λ)3x2 +

2
3
(λ)4x4,

Cλ
5 (x) = (λ)3x − 4

3
(λ)4x3 +

4
15

(λ)5x5.

Slike 7 i 8 prikazuju Gegenbauerove polinome proizvoljnog stupnja n i in-
deksa λ.

Slika 7. Gegenbauerovi polinomi C1
n(x) za n ∈ {0, 1, 2, 3, 4, 5}

Slika 8. Gegenbauerovi polinomi Cλ
4 (x) za λ ∈ {1, 2, 3, 4, 5}

Više detalja o prezentiranim specijalnim slučajevima Jacobijevih polinoma
i njihovim primjenama može se pronaći u [5] i [12].

2.4 Primjena kod računanja momenata
Računanje očekivanja i varijance preko definicije za zadanu distribuciju
može biti izrazito mukotrpan posao, koji uvelike ovisi o složenosti danog
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izraza. Taj postupak znatno se može olakšati korištenjem ortogonalnih po-
linoma. Pomoću njih možemo jednostavnijim računom doći do očekivanja
i varijance, ali i ostalih momenata (ukoliko postoje) zadane distribucije.
U nastavku ćemo pokazati kako se Jacobijevi polinomi mogu upotrijebiti
prilikom računanja momenata beta distribucije, čiji momenti svakoga reda
postoje. Prije samoga računa navest ćemo definiciju n-tog momenta nepre-
kidne slučajne varijable.
Definicija 2.1. Neka je X neprekidna slučajna varijabla s funkcijom gustoće fX .
Ako je integral ∫ ∞

−∞
|x|n fX(x) dx

konačan, onda kažemo da slučajna varijabla X ima n-ti moment i broj

E [Xn] =
∫ ∞

−∞
xn fX(x) dx

zovemo n-ti moment neprekidne slučajne varijable X.

Specijalno, za n = 1, prvi moment nazivamo očekivanje slučajne varija-
ble.
Osim toga, ako je g realna funkcija realne varijable, onda očekivanje slu-

čajne varijable g(X) možemo računati na sljedeći način:

E[g(X)] =
∫ ∞

−∞
g(x) fX(x) dx.

Iz navedenoga slijedi damatematičko očekivanje ima svojstvo linearnosti4.
Slijedi definicija beta distribucije.
Definicija 2.2. Za fiksne α, β > 0, neprekidna slučajna varijabla X ima beta dis-
tribuciju s parametrima α i β ako joj je funkcija gustoće zadana izrazom

fX(x) =


xα−1(1−x)β−1

B(α,β) , x ∈ ⟨0, 1⟩

0, inače,

gdje je B(α, β) =
∫ 1

0
tα−1(1 − t)β−1 dt beta funkcija5.

4Za realne funkcije realne varijable g1, g2, . . . , gm i brojeve a1, a2, . . . , am vrijedi

E

[
m

∑
i=1

ai gi(X)

]
=

m

∑
i=1

aiE [gi(X)] .

5Više informacija o beta funkciji dostupno je u [8].
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Na Slici 9 prikazani su grafovi funkcije gustoće beta distribucije za fiksirane
parametre α i β.

(a) α = 2, β ∈ {0.5, 2, 4}

(b) α ∈ {0.5, 2, 4}, β = 0.5

Slika 9. Grafovi funkcije gustoće beta distribucije

Kako je, prema prethodnoj definiciji, funkcija gustoće beta distribucije
definirana na segmentu [0, 1], koristit ćemo sljedeći izraz za generiranje Ja-
cobijevih polinoma:

P(α−1,β−1)
n (x) =

n

∑
k=0

(
n + α − 1

k

)(
n + β − 1

n − k

)
(x − 1)kxn−k. (6)

Uočimo da smo time definirali Jacobijeve polinome na segmentu [0, 1], za
razliku od izraza (2) ili (3), gdje su definirani na segmentu [−1, 1]. Osim
toga, možemo ih definirati i rekurzivnom relacijom koja vrijedi za ortonor-
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mirane polinome

p̃n+1(x) = − 1
an

[(bn − x) p̃n(x) + an−1 p̃n−1(x)] , n ≥ 1, (7)

pri čemu su koeficijenti dani izrazima:

an =

√
(n + 1)(α + β + n − 1)(α + n)(β + n)

(α + β + 2n)2(α + β + 2n − 1)(α + β + 2n + 1)
,

bn =
α2 + αβ + 2(α + β)n + 2n2 − 2α − 2n

(α + β + 2n)(α + β + 2n − 2)
,

i vrijedi p̃−1(x) = p̃0(x) = 1.

Navedimo prva dva Jacobijeva polinoma definirana prethodnim izrazom:

P(α−1,β−1)
1 (x) =

√
α + β + 1

αβ
[(α + β)x − α] ,

P(α−1,β−1)
2 (x) =

√
(α + β)(α + β + 3)
2αβ(α + 1)(β + 1)

[(α + β + 1)(α + β + 2)x2

− 2(α + 1)(α + β + 1)x + α(α + 1)].

Ako su pi i pj dva ortonormirana polinoma te fX funkcija gustoće beta
distribucije, onda vrijedi:

E[pi(X)pj(X)] =
∫ ∞

−∞
pi(x)pj(x) fX(x) dx = δij, (8)

pri čemu je δij =

{
1, i = j
0, i ̸= j Kroneckerov simbol.

Budući da smo ranije naveli da za ortonormirane polinome vrijedi da je
p0(x) = 1, iz (8) slijedi da je za j = 0

E[pi(X)] = 0. (9)
Izračunajmo sada očekivanje beta distribucije koristeći Jacobijeve poli-

nome definirane izrazom (6), jednakost (9) i svojstvo linearnosti:

E
[

P(α−1,β−1)
1 (X)

]
= 0
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E

[√
α + β + 1

αβ
((α + β)X − α)

]
= 0

√
α + β + 1

αβ
E[(α + β)X − α] = 0

√
α + β + 1

αβ
(α + β)E[X]−

√
α + β + 1

αβ
α = 0

E[X] =

√
α+β+1

αβ α√
α+β+1

αβ (α + β)

E[X] =
α

α + β
.

Za računanje varijance koristit ćemo sljedeću formulu6:

Var(X) = E[X2]− (E[X])2 .

Iz prethodnog raspisa direktno slijedi da je

(E[X])2 =
α2

(α + β)2 , (10)

pa nam još preostaje izračunati drugi moment, tj. E[X2]. Imamo:

E
[

P(α−1,β−1)
2 (X)

]
= 0

E

[√
(α + β)(α + β + 3)
2αβ(α + 1)(β + 1)

((α + β + 1)(α + β + 2)X2

−2(α + 1)(α + β + 1)X + α(α + 1))] = 0

6Navedena formula rezultat je činjenice da je varijanca drugi centralni moment, a dokaz se
može pronaći u [2, str. 93].
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√
(α + β)(α + β + 3)
2αβ(α + 1)(β + 1)

E
[
(α + β + 1)(α + β + 2)X2

− 2(α + 1)(α + β + 1)X + α(α + 1)] = 0

√
(α + β)(α + β + 3)
2αβ(α + 1)(β + 1)

((α + β + 1)(α + β + 2)E[X2]

− 2(α + 1)(α + β + 1)E[X] + α(α + 1)) = 0

√
(α + β)(α + β + 3)
2αβ(α + 1)(β + 1)

(α + β + 1)(α + β + 2)E[X2]

−

√
(α + β)(α + β + 3)
2αβ(α + 1)(β + 1)

α(α + 1)(α + β + 2)
α + β

= 0

E[X2] =

√
(α+β)(α+β+3)
2αβ(α+1)(β+1)

α(α+1)(α+β+2)
α+β√

(α+β)(α+β+3)
2αβ(α+1)(β+1) (α + β + 1)(α + β + 2)

E[X2] =
α(α + 1)

(α + β)(α + β + 1)
.

Sada možemo izračunati varijancu:

Var(X) = E[X2]− (E[X])2

=
α(α + 1)

(α + β)(α + β + 1)
− α2

(α + β)2

=
α(α + 1)(α + β)− α2(α + β + 1)

(α + β)2(α + β + 1)

=
αβ

(α + β)2(α + β + 1)
.
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Računanje još nekih momenata detaljno je prikazano u [7].
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