Statisticka fizika biljara I

Filip Vucic!

Uvod

Biljar je nadaleko poznata druStvena i sportska igra za dva igraca (ili u parovima po
dvoje) s tri i viSe kugli koje se udaraju vrhom biljarskog Stapa na posebnom stolu. U
svijetu se biljar vrlo ¢esto moZe naci u kavanama i gostionicama gdje se najcesce i igra
amaterski, [1]. U ¢lanku e biti korisSten sljede¢i model za statisticki opis sustava koji
¢ini mnostvo biljarskih kuglica na biljarskom stolu.

Dan je biljarski stol znatno vecéih dimenzija od standardnih (npr. duljine i $irine po
nekoliko stotina kilometara). Duljina biljarskog stola neka je [/, a Sirina b. Neka je na
tom stolu vrlo velik broj biljarskih kuglica N (npr. reda veli¢ine 10%*). Sve su kuglice
jednakih polumjera ri jednake mase m, a medusobni sudari kuglica kao i sudari kuglica
s rubovima stola savrSeno su elasti¢ni. U pocetnom trenutku sve kuglice miruju, a nakon
toga se jedna od njih udari Stapom u tocku na visini srediSta i dobije translacijsku brzinu
vo. Nakon toga sustav kuglica prelazi u slobodno gibanje. Trenje na stolu, kao i svi
ostali oblici sila otpora i gubitaka energije, zanemarivi su.

Prosjecna vrijednost kvadrata brzine kuglice

U ovom je odjeljku cilj odrediti srednju vrijednost kvadrata brzine <v2> kuglice i
odrediti maksimalnu brzinu vmax koju neka kuglica moZe imati.

Bududi da su svi sudari savrSeno elasti¢ni i nema gubitaka energije na okolinu, moZe
se pisati zakon o€uvanja energije u obliku
) N

2 N
mve _ mvy 2 _ 2
T—Z 2 < vO—Zvi, (1)

i=1 i=1

pri ¢emu je v; brzina i-te kuglice. Dijeljenjem izraza (1) s brojem kuglica N prepoznaje
se srednja vrijednost kvadrata brzine kuglice

1 u 2 2 V%
ﬁi;"i:<">:ﬁ' )

1z izraza (1) vidi se da je vpax = Vo.
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Tlak

Nm <v2>

Poznat je izraz za tlak idealnog plina? p = , gdje je V volumen posude

u kojoj se nalazi plin. Taj tlak posljedica je sudara Cestica plina sa stjenkama posude.
Valja izvesti analogan izraz za tlak sustava mnoStva biljarskih kuglica na stolu koji
nastaje uslijed sudaranja biljarskih kuglica s rubovima stola.

Razlika izmedu izraza za tlak kuglica na biljarskom stolu i tlak idealnog plina
nastat ¢e uslijed toga Sto je gibanje kuglica dvodimenzionalno, a gibanje Cestica plina
trodimenzionalno. Stoga je dovoljno primijeniti bilo koji od izvoda za tlak idealnog
plina i uvaZiti da je gibanje dvodimenzionalno. Promotrimo cilindar s povr§inom baze
S. Na bazu cilindra nalije¢e kuglica s komponentom brzine okomitom na njegovu bazu,
v. Sila koja uslijed promjene koli¢ine gibanja kuglice djeluje na bazu cilindra jednaka
je

Fo 2mv;
A
Tlak je stoga jednak
2mvi,  2mvi?
;= ~ = —. 3
Pi="SAr = SviaAr )

Vremenski interval Az je prosjecno vrijeme izmedu dvaju sudara i-te Cestice s nekom

bazom pa ako je visina cilindra jednaka %, tada je At = — jer kuglica mora doéi od
Vix

jedne baze do druge (put %) i zatim od druge baze natrag do prve (put /). UvrStavanjem

toga u (3) slijedi

o mvi,xz
Pr= "
Uoc¢imo u prethodnom izrazu da je Shvolumen cilindra pa imamo
mvi,xz
pi= )

No to je tlak uzrokovan sudarom jedne kuglice, a ukupan tlak jednak je zbroju tlakova
izazvanih sudarom svih kuglica u nekom vremenskom intervalu A¢ pa zbrajanjem (4)

po svim i slijedi
N
m 2
P=7y Zl Via®- (5)
i=
Clan vazl V> moZe se izraziti preko srednje vrijednosti kvadrata x-komponente brzine

na nadin N
Z v,~7x2 =N <vx2> . (6)
i=1

Uvrstavanjem (6) u (5) dobiva se

Nm

p=— (v (7

2 Razni izvodi ovog izraza mogu se naéi u [2], [3]1 [4].
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Bududi da u sustavu biljarskih kuglica na stolu ne djeluju vanjske sile vrijedi

() =) ®)
Kako zbog Pitagorinog poucka za svaku kuglicu vrijedi v,> 4 vy2 =172, to zbog svojstva
aditivnosti srednje vrijednosti i dijeljenja jednadZbe s konstantom slijedi

() + () = (7). (9)

Kombiniranjem (9) i (8) imamo

2
(v?) = <VT> (10)
Eliminacijom (v,?) iz (7) i (10), dobiva se
N
=5 (). (11)

Uvrstavanjem (2) u (11) dobiva se konacan izraz za tlak biljarskih kuglica na rubove

stola
2

mvg
=Sy (12)
Volumen V moze se iskazati izrazom
V = 2rbl, (13)
Sto uvrStavanjem u (12) daje
p= m—‘% (14)
4rbl

Valja uoditi da bi za idealni plin u nazivniku izraza (10) bio faktor 3 jer je gibanje
trodimenzionalno pa bi se uvrStavanjem u (7) dobio ranije spomenuti izraz. Zanimljivo
je jos uociti kako izrazi (12) i (14) nemaju parametar N §to znaci da u promatranom
sustavu kuglica tlak koji se opaZa na rubovima stola ne ovisi o broju kuglica.

Razdioba brzina kuglica

Sada se moZe krenuti na razmatranja o razdiobi brzina kuglica. U statisti¢koj fizici
postoji Maxwellova razdioba brzina cestica idealnog plina. Maxwellova je razdioba
funkcija gustode vjerojatnosti kontinuirane varijable (brzine &estice)®. U ovom odjeljku
cilj je izvesti funkciju razdiobe brzina kuglica analognu Maxwellovoj razdiobi.

Razdioba brzina Cestica idealnog plina i razdioba brzina biljarskih kuglica na stolu
razlikovat ¢e se utoliko Sto brzina biljarske kuglice ne moZe biti veca od brzine vy. Stoga
je ocito potrebno izvesti prvo razdiobu brzina bez te restrikcije (dakle dvodimenzionalnu
Maxwellovu razdiobu), a zatim primijeniti Bayesovu formulu za uvjetnu vjerojatnost
kako bi se dobila traZena funkcija razdiobe. Jasno je i da e se struktura funkcije razdiobe
brzina kuglica i idealnog plina razlikovati jer je gibanje kuglica dvodimenzionalno, a
Cestica idealnog plina trodimenzionalno.

Pri izvodu Maxwellove razdiobe koriste se sljedece dvije pretpostavke:

e vjerojatnost da kuglica ima x komponentu brzine izmedu v, 4 dv, ovisi samo o
vy, a analogno vrijedi i za y komponentu brzine;

3 Citatelje koji Zele viSe saznati o vjerojatnosti, distribucijama vjerojatnosti i statistici upucuje se na [5]1 [6].
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e vjerojatnost ovisi samo o iznosu brzine, a ne i o orijentaciji (odnosno, brzine vy i
—v, imaju jednaku vjerojatnost pojavljivanja).
Druga je pretpostavka ispunjena ako je funkcija gustofe razdiobe neka funkcija
kvadrata brzine pa po pretpostavkama moZemo pisati:

dpy = f (v}) dv,
dp, :f("f) dvy,

gdje je f funkcija gustoce vjerojatnosti koju valja odrediti, a dp, diferencijal vjerojatnosti
(analogan je i dpy). Po pravilu multiplikacije vjerojatnosti tada vrijedi

dpydpy = dp = f (v) f (v;) dv.dvy,
gdje je dp vjerojatnost da brzina kuglice bude izmedu vi v + dv. Neka je

p(?) =f (v) f () (15)
Po Pitagorinom pouc¢ku imamo
v2:v§+v§. (16)
Uvrstavanjem (16) u (15) dobiva se:
pOT+) =f () £ (). (17)
Pod pretpostavkom da su p i f funkcije istog tipa (npr. obje su eksponencijalne,

logaritamske, linearne ili kvadratne), jednadzba (17) je Cauchyjeva funkcijska jednadZba
¢ija su rjeSenja:

2
p(?) = Cle™,
gdje su a i C neke pozitivne realne konstante. Konstanta C odreduje se iz uvjeta
potpune vjerojatnosti

° 1
/ Ceiav’%dle — C= m (18)

Integral u nazivniku izraza (18) je Gaussov integral i njegovo je rjeSenje opée poznato

(a moze se naéi u [2]1 [5])
/ ey, — \/E , (19)
oo a

pa uvrsStavanjem u (18) dobivamo
C=,/—. (20)
T
Promotrimo sada oc¢ekivanje kvadrata x komponente brzine

(v?) = / vidp, = \/g / Ve iy, 1)

Integral u (21) moguce je rijesiti parcijalnom integracijom na nacin:

o0 oo oo
a2 a2
/ Ve Widy, = [/ udv = uv (00) —uv (—o0) —/ vdu; u = vy, dv=ve” “dv,
— 00 — 00 — 00
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Buduci da je u = vy, deriviranjem po v, dobiva se du = dv,. Nadalje, vrijedi:

2 dt
v= [ vie  dv, = |—av? =1, — = —2av
/ X X |: x ’ de X

dt 1 1 2
= e — = —— Idt = —— e,
/v ¢ —2av, —2a ¢ —2ae

Sada je mogude izvrSiti parcijalnu integraciju:

o0 2 . 1 2 . 1 2 1 o0 2
v)zce*’”'*dv,r = lim —e vy, — lim —e v+ — e xdv, (22)
vi—oo —2a v——oo —2a 2a

— 00 — 00

Iz L’Hospitalovog se pravila vidi da su oba limesa u izrazu (22) jednaka O pa
uvrStavanjem (19) u (22) slijedi traZeni integral

o0 1
/ e igy, = L |7 (23)
2a '\ a

Uvrstavanjem (23) u (21) dobiva se

1
2\ _
<Vx > " 2a (24

Uvazavajudi izraze (8) i (9) koji vrijede i u ovom slu€aju i uvrStavanjem (24) u iste
slijedi

N
Yo

N -N%
p(vz):vé—ne 0. (26)

Kako je dp.dpy, = dp = p(v*)dv.dvy, to uvrStavanjem (26) slijedi
N 2
dp = —ne o dvdy,y. (27)

Clan dv.dyv, je diferencijal povrSine koja se moze zamisliti na sljedeci naCin. U ravnini
stola postavimo koordinatni sustav i u ishodiStu tog koordinatnog sustava opiSemo
kruZnice polumjera v i polumjera v + dv kao Sto je prikazano na slici 1.

Bududi da je za vjerojatnost bitno samo da iznos brzine kuglice bude izmedu v i
v-+dv neovisno o pravcu kretanja, slijedi da je povrSina dv,dv, jednaka povrsini kruZznog
vijenca koji tvore koncentri¢ne kruznice sa slike 1 pa stoga vrijedi dv.dv, = 2mvdy.
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UvrStavanjem toga u (27) slijedi

dp = —-e 0 vdv. (28)

Slika 1. Diferencijal povrsine u ravnini brzina.

Time je izvedena funkcija gustoce vjerojatnosti za brzinu kuglica, no valja joS ispuniti
uvjet v < vy, odnosno uvjet (35). Vjerojatnost dogadaja uz uvjet da se dogodio neki
drugi dogadaj odreduje poznata Bayesova formula

p(H)p(AH)

p(a) 7
gdje je p (HA) vjerojatnost da se dogodio dogadaj H uz uvjet da se dogodio dogadaj A,
p(H) vjerojatnost da se dogodio dogadaj H, p(A) vjerojatnost da se dogodio dogadaj
A i p(AH) vjerojatnost da se dogodio dogadaj A uz uvjet da se dogodio dogadaj H.
U promatranom slucaju dogadaj H je brzina kuglice je u intervalu izmedu v i v + dv,
a dogadaj A koji se sigurno mora dogoditi zbog (1) je da se brzina kuglice nalazi u
intervalu izmedu 0 i vg. UvrStavanjem (28) u Bayesovu formulu dobivamo

p(HA) =

=
ool

2N e "p(AH)
dp (HA) = —v————=dv (29)
=)
dp (HA dp (HA
U izrazu (29) derivacija % je gustoca vjerojatnosti od v, tj. ¥(v) = p((l, )
imamo Y v
N2
2N e “ip(AH)
YY) = 5v——7r—7 (30)
V=S )
Vjerojatnost p(A) rauna se integriranjem (28) na nacin
WON NG
p(A) :/ —e 5 vdb. 31
o Vo
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Prilikom provodenja parcijalne integracije ve¢ je izraCunat integral oblika f xe~dx i

a

1
dobiven je rezultat —ze’ v Stoga je integral na desnoj strani izraza (31)
a

p(A)=1—¢" (32)
Uvrstavanjem (32) u (30) dobiva se
N2
2N e

Preostaje jo§ odrediti vjerojatnost p(AH). To je vjerojatnost da je brzina kuglice manja
ili jednaka vy uz uvjet da se dogodio dogadaj brzina kuglice je u intervalu v + dv.
Stoga ocigledno vrijedi:

|0, v > v
pam={ & vz 34
Kombiniranjem (34) i (33) dobiva se funkcija gustoe vjerojatnosti:
0, v > v
_ N2
W) =4 Ly (35)
—ZV—I —e_N, VSVO

Yo

Vjerojatnost da se brzina kuglice nade u intervalu izmedu vy i v, (v; < v2) dobiva se
integriranjem (35)

V2
P(Vl, Vz) = / T(V)d\/. (36)
Vi
1z izraza (36) nakon integracije dobiva se funkcija razdiobe vjerojatnosti brzina kuglica:
0, Vi > Vo
\’2 \’2
i N3
e 0—e 0 <
—_— vy <
P(VI,VZ): 1—eN ’ 2=
2
—_N-L
e o —e N
[— oV Vi <Vo, V2 > Vo

Lako se uvjeriti da vrijedi
/ Y(v)dv =1,
0

¢ime je ispunjen i uvjet normiranosti funkcije gustoée vjerojatnosti. Takoder, mora biti

zadovoljen uvjet

I’2

oo Vo 2N 2 2
/ V¥ (v)dv = / v ¢ ONdv . 37)
0 0 Vo 1—e N
Preostaje jo§ provjeriti vrijedi li (37). U tu svrhu valja rijeSiti integral na lijevoj strani
2N 1
izraza (37). Taj integral rjeSava se parcijalnom integracijom uz \12—2 I — = Ul
vg L—e
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2

dv=ve ‘idv. Nakon provodenja parcijalne integracije* dobiva se rjeSenje:
2

v

/VOV32_N e “(2) VzﬁlfefN(N+l) :éf‘)z efN (38)
o v l—eN N 1—e¥ N  Ol—eN

Izrazi (37) i (38) nisu jednaki, no valja izna¢i uvjete u kojima su ti izrazi priblizno

V2
jednaki. Da bi vrijedilo (37) u pribliZnom obliku, tj. fo V¥ (v)dy ~ ﬁ iz izraza (38)

vidi se da mora vrijediti

Vs , ¥ -N
= I>e " (N+1). (39)
Neka je f(N) = e (N + 1). Tada je
d N
4 . 4
de(N) o (40)

d
Stacionarne tocke funkcije f(N) su rjeSenja jednadZbe Wf (N) =0 pa se po (40) vidi
da su stacionarne tocke N =0 i N — oo. To znaci da je funkcija f (N) na intervalu
(0,00) monotono rastuéa ili monotono padajuéa. Kako je prema (40) Wf (N) <0 za

svaki N € (0,00) , slijedi da je na intervalu (0, 00) funkcija f (N) monotono padajuca.

Buduéi da je f (5) < 0.041 < 1, za vece vrijednosti N (posebno za one mnogo veée od

5) nejednakost (39) e sigurno biti zadovoljena jer je funkcija f (N) monotono padajuéa
2

na intervalu (0,00) . Stoga se s pravom moZe tvrditi [~ v¥(v)dv ~ ‘]}V_O' Buduéi da je

zadovoljen uvjet normiranosti i s vrlo velikom to¢noscu je zadovoljen uvjet (37), slijedi
da funkcija gustoée vjerojatnosti W(v) dana izrazom (35) to¢no opisuje razdiobu brzina
kuglica u danim uvjetima.

Zakljucak

Kroz tri rijeSena problema iz statisticke fizike na modelu biljarskih kuglica koje
se medusobno sudaraju na ravnom biljarskom stolu pokazane su analogije s glavnim
zakonima statisticke fizike — kvadratom srednje brzine idealnog plina, tlakom idealnog
plina i Maxwellovom razdiobom brzina idealnog plina. Clanak je tek manji dio onoga
Sto Citatelj moze napraviti koristeéi razne modele iz svakodnevnog Zivota (ili njihova
nerealna, ali lako vizualizirana proSirenja kao $to je upravo ovaj biljarski stol s
kuglicama). Te modele Citatelj moZe upotrijebiti da primijeni zakone ili ideje iz grana
fizike koje se naizgled ne mogu primijeniti na taj sustav, a tek dubljom analizom se uvida
da su ti sustavi slicni. To ne mora biti samo primjena statisticke fizike na sustave sli¢ne
idealnom plinu, veé i uoCavanje analogija izmedu drugih naizgled nepovezanih grana
fizike. Samo neke od takvih analogija jesu izmedu mehanike fluida i elektrodinamike te
izmedu gravitacijske i Coulombove sile. Veza izmedu elektrodinamike i mehanike fluida
najbolje se o€ituje u tome da je prolazak elektrona kroz Zicu slic¢an toku fluida kroz cijev,
a viskoznost i elektri¢ni opor su pojave koje se mogu opisati jednadzbama istog oblika?.

4 Provodenje te parcijalne integracije prepusteno je itatelju.
5 Dokaz se moze naci u [7] na stranicama 175 i 176.

Matematicko-fizicki list, LXXIh 3 (2021. — 2022



Tako su i gravitacijska i Coulombova sila opisane izrazima istih oblika pa je jasno da
ée postojati vrlo velika slicnost izmedu te dvije sile. Takvim se uocavanjem analogija
izmedu razli¢itih pojava u fizici bavi teorija sli¢nosti, koja se najceS¢e primjenjuje u
mehanici fluida pa se stoga zainteresirani Citatelj upucuje na posljednje poglavlje [8].
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