Priblizna konstrukcija nekoliko pravilnih poligona
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Prva pojava pravilnih Cetverokuta, Sesterokuta i osmerokuta uocljiva je na egipatskim
1 babilonskim spomenicima. Oni su bili vidljivi kao crteZi na zidovima, ukrasi usjeceni
u kamenu i napravljeni od kamena. Podjela kruga na jednake dijelove zainteresirala je
pitagorejce koji su proucavali konstrukcije pravilnih poligona. Samo ucenje o pravilnim
poligonima zapocinje u 6. st. pr. Kr. u Pitagorinoj §koli, a nastavlja se u 5. i 4. st. pr.
Kr. Euklid je sistematizirao i izlozio u IV. knjizi Elemenata sve konstrukcije pravilnog
trokuta, ¢etverokuta, peterokuta i Sesterokuta te je rijeSio zadatak konstrukcije pravilnog
petnaesterokuta uz pomo¢ ravnala i Sestara. Stari matematicari, iznenadeni ljepotom
konstruiranog lika, primjecuju da luk kuta priklona ekliptike prema ekvatoru iznosi 1/15
same kruZnice, odnosno poveznicu sa stranicom pravilnog petnaesterokuta. Znajudi
konstrukciju pravilnog n-terokuta, jednostavno je konstruirati pravilni 2n-terokut.
Dugi niz godina raspravljalo se o konstrukciji pravilnog sedmerokuta, deveterokuta i
jedanaesterokuta iako se nije sa sigurno§éu moglo potvrditi da se konstrukcija provodi
ravnalom i Sestarom. Taj problem rijesio je tada 19-godis$nji njemacki matematicar Karl
Friedrich Gauss® dokazavsi ovaj teorem.

Teorem 1 (Gaussov teorem). Ako je n = 2"p\pa---pr, gdje su n >3, r >0 i p;
razlic¢iti Fermatovi prosti brojevi, pravilni je n-terokut konstruktibilan.

U svojoj knjizi Disquisitiones Arithmeticae na kraju sedmog poglavlja Sectio septima
de aequationibus circuli sectiones definientibus (o jednadzbama koje definiraju odjeljke
kruga), Gauss navodi sljedece: “Opcenito, dakle, kako bi mogli podijeliti kruZnicu
geometrijski na N dijelova, N mora biti 2 ili neka veca potencija od 2, ili prost broj
oblika 2" + 1, ili produkt nekoliko prostih brojeva tog oblika, ili jednog ili nekoliko
takvih prostih brojeva s 2 ili nekom vec¢om potencijom od 2. Ukratko, potrebno je da N
ne sadrZi neparni prosti faktor koji nije oblika 2™ + 1 niti prosti faktor oblika 2™ + 1
vise od jednom. Ovdje je navedeno 38 vrijednosti broja N manjih od 300: 2, 3, 4, 5, 6,
8, 10, 12, 15, 16, 17, 20, 24, 30, 32, 34, 40, 48, 51, 60, 64, 68, 80, 85, 96, 102, 128,
136, 160, 170, 192, 204, 240, 255, 256, 257, 272.” [[5], str. 463]

U radosnom raspoloZenju, Gauss je svoje rjeSenje problema napisao na malu plocicu
i poklonio je svom prijatelju sa studija, madarskom matemati¢aru Wolfgangu Bolyaiju.

Osim otprije poznatih pravilnih mnogokuta s 3, 4, 5, 6, 8, 10, 15, 16, 20, 24, 30, 32...
stranice koji su se mogli konstruirati jednobridnim ravnalom i Sestarom, nakon Gaussova
otkriéa dokazano je da se istim pomagalima mogu konstruirati pravilni mnogokuti sa
17, 34, 68, 136, 256, 272... stranica. Takoder, koriste¢i jednobridno ravnalo i Sestar
konstruirati pravilne mnogokute sa 7, 9, 11, 13, 14, 18, 19, 21, 22, 23, 25, 27...
stranica bilo je nemoguce pa su u staro doba matematicari zbog razliitih potreba radili
priblizne konstrukcije pravilnih mnogokuta. Tako je, Heron naSao pribliznu konstrukciju
stranice pravilnog deveterokuta, a Bion predlozio prakticnu metodu dijeljenja kruznice
na devet jednakih dijelova.
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Teorija mnogokuta razvila se u 19. stoljecu i za nju je zasluZan njemacki matematicar
Mobius.

PokuSajmo rijeSiti problem koji su matematicari imali u staro doba:

U danu kruznicu k polumjera r upiSite pravilni n-terokut.

Opisat ¢emo kako se na jednom crteZu mogu ocitati stranice nekoliko poligona.

Neka su AB i CD medusobno okomiti promjeri te kruZnice; to¢ka P poloviste duzine
OB i s simetrala duzine OB. Simerala s sijeCe kruznicu k u tocki E, a kruZnica k; sa
srediStem u C polumjera r sijee k u to¢ki F. Nacrtajmo kruZnicu k, sa srediStem u
E i polumjera |EF|. Ona sijeGe pravce AO i OD te kruZnicu k redom u tockama I,
J, G. Nadalje, opiSemo kruznicu k3 sa sreditem u G polumjera |OI| koja kruZznicu k
sijece u tocki K.

Slika 1. PribliZna konstrukcija nekoliko pravilnih poligona.

Uz ovako navedene oznake vrijedi sljedece:
s3 =|CG|, s4=|CB|, ss=|CI|, s¢=|CF]|,
57:|PE|, 53:|1J|, S10:|01|, 511:|FI|7
S12 = |BG|, 514 == |0J|, S15 = |DK|, 516 == |AI|
Izrazimo prethodne veli¢ine pomocu r koriste¢i koordinatnu metodu. Koordinatni sustav

ima ishodiSte u tocki O, pravac AB je os apscisa, a pravac CD os ordinata. U tom
koordinatnom sustavu istaknute tocke imaju ove koordinate:

0(0,0), A(=r,0), B(r,0), C(0,r), D(0,—r), P(%,O).
Jedno rjeSenje sustava:
2ry=r

X =

N~
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1 3
tocka je E (5;’, \/T_r> .
JednadZba kruZnice k; sa srediStem C i polumjerom r glasi
x4 y* —2yr =0.
UvrStavanjem jednadZbe kruZznice k u jednadZbu kruZnice k; dobivamo dvije tocke od

V3

1 -
Tr, Er) . Duljina duzine EF polumjer je kruZnice

ky sa sredistem u E. Jednadzba kruZnice k, sa sredistem E i polumjerom |EF| = rv/2
glasi

kojih je jedna traZzena tocka F (—

X —xr+y* fyr\/gfrz =0.
RjeSavanjem sustava:
P —xr+y —yrV3-r=0
y=0

1 -5
dobivamo dvije tocke od kojih je jedna tocka 1 ( 2\/_r, O) .

Nadalje, jedno od dva rjeSenja sustava:
P —xr+y —yrV3-r*=0
x=0

—V7
je tocka J (0, go .

V3

1
Toc¢ku G (7;’, §r> dobili smo rjeSavajuéi sustav:

2y =7
xzfxr+y27yr\/§fr2:0.

/3 =5
JednadZba kruZznice k3 sa srediStem G i polumjerom |OI| = r 2\/_ glasi

2% = 2xrV/3 + 4y* + 2ry — 2(1 — V/5) = 0.
RjeSenje sustava:

x2+y2:r2

233 —2xrV3+ 4y + 2ry — *(1—V/5) =0
tocke su presjeka kruZznice k i kruZnice k3. Nama je potrebna tocka

o 14H2V5- V65— v3) = /305 - V3) —(1+5+/6(5 - V3)
4 2 ’ 8

K

r
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Konac¢no, dobivamo:

5—-+5
53 =|CG| =r/3, s4=|CBl=rV2, s5=|CIl=r \/_ = |CF| =r,

3 — 21
57:|PE|:r§, \/ 510 = |01] = \/ ,
_ 5—vV5-V15+V3 /
s11|FI|r\/ 5 , s12=|BG|=r 27\/5,

5—+21
§14 = |0J| =r T\/_, S15 = |DK| = %\/7—\/_— 6(5—\/5),

735
—

Promatramo li karakteristiCan trokut pravilnog n-terokuta jednostavno dolazimo do
formule za duljinu stranice pravilnog n-terokuta

516 = |AI|l =

s, = 2rsin E.
n
Za n =3 je s3 = rv/3 i nema pogreske u konstrukciji. Pogreske u konstukciji nema ni
za S4, Ss, S6, S10, S12 1 815.
Zanimljivo je vidjeti za koliko se s, razlikuje od duljine stranice s, pravilnog
n-terokuta.
Za n =17 je s7 = 0.867767r, dok je u naSoj konstrukciji 57 = 0.866025r pa
-5

je relativna pogreska u = 0.2 %, Sto je potpuno zadovoljavajuce za prakticne

§7
potrebe. Primijetimo da se na slici 1 pojavljuju pribliZzne stranice za neke poligone koji
se mogu konstruirati (n = 8, n = 16). Pogledajmo relativne pogreske svih preostalih
aproksimacija:
Ag = —0.416 %, A =—-0948 %, Ajy=—-2.653%, Aig=2.105 %,

Negativna relativna pogreska pojavit ée se kada je duljina pribliZzne stranice veca od
duljine stranice poligona.
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