Zanimljive primjene Schurove' nejednakosti

Sefket Arslanagic?, Daniela Zubovié

U ovom ¢emo c¢lanku koriste¢i Schurovu nejednakost dokazati dvije zanimljive

algebarske nejednakosti koje se bez nje dokazuju znatno teZe.
Promatrajmo sljedece nejednakosti:

Oxyz
x2+y2+zz+ O >2(xy+yz+2zx), x,y,z2>0,
X+y+z
X Z dxyz
TR + Y 22, x5 2>0
y+z z4+x x+y (E+y)0+2)(z+x)
“Dokaz” od (1). NapiSimo ovu nejednakost u obliku:
Ixyz
f+f+f+—lL—>m%w+uH%W+ﬂ+m.
X+y+z

Poznato je da vrijedi nejednakost:
Ay +E >yt yrt, xy,z€R
(<= @@=+ -2+ (@-2>>0).
Sada bi bilo dovoljno dokazati

(1)

(2)

(3)

(4)

w2 > xy + yz + zx.
x+y+z
Na osnovu nejednakosti izmedu aritmeticke i geometrijske sredine za tri pozitivna broja
imamo:
THEEE S v
kao i
W > YAy vz,
tj.
odnosno
x+y+z>3Yn7z,
Xy + vz +2x = 33/x2y222.

Nakon mnoZenja ovih nejednakosti dobivamo:
(x+y+2)(xy +yz +2x) > 9V,
tj.
(x+y+2)(xy + yz + zx) = 9xyz,

! Issai Schur, njemacki matematicar roden 1875. godine u Carskoj Rusiji, a umro u Tel Avivu, 1941. godine.
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a odavde
Oxyz
——— < xy+yz+w 5
X+y+z v )
no ovo nije nejednakost (4), tj. iz nejednakosti (3) i (5) ne slijedi nejednakost (1).

“Dokaz” od (2). Imamo dobro nam poznatu Nesbitovu nejednakost:

X y b4 3
+ > =, x,y,z>0. 6
y+z z+x x+y 2 Y ©)

Napomena 1. Ukupno 24 razna dokaza nejednakosti (6) se moZe naéi u [2], [3] 1 [4].

Preostaje nam sada dokazati nejednakost
4xyz >
() +2)+x) ~ 27

Na osnovu nejednakosti izmedu aritmeticke i geometrijske sredine za po dva pozitivna
broja, imamo:

x,y,z2>0. (7

xX+y
2

+z Z+x
2\/x_ya yT> Yz, 2 2\/57

odnosno
x+y=2xy, y+z2=2yz, z+x =2z,

a odavde nakon mnoZenja ovih nejednakosti:

(x+y)v+2)(z+x) = 8/ x%2Z2,
.
(x+y)y+2)(z+x) = 8xyz
ili
4xyz < l
x+y+2)(z+x) 2

Dakle, ne vrijedi nejednakost (7), tj. nakon zbrajanja nejednakosti (6) i (8) ne slijedi

).

Sada je jasno zaSto smo u ovim dokazima napisali “Dokaz”.

(8)

Postavlja se sada opravdano pitanje da li vrijede nejednakosti (1) i (2), te ako vrijede
kako ih dokazati.

Za njihov dokaz ¢emo koristiti poznatu Schurovu nejednakost koja glasi:
== +y -0 -0)+I@-x(-y) 20, x>0, reR" (9
s jednako$c¢u ako i samo ako je x =y = z.

Dva razlicita dokaza ove nejednakosti se mogu naci u [1].
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Za r = 1 iz nejednakosti (9) dobivamo:
xx=y)(x=2) +y0 -2 -x) +z2z—x)(z—y) =20
= X+ 2+ 30z > Py Y+ v+ P+ o (10)
Sredivanjem dobivamo
Ixyz
Ytz
= (x+y+2)( P+ + )+ 9z = 2(x +y +2)(xy + vz + )

P4y +2+ > 2(xy + yz + 2x),

= O +yY +2+ v+ 07 Yy + x4 2 + 9z
>2 (xzy +x9* +y 2+ v+ P+ ot + 3xyz)
= XY 2430z > Py ot Yy v 4 a4 o,
a ovo je nejednakost (10). Ovime je nejednakost (1) dokazana.
Sli¢no imamo:
4
+ Y + < e =2,
y+z z+x x+y @x+y)+2)(z+x)
= x(z+x)(x+y) Fy(y+)x+y)+2(y +2)(z+x) Fdxyz = 2(x+y)(y +2) (2 +x)

x(x + xy 4+ x2 4+ y2) + y(0F +xy 4+ yz 4+ x2) + 2(Z + yz + 22+ xy) + dayz
> 2(x%y 4+ x9* + ¥’z + v + Pz + x4 2xyz)

= XY+ 2+ 0+ Y ey + P+ xd + Txyz
> 202y + 2xy* + 2y%z + 2y2% + 2%z + 2x2F + dxyz
= Y 2 3z > Pyt e P P,
a ovo je opet nejednakost (10). Dakle, dokazali smo i nejednakost (2).
Jednakosti u (1) i1 (2) vrijede ako i samo ako je x =y = z.

Napomena 2. PokuSajte dokazati nejednakosti (1) i (2) ne Kkoriste¢i Schurovu
nejednakost.

Napomena 3. Schurova nejednakost (9) za r = 2 glasi:

Ayt A aze by +2) = D) F 20 + ) + (P +xP)
i moZe se napisati u viSe ekvivalentnih oblika.
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