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Zasto 2+2=4?

0. Uvod

Matematika je filozofima oduvijek bila zanimljiva. Pitagora i njegovi sljed-
benici vjerovali su da se sve Cinjenice u svijetu mogu izraziti matematicki.
Platon je smatrao da je jedino filozofsko znanje vrijednije od matematickog.
Descartes i Leibniz su i sami bili matemati¢ari. Spinoza je svoj filozofski
sistem nastojao izloziti geometrijskim redom, po uzoru na Euklidove Ele-
mente. Ono S§to je mozda najviSe fasciniralo filozofe u matematici jest njezi-
na izvjesnost. Matematicka spoznaja bila je, zbog svoje izvjesnosti, uzor sva-
koj drugoj spoznaji. Doista, ne moZzemo se otrgnuti dojmu da su matema-
ticke istine nuzne, to jest, da ne mogu biti drukcije nego §to jesu. Sve drugo
moze biti drukéije nego Sto jest, samo matematicke istine ne. U svim dru-
gim znanostima i valjana metoda moze dovesti pogresnih rezultata, samo u
matematici ne. Matematicka spoznaja jest, ako je valjana, apsolutno sigurna
i izvjesna. Stoga ¢emo u ovom tekstu nastojati vidjeti Sto matematicke su-
dove ¢ini istinitima, o ¢emu oni govore i kako ih spoznajemo.

1. Teorije u filozofiji matematike

To da 2+2=4 —to je jasno i oko toga se svi slazemo. Medutim, ni iz daleka
nije jasno zasto je 2+2=4, §to je to zbog cfega 2+2=4?

Oko odgovora na to pitanje nema nikakvog slaganja. Mislim da je pitanje
Zasto 2+2=47? najbolje shvatiti kao pitanje Sto redenicu »2+2=4« ¢&ini isti-
nitom? Da pojasnim; Da li je istina da 2+2=4? Jest, istina je! Da li je istina
da 2+2=5? Ne, to nije istina! Pitanje je $to je to §to recenicu »2+2=4« ¢ini
istinitim, a reCenicu »2+2=>5« neistinitom? Dakle, mora biti negdje nesto
§to prvu recenicu €ini istinitom, a drugu neistinitom. Pitanje je: §to je to?
Dakle, pitanje je ontoloske prirode, koja je to vrsta stvari koja recenice
matematike Cini istinitima? Ili, da se posluzimo engleskim izrazom, §to su
truth makeri matematickih recenica? Ontolosko pitanje, o tome $to recenice
matematike ¢ini istinitima ili neistinitima, u uskoj je vezi s epistemoloskim i
semantickim problemima matematike. Epistemolosko pitanje jest kako spo-
znajemo matematicke istine? O kojoj se vrsti spoznaje radi? Kako znamo
da 2+2=4? Zasto vjerujemo da je to istina? Na osnovi kojih razloga to
tvrdimo? Da li to spoznajemo iskustvom, €istim miSljenjem, ili na neki treci
nacin? Semanticko pitanje jest Sto to znaci da 2+2=4? O ¢emu govori
reenica 2+2=4? O ¢emu govore recenice matematike? Na Sto referiraju?
Sto one opisuju? Jasno, ontoloski, epistemoloski i semanticki aspekt pitanja
o istini uvijek su usko povezani, tako je i u slu¢aju matematike. Semanticki i
ontoloski aspekt povezani su na slijedeéi nacin. Izjavnim recenicama uvijek
se nesto tvrdi, one su uvijek o necemu. Ono §to se recenicom tvrdi, ono o
¢emu ona govori, to je ujedno i ono $to ju €ini istinitom ili neistinitom. Ako
je to §to se recenicom tvrdi stvarno tako, recenica je istinita. Ako nije tako,
reCenica nije istinita. Ono $to se recenicom tvrdi, to je ono o ¢emu je ona i
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to je ono Sto ju Cini istinitom ili neistinitom. Isto tako, matematicka spo-
znaja mora biti spoznaja onoga o ¢emu matematika govori, to jest, onoga
Sto matematiku ¢ini istinitom. U ovoj e raspravi naglasak prvenstveno biti
na ontolo§kom aspektu pitanja: $to je to Sto re¢enice matematike Cini istini-
tima, koja je to vrsta stvari?

Istina ima raznih. RazliCite reCenice istinite su na razli¢itim osnovama, ovis-
no o ¢emu govore. Istinosna vrijednost recenica koje govore o fizickim
predmetima ovisi o tome kakvi su fizicki predmeti koje one opisuju. Na
primjer, recenica »U prostoriji 212 na FF-u u Rijeci ima 35 klupa, istinita
je zato $to u prostoriji 212 na FF-u Rijeci doista ima 35 klupa. Dakle, fizicka
cinjenica da u toj prostoriji ima toliko klupa jest ono $to tu recenicu Cini isti-
nitom. Istinosna vrijednost recenica koje govore o mentalnim stanjima ovisi
o tome jesu li mentalna stanja o kojima one govore doista takva kao Sto se
njima tvrdi. Ono $to recenicu »Martu boli zub« ¢ini istinitom jest mentalna
¢injenica da Martu stvarno boli zub. Neke su recCenice istinite na osnovi
konvencije. Na primjer, da li je istina da 1 metar ima 100 centimetara? Is-
tina je! Ono §to odgovarajucu recenicu €ini istinitom jest konvencija o met-
rickom sustavu da 1m ima 100cm. Isto je tako istinito na osnovi konvencije
da je 1m dugacak upravo toliko koliko jest, a ne vise ili manje. Neke istine
ovise o pravilima igre. Recenica »Lovac se smije kretati samo dijagonalno«
istinita je na osnovi pravila Saha. Na osnovi pravila nogometa istina je da se
ne smije igrati rukom. Pravila igara isto su tako samo konvencije. Neke su
reCenice istinite na osnovi znacenja rijeci od kojih se sastoje. Recenica
»Ujak je brat od majke« istinita je zato $to rije¢ »ujak« naprosto znaci »brat
od majke«. Neke istine ovise o tome kako mi vidimo stvari oko sebe. Istina
je da je trava zelena zato Sto normalan spoznavatelj u normalnim okol-
nostima travu vidi kao zelenu. Da imamo drukdiji perceptivni aparat, trava
nam mozda ne bi izgledala zelena. Neke su recenice istinite zbog logickog
oblika kojega imaju. Recéenica »Ako kiSa pada, onda kiSa pada« istinita je,
padala kiSa ili ne. Isto kao i »Kisa pada ili kiSa ne pada«. Ako bismo nekoga
pitali da li pada kiSa, a on bi nam dao ovakve odgovore, mislili bismo da nas
zafrkava. Medutim, iako neinformativni, ovi su odgovori istiniti. Istiniti su
na osnovi svog logickog oblika. Prva je recenica istinita zato Sto ima oblik
zakona logike p—p (ako p, onda p). Druga zato §to ima oblik pV~p (p ili
~p). Postoji vjerojatno jos$ vrsta istina, onoliko koliko ima vrsta ¢injenica u
svijetu. Pitanje koje nas zanima jest Sto je to $to recenicu »2+2=4« €ini isti-
nitom? Koja je to vrsta Cinjenica u svijetu koja matematiku cCini istinitom.
Jesu li to fizicki predmeti, mentalna stanja, konvencije, pravila igre, znace-
nja rijeci, nacin na koji vidimo svijet, zakoni logike, ili pak nesto drugo?! U
ostatku poglavlja izloZeno je i ukratko razmotreno pet mogucih odgovora
na to pitanje, to jest, pet teorija o prirodi matematicke istine. To su: fikcio-
nalizam, nominalizam, konceptualizam, fizikalizam 1 platonizam.?

1.1 Fikcionalizam

Predmeti matematike Ciste su fikcije, njih zapravo nema. Zato se ova pozi-
cija i naziva fikcionalizam.? Predmeti o kojima govore re¢enice matematike
naprosto ne postoje. U svijetu u kojem Zivimo nema brojeva, drugih ko-
rijena, integrala, logaritama, funkcija i skupova. Iskazi matematike zapravo
i ne govore niSta o svijetu u kojem Zivimo. MoZda nam se ¢ini da se iska-
zima matematike neSto tvrdi o nekoj vrsti stvari, medutim, taj je dojam
naprosto pogreSan. Matematika zapravo nije ni o ¢emu te stoga iskazi
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matematike uopcée nemaju istinosne vrijednosti. Buduéi da se njima niSta ne
tvrdi, oni ne mogu biti ni istiniti ni neistiniti.* Tako tocan odogovor na pitanje
Sto sud 2+2=4 &ini istinitim? — jest Nista! Taj sud zapravo i nije istinit.
Jasno, nije ni neistinit, on naprosto nema istinosnu vrijednost. Ipak, to ni u
kom slucaju ne znaci da je matematika zato bezvrijedna, njezina vrijednost
uopce nije u istinitosti ve¢ u korisnosti. Ona je izuzetno korisno sredstvo
koje nam olakSava snalaZenje u svijetu u kojem zivimo. Iako predmeta o ko-
jima matematika govori zapravo nema, matematika je izuzetno korisna. Sve
ono §to moZemo reci uz pomo¢ matematike, zapravo mozemo reci i bez nje.
Broj 5 nam, na primjer, omogucuje da govorimo o »ovih 5 stolova«. Medu-
tim, 0 njima mozemo govoriti i bez broja 5. Mozemo reéi »ovaj stol i ovaj
stol 1 ovaj stol i ovaj stol i ovaj stol.« Radi se samo o tome da nam broj 5
pomaze da to isto kazemo kracée brze i lakse. Broj 5 je, kao i svi ostali na-
vodni predmeti matematike, zapravo samo korisna fikcija. Sva je znanost u
principu moguéa i bez matematike. Stogod moZzemo uz pomo¢ matematike
uciniti brze i jednostavnije, sve to mozemo uciniti i bez ikakve matematike.
Doduse, sporije i nepreglednije, ali ipak moZemo. Prema tome, ne trebamo
pretpostaviti da postoje nekakvi matematicki predmeti o kojima govore
reCenice matematike, a pogotovo ne nekakva sui generis matematicka stvar-

nost koju matematika opisuje.

1

Doduse, ne mora sva matematika biti istinita
na istoj osnovi. Moze biti da je jedan dio isti-
nit na jednoj osnovi, a drugi na drugoj. Na
primjer, mozda je dio koji govori o konac-
nim veli¢inama fizicki istinit, a dio koji go-
vori 0 beskonacnome samo stvar definicije.
Mozda prirodni brojevi postoje neovisno o
nama, dok su svi ostali brojevi samo nasa
konstrukcija. Mozda euklidska geometrija
predstavlja generalizaciju iz iskustva, a os-
tale geometrije nizove definicija. Mozda ma-
tematika jest nastala na iskustvenim osnova-
ma, ali se kasnije razvila u sistem definicija.
Itd. Ipak, u znanosti je unifikacija vrlina.
Stoga treba vidjeti moze li ijedna od teorija
koje ¢emo razmatrati objasniti cijelu mate-
matiku. Tek ako bi se ispostavilo da tako ne-
$to nije moguce, tek bi onda trebalo razmo-
triti neko hibridno rjesenje.

2

Upucenom ¢itatelju mozda ¢e biti cudno Sto
se ne spominju tri standardne pozicije u filo-
zofiji matematike — formalizam, intuicionizam
i logicizam. Ipak, osnovni filozofski sadrzaj
tih pozicija sadrzan je u izlozenih pet: for-
malizam je pozicija bliska fikcionalizmu i no-
minalizmu; intuicionizam se vezuje uz kon-
ceptualizam, a logicizam uz platonizam (iako
moze biti spojiv i s nominalizmom). Pored
toga, podjela na izloZenih pet pozicija jed-
nostavnija je i zahtijeva manje predznanja.
Prikazi triju standardnih pozicija mogu se na-
¢i u tekstovima Carnapa, Heytinga i von
Neumanna iz 1931., koji su dostupni u hrvat-
skome prijevodu u Sikicevu zborniku Novija
filozofija matematike. Lijepe i jasne prikaze
tih triju pozicija predstavljaju i Thinking about
Mathematics Stewarta Shapira iz 2000., kao i
Philosophies of Mathematics Georga i Velle-
mana iz 2002. Shapirova je knjiga »filozof-

skija«; na primjer, sadrzi prikaze gledista kla-
sika iz povijesti filozofije Platona, Aristotela,
Kanta i Milla. George i Velleman su nesto
viSe »tehnicki« orijentirani.

3

Najpoznatiji je zastupnik ove pozicije Hartry
Field, izlozio ju je u knjigama Science without
Numbers iz 1980. i Realism, Mathematics and
Modality iz 1989.

4

Poziciju prema kojoj iskazi matematike uop-
¢e nemaju istinosnu vrijednost bilo bi mozda
prikladnije nazvati instrumentalizam. Naziv
fikcionalizam bilo bi mozda bolje koristiti za
poziciju prema kojoj iskazi matematike imaju
istinosnu vrijednost (buduéi da opisuju pred-
mete matematike i njihova svojstva), ali su svi
naprosto neistiniti (buduci da takvi predmeti
jednostavno ne postoje). Ovako shvacéen fik-
cionalizam bio bi sasvim analogan poznatoj
Mackievoj teoriji pogreske u meta-etici. (To je
pozicija prema kojoj iskazi moralnog diskursa
imaju istinosnu vrijednost, buduéi da nesto
tvrde o moralnim svojsvtima, medutim, svi su
oni doslovno neistiniti, buduéi da takva svoj-
stva zapravo ne postoje.) Ovako shvaceni, in-
strumentalizam i fikcionalizam u filozofiji ma-
tematike potpuno bi se slagali u pogledu on-
tologije (toga $to postoji), ali bi se razilazili u
pogledu semantike matematickog diskursa (to-
ga §to se tvrdi matematickim iskazima). Naj-
poznatiji zastupnik fikcionalizma, Hartry
Field, ovu distinkciju smatra nezanimljivom i
u potpunosti je zanemaruje (Realism, Mathe-
matics and Modality, str. 4, bilj. 4). Stoga ¢u i
ja ovdje pod fikcionalizmom podrazumijevati
poziciju prema kojoj iskazi matematike ne-
maju istinosne vrijednosti.
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1.2. Nominalizam

2+42=4 - to je istina po definiciji.> 242 po definiciji jesu 4. Izrazi »2«, »+«,
»=« 1 »4« tako su definirani da je istina da 2+2=4. U matematici je sve
stvar definicije. Kada kazemo »2+2« rekli smo istu stvar kao i da smo rekli
»4«. To su samo dva razlicita nacina da kazemo istu stvar. »2+2« i »4« su si-
nonimi, oni imaju isto znacenje. Isto kao i »glazba« i »muzika«; »hiljada« i
»tisuca«; ili »ujak« i »brat od majke«. Recenica »Ujak je brat od majke« is-
tinita je samo na osnovi znacenja izraza »ujak« i »brat od majke«. Rije¢
»ujak« naprosto znaci »brat od majke«. »Ujak« i »brat od majke« imaju isto
znacenje, to su sinonimi. »Xx je ujak« i »x je brat od majke« samo su dva
razli¢ita nacina da se kaZe ista stvar. Ono §to kaZzemo kada kaZzemo »4« u
principu, mozemo reci »1+1+1+1«, mozemo reéi »5-1«, mozemo reci
»1000-996«, mozemo reci »2%«, itd. Sve su to samo razni nacini da se kaze
ista stvar. U tome je tajna matematicke istine. I s lijeve i s desne strane
znaka » =« nalazi se ista stvar, samo §to je izrec¢ena na razliciti nacin. Ako u
reCenicni oblik » = « uvrstimo dva izraza koji imaju isto znacenje,
reCenica koju dobijemo mora biti istinita, ona ne moze ne biti istinita. De-
finicija je to¢na upravo kada definiendum ima isto znacenje kao i definiens.

Ujak je ujak. 4 =4
Ujak je brat od majke. 4 = 2+2

Svim istinitim recenicama matematike zapravo se iskazuje identitet, one sve
zapravo imaju oblik A4 je A, one su sve tautologije. ReCenice matematike
uopce ne govore o stvarima, ve¢ prije o nacinu na koji govorimo o stvarima.
Dakle, nisu ¢injenice ono §to ih €ini istinitima ili neistinitima, ve¢ jezik kojim
govorimo o ¢injenicama. Tako su i istine matematike samo vrsta istina jezi-
ka. Dakle, istina je da 2+2=4 zato §to »2+2« znadi isto Sto i »4«. Time §to
smo rekli »242« ujedno smo rekli »4«. Prema tome, recenica 24+2=4 za-
pravo je istina jezika, kao i sve druge definicije. Matematicke istine samo su
podskup istina jezika. One su zapravo semanticke istine — istine o znacenji-
ma rijeci i izraza u jeziku. Ovise o naSim jezicnim konvencijama. Istine
matematike jesu analiticke a priori istine. To znaci da su istinite na osnovi
znacenja termina od kojih se sastoje, neovisno o bilo kakvom iskustvu. Stoga
je matematika cisto formalna znanost koja ne govori niSta ni o kakvim ¢i-
njenicama, ve¢ odrazava jezicne konvencije, nasu odluku da odredene sim-
bole upotrebljavamo na odredeni nacin.

1.3. Konceptualizam

Ono $to recenicu »2+2=4« ¢ini istinitom jest nacin na koji mislimo. Ako
zamislimo dva Stapica i jo§ dva Stapica, samim time smo zamislili Cetiri
Stapica. Mi ne mozemo misliti drukcije. Cak i kada dva Stapica i jo§ dva
Stapica ne bi stvarno bila Cetiri Stapi¢a, mi to ne bismo mogli shvatiti i to ne
bismo mogli znati. Za nas bi 2 i 2 i dalje bilo 4. To da 2+2=4, to nije samo
stvar definicije. Radi se o jo§ ne¢em, o tome da mi ne moZemo zamisliti da
2+2 nisu 4. Definicije su proizvoljne, na¢in na koji mislimo nije. 2+2=4, to
nije analiticka recenica vec sinteticka.®

»2+2« ne znaci »4«. lzrazi »2+2« i »4« nemaju isto znacenje. Nominalizam
nije istinit; matematika nije istinita na osnovi definicija. Isto tako nije u
pravu niti fizikalizam; matematika ne moZe biti o fizickoj stvarnosti, buduci
da matematicke istine spoznajemo neovisno o iskustvu, to jest a priori.
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Dakle, istine matematike jesu sinteticke a priori.” Matematika je u naSim
glavama, a ne u vanjskoj stvarnosti. Gdje se nalazi, recimo, skup od 5 mrka-
va? U naSem miSljenju ili u fizickoj stvarnosti? Mrkve su fizicki predmeti i
postoje neovisno o nama. Medutim, da li i skup postoji neovisno o nama?
Ne! Skup od 5 mrkava nastao je nasim misljenjem. Ono §to je neovisno o
naSem misljenju, to su same mrkve. Uostalom, gdje su brojevi? U naSim
glavama ili u vanjskoj stvarnosti? Gdje to u iskustvu moZemo naici na broj
5, ili na treéi korijen iz 16? Gdje se u fizickoj stvarnosti nalazi mnozenje?
Matematicki predmeti su konstrukti naseg misijenja i ne postoje neovisno o
nacinu na koji mislimo. Matematika svoje uporiste ima u ljudskoj psiholo-
giji, takvoj kakva jest. Kada bi nam psihologija bila drukcija, mozda bismo
imali i druk¢iju matematiku. Matematicke strukture odraZavaju strukture
naSeg misljenja. Istine matematike zapravo su istine psihologije.

1.4. Fizikalizam

Istine matematike jesu istine o fizickim cinjenicama i spoznajemo ih iskust-
vom.8 Matematika je empirijska znanost.® Isto kao i istine svih ostalih zna-
nosti, istine matematike pocivaju na iskustvu. To da su dva i dva Cetiri, mi
to naprosto mozemo vidjeti ili opipati. Ako ispred sebe stavimo dva pred-
meta, i dodamo jo$ dva, onda naprosto pred sobom mozemo vidjeti ili opi-
pati Cetiri predmeta. Dva kamena i dva kamena uvijek su Cetiri kamena.
Dva stabla i dva stabla uvijek su Cetiri stabla. Pet cvjetova i sedam cvjetova
uvijek je dvanaest cvjetova. To da je kvadrat nad hipotenuzom jednak zbro-
ju kvadrata nad katetama, to je istina o fizickom prostoru u kojem Zivimo.
To je, izmedu ostaloga, istina o keramickim plocicama i parketima. Na-
prosto uo¢avamo pravilnosti po kojima se ponaSaju predmeti u svijetu oko
nas. Istine matematike nisu semanticke istine o znacenjima termina, niti a
priori istine razuma koje spoznajemo neovisno o bilo kakvom iskustvu, niti
su istine o nekakvim vje¢nim i nepromjenjivim predmetima koji postoje van
prostora i vremena. Istine su matematike empirijske istine o fizickom svijetu
u kojem Zivimo. Fizicki predmeti u svijetu i relacije izmedu njih jesu ono $to
matemati¢ke reCenice cini istinitima. Matematika je istinita na istoj osnovi

5

Medu klasicnim autorima, kao zastupnika
nominalizma, moglo bi se istaknuti Davida
Humea. Za njega su istine matematike za-
pravo istine o odnosima izmedu ideja. Naj-
poznatiji zastupnici nominalizma u matema-
tici svakako su logicki pozitivisti: Carnap,
Ayer, Hahn, Hempel i ostali. Njihova sam
gledista o prirodi matematike nesto opSirnije
izlozio u knjizi Filozofija Beckog kruga, po-
glavlje VI

6

Poincaré je, na primjer, smatrao ocitim da
cijela matematika naprosto ne moze biti jed-
na ogromna tautologija koja se u krajnjoj li-
niji svodi na zakon identiteta A=A; Znanost
i hipoteza, dio 1, poglavlje I.

7

Ovo je Kantovo glediSte. On je smatrao da is-
tine matematike ne mogu potjecati iz iskus-
tva zato §to su nuzne, ali da nisu ni anali-
ticke. Zato je smatrao da filozofija mora ob-
jasiti kako su moguci sinteticki sudovi a prio-

ri. Ipak, Kant ne bi prihvatio psihologizam —
glediste da zakoni matematike odrazavaju em-
pirijske zakone po kojima de facto mislimo —
vec bi prije tvrdio da zakoni matematike od-
razavaju transcendentalne uvjete moguénosti
bilo kakvog miSljenja i iskustva. Ma u ¢emu se
razlika izmedu toga dvoga sastojala, ovdje je
svrstan medu konceptualiste.

8

Najpoznatiji zastupnik ove pozicije svakako je
John Stuart Mill. Svoje je glediste izlozio u
djelu A System of Logic, iz 1843., knjiga 11I,
poglavlja V i VI. Od suvremenih autora, mil-
lovska glediSta zastupa Kitcher; pogotovo je
zanimljiv tekst »Mill, Mathematics, and the
Naturalist Tradition«, u Skorupskijevom zbor-
niku The Cambridge Companion to Mill iz
1998.

9

Stoga se ovo glediste Cesto naziva empirizam
u filozofiji matematike.
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kao i fizika. U principu nema razlike izmedu istina fizike i istinA matema-
tike. Razlika je samo u stupnju; matematika govori o najopcenitijim karak-
teristikama stvari. Ako se nekome Pitagorin poucak objasni na primjeru
keramickih plocica, taj primjer predstavlja empirijsku evidenciju koja pot-
krepljuje istinitost Pitagorina poucka, a ne samo viSe ili manje prikladno di-
daktic¢ko sredstvo. Isto kao Sto u fizici, na primjer, svaki komad metala koji
provodi struju predstavlja dodatnu empirijsku evidenciju da svi metali pro-
vode struju. Ono $§to ¢ini istinitim zakon fizike da svi metali provode struju,
jest cinjenica o svijetu da svi metali provode struju. Isto tako, ono §to Cini is-
tinitim zakon matematike da 2+2=4 jest cinjenica o svijetu da bilo koje
dvije stvari i bilo koje druge dvije stvari uvijek jesu Cetiri stvari. Kada metali
ne bi uvijek provodili struju, ne bi bila istina da metali uvijek provode
struju. Kada dvije i dvije stvari ne bi uvijek bile Cetiri stvari, ne bi bila istina
da su dva i dva uvijek Cetiri. Dakle, istine matematike jesu empirijske genera-
lizacije o svijetu u kojem zivimo. Kada bi u svijetu u kojem zivimo stvari nas-
tajale i nestajale same od sebe, aritmetika naprosto ne bi bila istinita. Kada
bi svaki puta kada bismo stavili dvije stvari i jo$ dvije stvari, dobili pet stvari,
zakon aritmetike bio bi da 2+2=5. Bududi da se fizicki predmeti ne
ponaSaju tako, nije istina da 2+2=>5. Istine matematike zapravo su vrsta
fizickih istina o svijetu u kojem Zivimo.

Matemati¢ka spoznaja nije a priori. Nema nikakve druge spoznaje osim
iskustvene. I matematika je a posteriori, isto kao i svo drugo ljudsko znanje.
Nisu znacenja termina ono $to recenice matematike Cini istinitima, niti za-
koni naSeg misljenja, ve¢ su to ¢injenice u svijetu. To jest, istine matematike
nisu analiticke niti apriorne, vec sinteticke a posteriori. Matematika je, u
krajnjoj liniji, iskustvena znanost.

1.5. Platonizam

Istine matematike nisu ni o definicijama, niti o nac¢inu na koji mi mislimo, a
niti o iskustvenim ¢injenicama. Matematika opisuje vjecnu i nepromjenjivu
matematicku stvarnost koja postoji izvan vremena i izvan prostora.'® Ta speci-
ficno matematicka stvarnost jest ono o ¢emu govore recenice matematike i
ono Sto ih Cini istinitima. Matematicki predmeti postoje izvan vremena i
prostora, oni su idealni i apstraktni. Brojevi, skupovi, funkcije, trokuti, kru-
govi, integrali, pravci, matrice i drugi matematic¢ki predmeti postoje objek-
tivno, neovisno o nacinu na koji mislimo ili govorimo o njima. Isto tako,
postoje neovisno o fizickim predmetima, prostoru i vremenu. Oni su vjecni i
nepromjenjivi. Oni su sui generis, to znaci da svoje postojanje ne duguju
ni¢em drugom. Drugim rije¢ima, postoji specificno matematicka stvarnost,
razlicita od svega ostaloga Sto postoji u svijetu. Matemati¢ka spoznaja jest
spoznaja te sui generis matematicke stvarnosti. Matematicar intuicijom i ra-
dom otkriva tu stvarnost koja postoji prethodno i neovisno od njega i nje-
gova otkric¢a. Otkria u matematici u principu su iste vrste kao i otkri¢a u
geografiji ili fizici. Pitagora je otkrio da a?+b?=c? bas kao S$to je Kolumbo
otkrio Ameriku. Otkri¢a u matematici nisu nase konstrukcije ve¢ doslovno
otkrica. Matematicka stvarnost postoji neovisno o nama i ¢eka da ju ot-
krijemo.

Prije nego Sto pokuSamo vidjeti kako koja teorija u filozofiji matematike
izlazi na kraj s pojedinim karakteristikama matematike i matemati¢kog zna-
nja, pojasnimo jo$ neke stvari vazne za bolje razumijevanje razli¢itih pozi-
cija.
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Realizam i antirealizam

Osnovna karakteristika realizma u filozofiji matematike jest stav da mate-
maticke istine ne ovise 0 naSim vjerovanjima, nacinima racunanja, pojmo-
vima kojima baratamo, nacinu na koji mislimo, itd, to jest, da matematicki
sudovi imaju istinosne vrijednosti prethodno i neovisno o nasim vjerovanji-
ma o njima.!' S druge strane, antirealizam u filozofiji matematike pozicija je
prema kojoj matematicke istine nisu nesto Sto postoji prethodno i neovisno
0 nama, ve¢ ovisi 0 jeziku kojim govorimo, nacinu na koji mislimo, nacinu
na koji ratunamo, itd. Eutifrova dilema opcenito je vrlo prikladno sredstvo
za pojasSnjavanje razlike izmedu realistiCkih i antirealisti¢kih pozicija u nizu
filozofskih debata. Tako je i u matematici. Pitanje koje si trebamo postaviti
glasi:

Da li mi vjerujemo da 2 i 2 jesu 4 zato $to 2 i 2 jesu 4,
ili 21 2 jesu 4 zato $to mi vjerujemo da 2 i 2 jesu 4?

Dakle, pitanje je Sto ovisi o ¢emu? Da li nasa vjerovanja ovise o istinama
matematike, ili istine matematike ovise o naSim vjerovanjima? Od ovdje
izloZenih pozicija prve tri su antirealisticke; to su fikcionalizam, nominali-
zam i konceptualizam.!? Ostale dvije su realisticke; to su fizikalizam i pla-
tonizam.!3

Kada je postala istina da 2+2=4?

Pitanje zvuci ¢udno. Medutim, pomaze nam lakSe odrediti o cemu ovise
matematicke istine. Naime, ako je X to §to sudove matematike Cini istini-
tima, onda oni nisu mogli biti istiniti prije nego S$to je nastalo X. Dakle, pi-
tanje treba shvatiti u sasvim doslovnom smislu. Prije nego §to razmotrimo
moguce odgovore, pogledajmo analogan slucaj iz fizike: Kada je postala is-
tina da metali provode struju? Ili, da li je rec¢enica »Metali provode struju«
mogla biti istinita i prije nego Sto su nastali metali? Ne, nije mogla! Dok
nije bilo metala naprosto nije mogla biti istina da metali provode struju.
Buducdi da ono Sto recenicu »Metali provode struju« €ini istinitom jest fizic-
ka Cinjenica da metali provode struju, ta recenica nije mogla biti istinita
prije nego $to je nastalo ono §to ju ¢ini istinitom. Nije bila istinita, recimo,
prije Velikog praska. Ili, primjer iz Saha. Kada je postala istina da se lovac
smije kretati samo dijagonalno? Onda kada su utemeljena pravila Saha.
Prije toga to nije mogla biti istina naprosto zato $to nije postojao Sah. Itd.
Dakle, kada je postala istina da 24+2=4?

Razlicite teorije daju razlic¢ite odgovore. Fikcionalizam: nikada nije niti bila.
Nominalizam: onda kada smo razvili jezik kojim smo to izrekli. Konceptuali-

10

Medu suvremenim zastupnicima platonizma
u filozofiji matematike, svakako treba istak-
nuti Jamesa Roberta Browna, koji je svoje
stavove o tom problemu izlozio u knjizi Phi-
losophy of Mathematics iz 1999. On, na pri-

je lijep i jasan prikaz realizma u filozofiji ma-
tematike predstavlja (nazalost, neobjavljena)
doktorska disertacija Majde Trobok.

12

mjer, smatra da Platonovo otkrice apstrakt-
nih predmeta jest najvece otkrice u cjelokup-
noj povijesti ideja; str. 8.

1

Zainteresiranog Citatelja moze se uputiti na
niz radova Penelope Maddy, koja zastupa
realisticki stav u pogledu matematike. Vrlo

Konceptualizam je ocito antirealisticka pozi-
cija, jer prema njoj istine matematike ovise o
nacinu na koji o njima razmisljamo. Ipak, na-
¢in na koji razmiSljamo o matematici moze se
shvatiti kao nesto objektivno — u smislu da taj
nacin predstavlja (psiholosku ili ¢ak nekakvu
transcendentalnu) danost na koju ne mozemo
utjecati svojom voljom.
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zam: onda kada nam se miSljenje razvilo do stupnja na kojem smo to mogli
misliti. Fizikalizam: onda kada su nastali fizicki predmeti. Platonizam: odu-
vijek je bila. O odgovoru na pitanje Kada je postala istina da 2+2=4?, ovisi
i odgovor na pitanje $to sud da 2+2=4 ¢ini istinitim? MoZemo se pitati
slijedece: Da li bi matematika bila istinita i kada ne bi bilo jezika kojim bi se
mogla izrec¢i? Ako bi i tada bila istinita, to bi znacilo da matematicke istine
ne ovise o nasim definicijama, to jest, da nominalizam nije istinit. Da li bi
matematika bila istinita i kada ne bismo mislili da jest? Ako bi bila, to bi
znacilo da konceptualizam nije istinit. Da li bi matematika bila istinita i
kada ne bi bilo fizi¢kih predmeta? Ako bi bila, to bi znacilo da fizikalizam
nije istinit. Da li bi matematika bila istinita i kada ne bi postojala platonicka
matematicka stvarnost? Ako bi bila, to bi znacilo da platonizam nije istinit.

2. Karakteristike matematike

Neke karakteristike matematike filozofski su vrlo zanimljive. Zadovoljava-
juca filozofska teorija matematike trebala bi ih objasniti. Medutim, neke od
njih podupiru, ili barem naizgled podupiru jednu teoriju, a neke drugu. Pi-
tanje je moze li ijedna od navedenih pet teorija na zadovoljavajuéi nacin ob-
jasniti izloZene karakteristike matematike. Izlozit ¢emo te karakteristike i
pokusati pokazati kako ih koja teorija objasnjava.!4

2.1. Ontoloska obveza matematickog diskursa

Postoje li brojevi veci od 57 Postoje! Dakle, postoje brojevi veci od 5. Ima li
16 kubni korijen? Ima! Dakle, postoji broj ¢ija je treca potencija 16. Itd.
Prema tome, brojevi postoje. Postoji li geometrijski lik kojemu su jednake
sve stranice i svi kutevi? Postoji! To je, na primjer, kvadrat, ili istostrani¢ni
trokut. Dakle, postoje barem dva takva geometrijska lika. Itd. Prema tome,
matematicki predmeti postoje. To je zakljuCak kojega nam namece nas mate-
maticki diskurs. Nacin na koji govorimo o brojevima obvezuje nas da tvrdi-
mo postojanje brojeva. Nacin na koji govorimo o geometrijskim likovima
obvezuje nas da tvrdimo postojanje geometrijskih likova. Itd. To je onto-
loska obveza nacina na koji govorimo o matematickim predmetima.'s

Na$ matematicki diskurs naprosto pretpostavija postojanje matematickih
predmeta: brojeva, funkcija, skupova, geometrijskih likova, itd. Isto kao Sto,
na primjer, diskurs fizike implicira postojanje predmeta fizike; elektrona,
atoma i kvarkova; ili kao Sto diskurs sociologije implicira postojanje grupa,
klasa, itd., tako i matematicki diskurs implicira postojanje brojeva, funkcija,
skupova, geometrijskih likova, itd. Na§ je matematicki diskurs realisticki. To
znaci da nacin na koji govorimo o matemati¢kim predmetima implicira da
su oni nesto $to postoji neovisno o nama i o ¢injenici da o njima mislimo i
govorimo. Sto zapravo pokazuje ¢injenica da je na§ matematicki diskurs re-
alisticki? Bududi da se radi samo o nacinu na koji govorimo, ova Cinjenica
mozda i nema neku veliku tezinu.! Ipak, ona barem prima facie podrzava
platonizam. Platonist smatra da je prirodno pretpostaviti da doista postoje
matematicki predmeti, da reenice matematike govore o njima i da su oni
to Sto ih ¢ini istinitima. Drugim rije¢ima, da postoji posebna matematicka
stvarnost koju reCenice matematike odrazavaju, opisuju ili izrazavaju i koja
postoji neovisno o tim re¢enicama i 0 nama koji ih izricemo. Kada recenice
matematike ne bi odrazavale matematicku stvarnost, zasto bi onda matema-
ticki diskurs bio realisticki? Mora biti da postoji neki razlog zbog kojega on
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jest realisticki i zbog kojega nas ontoloski obvezuje na postojanje matema-
tickih predmeta. Platonist smatra da ociti odgovor jest da matematicki pred-
meti doista postoje. Drugim rijeCima, smatra da pretpostavka da postoji
matematic¢ka stvarnost naprosto jest najbolje objasnjenje Cinjenice da je nas
matematicki diskurs realisticki. Kada matematika ne bi odrazavala nekakvu
objektivnu i neovisno postojecu stvarnost, njezin diskurs ne bi bio realis-
ticki. Jasno, realisticki karakter matematickog diskursa moZe se smatrati i
potporom fizikalizmu, jer je fizikalizam isto realisticka pozicija.!’

Medutim, i fikcionalizam, koji u potpunosti negira postojanje bilo kakvih
matematic¢kih predmeta, moze ponuditi prilicno plauzibilno objasnjenje ¢i-
njenice da je matematicki diskurs realisticki.!® Objasnjenje se svodi na ana-
logiju s igrama ili knjizevnim djelima. Fikcionalist smatra da je pitanje o pos-
tojanju brojeva u principu iste vrste kao i pitanje o postojanju figura u Sahu
ili karata u briskuli ili pokeru.!® Da li postoji sedmica herca? Postoji! Da li
postoje lovac i kraljica? Postoje! Da li postoji duja bastoni? Postoji! Broj 5
postoji na isti nacin na koji postoji laufer ili duja bastoni. Funkcije i skupovi
postoje na isti nacin na koji postoji tref ili karo. Oni postoje u istom smislu i
jednako su »realni«. To da 2+2=4 istinito je u istom smislu u kojem je isti-
nito i da je Odisej bio kralj Itake ili da se Ana Karenjina bacila pod vlak.?

13

Fizikalizam je ocito realisticka pozicija, jer
fizicke Cinjenice jesu nesto §to je ocito ne-
ovisno o nama (osim u idealistickim filozof-
skim sistemima u kojima su i fizicke ¢injeni-
ce nesto na ovaj ili na onaj nacin svoje posto-
janje duguje nama). Ipak, moglo bi se tvrditi
da fizikalizam nije realisticka pozicija u pu-
nom i pravom smislu jer, prema fizikalizmu,
matematicka stvarnost nije nesto $to postoji
sui generis, to jest, samo po sebi, neovisno o
bilo kakvoj drugoj stvarnosti. Drugim rijeci-
ma, fizikalizam je redukcionisticka i elimina-
tivisticka pozicija u pogledu matematicke
stvarnosti. U tom bi smislu jedino platoni-
zam bio nedvojbeno realisticka pozicija u fi-
lozofiji matematike.

14

Prili¢no je rasprostranjeno glediste da izme-
du filozofije i znanosti u principu nema razli-
ke. Nacin na koji je organizirano ovo poglav-
lje ocito govori u prilog toj tezi; s jedne stra-
ne, izlozeno je pet teorija ili hipoteza o pri-
rodi matematike; s druge strane, izlozene su
¢injenice (ili navodne ¢injenice) matematike
koje te hipoteze moraju objasniti. Trazimo
teoriju koja moze objasniti sve ili barem ve-
¢inu cinjenica — tu treba prihvatiti, a ostale
odbaciti. Ne funkcionira li i sama znanost na
isti na¢in? I u znanosti prihvacamo onu teo-
riju koja najbolje objasnjava najveci broj re-
levantnih Cinjenica. Razlika izmedu filozofije
i znanosti bila bi iskljucivo u stupnju opceni-
tosti i apstraktnosti, ali ne i u vrsti znanja.
Isto vrijedi i za Citav niz rasprava u filozofiji,
razliite teorije o0 odnosu uma i tijela, ili raz-
li¢ite meta-eticke teorije — samo su vrlo op-
¢enite hipoteze kojima se nastoji objasniti
skup relevantnih cinjenica. Jasno, cesto se
raspravlja o tome koje su Cinjenice relevant-
ne i jesu li uopCe Cinjenice.

15

Izraz »ontoloska obveza« prijevod je engle-
skog izraza »ontic commitment«.

16

Carnap je ¢ak mislio da nema nikakvu tezinu,
to jest, da nas ¢injenica da je na$ diskurs o ap-
straktnim entitetima realisticki ne obvezuje ni
na §to. Upravo je u ovom kontekstu formuli-
rao svoj poznati princip tolerancije: budimo
oprezni u tvrdenju i kriticki u razmatranju, ali
tolerantni u dozvoljavanju jezickih oblika (u
¢lanku »Empiricism, semantics, and ontology«
iz 1950.).

17

Ipak, matematicki je diskurs sav realisticki, a
pitanje je da li je moguce dati fizicku inter-
pretaciju svega o ¢emu matematika govori.
Gdje su u prirodi beskonac¢no velike ili bes-
konac¢no male velicine, i kako ih spoznajemo,
ako uopce postoje? Stoga izgleda da realistic-
ki karakter matematickog diskursa bolje po-
drzava platonisticku hipotezu.

18

Jasno, na isto objasnjenje mogu se oslanjati i
nominalizam i konceptualizam.

19

Ovo rjesenje vrlo lijepo i jasno zastupa R. L.
Goodstein u c¢lanku »Postojanje u matema-
tici« iz 1968., prevedenom i objavljenom u
zborniku Zvonimira Siki¢a Novija filozofija
matematike.

20

Primjer kojega razmatra Hartry Field jest da
je istina da je Oliver Twist Zivio u Londonu;
Field, 1989, str. 3-5.
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Ontoloska obveza matematike jednaka je ontoloSkoj obvezi Saha, briskule,
pokera, romana ili filma. Radi se o postojanju u okviru konvencije. Sasvim je
jednostavno objasniti takvo minimalno postojanje, ono je ontoloski potpuno
bezazleno. Entiteti matematike jednako su »realni« kao i entiteti Saha,
briSkule, epa ili drame. Pravila zbrajanja jednako su »realna« kao i pravila
rukometa ili kriketa. I jedna i druga iskljucivo su stvar konvencije. Dojam
da je matematika »realnija« od igara iskljuivo je stvar rasprostranjenosti.
Kada bi se briskula poducavala u svim $kolama od prvoga osnovne, i studi-
rala na svim sveuciliStima, isto bismo tako imali dojam da je duja bastoni
ipak na neki nacin realna i da ne moze biti samo produkt nase konvencije.
Razlika je socioloska i psiholoska, ne ontoloska. Jasno, pitanje je jesu li bro-
jevi, skupovi i funkcije u matematici realni u istom smislu u kojem je realan
lovac u Sahu, duja bastoni u briSkuli, glavni lik u romanu ili meksic¢koj sapu-
nici? Postoje li oni na isti nac¢in? Ako ne, onda antirealisti¢ke pozicije u filo-
zofiji matematike ne mogu dati zadovoljavajuée objaSnjenje Cinjenice da je
na$§ matematicki diskurs realisticki i Cinjenice da su barem neki od nas
uvjereni da entiteti matematike ipak na neki nacin postoje. Ako je analogija
ipak odrziva, onda je ontologija matematike uspje$no rijeSena na vrlo jeftin
nacin.

2.2. Apriornost i imunost na empirijsko opovrgavanje

Matematika ima nemjerljivu primjenu u svakodnevnom zivotu; od banko-
mata i trznice do inZenjerskih proracuna. Smatra se i da je nastala kao em-
pirijska aktivnost premjeravanja zamljiSta nakon poplave Nila u starom
Egiptu. Medutim, kako u pravilu izgleda matematicko istrazivanje? Je li ono
empirijsko? Da li se odvija u prirodi ili u laboratoriju? Postoje li mozda eks-
perimenti koji potvrduju ili opovrgavaju matemati¢ke teoreme??! Ne, ba-
rem prima facie, matematicko istrazivanje nije iskustveno. Napredak mate-
matike odvija se u radnim sobama, a ne na terenu ili u laboratorijima, Cis-
tim miSljenjem, a ne iskustvom. Imamo dojam da je matematika neovisna o
iskustvu. Na koncu, i filozofi su stoljeéima matematiku smatrali paradig-
mom c¢isto razumske, a priori spoznaje. Ako je to tocno, fizikalizam je na-
prosto neistinit; matematika ne moze biti empirijska znanost. Ostale filo-
zofske teorije o prirodi matematike barem prima facie objasnjavaju tu ka-
rakteristiku matematike, ili su barem kompatibilne s njom. Fikcionalizam:
matematika je korisna fikcija koju stvaramo razumom. Nominalizam: defi-
nicije zadajemo razumom a ne iskustvom. Konceputalizam: principe mislje-
nja otkrivamo neovisno o iskustvu, eventualno introspekcijom. Platonizam:
¢istim miSljenjem zapravo percipiramo sui generis matematicku stvarnost.

Velik broj autora smatra da su istine matematike u potpunosti imune na
empirijsko opovrgavanje fizickim protuprimjerima; da ih nikakve fizicke
¢injenice ne mogu udiniti neistinitima. Ako je tomu doista tako, to znaci da
matematika uopcée ne govori o fiziCkom svijetu i da fizicki predmeti nisu
ono $to matematiku ¢ini istinitom. Kada se pitamo $to neku recenicu cini is-
tinitom, opce je pravilo da ju moZe uciniti istinitim samo ono Sto ju moze
uciniti i neistinitim. Ako ju neka vrsta ¢injenica ne moze uciniti neistinitim,
onda ta recenica uopce ne govori o toj vrsti ¢injenica, ve¢ o neCem drugom.
Pretpostavka mozZe biti potvrdena samo onom vrstom ¢injenica koje ju mogu
opovrgnuti. Ako je za istinosnu vrijednost neke recenice potpuno irelevant-
na bilo koja ¢injenica o pticama, onda ta recenica uopcée ne govori o pti-
cama, itd. Isto vrijedi i za odnos istinitih re¢enica matematike i fizi¢kih c¢i-
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njenica. Dakle, pitanje je mogu li fizicke ¢injenice opovrgnuti matematicke
istine? Moze li bilo kakva fizicka Cinjenica pokazati da reenica matematike
nije istinita?

To da 2+2=4, to je istina o kamenju i kredama. Medutim, da li je istina o
svim predmetima koji nas okruzuju. Da li je to istina, na primjer, o volu-
menu plina? 2m?3 nekog plina i 2m3 nekog drugog plina mogu dati vise ili
manje od 4m3 plina. Isto moZe vrijediti i za tezinu plina. Sto cemo reci u tom
slucaju? Da 2+2 nije 4? Doista, u nekom smislu nije: volumen kojega smo
dobili naprosto nije 4. Recimo, da smo dobili 2,5m?. U tom bi slucaju 2+2
bilo 2,5. Dakle, u nekom bi smislu bila istina da 2+2=2,5. Medutim, da [i to
pokazuje da nije istina da 2+2=4? Da li ta Cinjenica opovrgava istinitost
recenice »2+2=4«? Poznato je iz fizike da se brzina svjetlosti ne moze
zbrajati: ¢ + ¢ = ¢, a ne 2c¢. Da li to pokazuje da 1 + 1 nisu 2? Dakle, pi-
tanje je moze li iSta Sto se dogodi u fiziCkom svijetu biti protuprimjer mate-
matickoj istini, ili su, pak, matematicke istine potpuno imune na empirijsko
opovrgavanje? Fizi¢ki predmeti uglavnom se ponasaju u skladu s istinama
matematike. Protuprimjere bismo mozda mogli proglasiti rijetkim odstu-
panjima od pravila i zanemariti ih. Medutim, pravo je pitanje $to bi bilo
kada se fizicki predmeti u pravilu ne bi ponasali u skladu sa zakonima mate-
matike? Da li bi i u toj situaciji matematika i dalje bila istinita? Ako bi,
onda ona ocito nije o fizickim predmetima u iskustvenom svijetu, ve¢ o
necem drugom. Zamislimo slijedecu situaciju: brojimo fizicke predmete, re-
cimo, krede. Uzmemo dvije i jo§ dvije i, odjednom, imamo ih pet. Bile su
dvije, i jo§ dvije, a sada ih je pet. Kako bismo reagirali u takvoj situaciji? Sto
bismo mislili, $to se dogodilo? Evo nekoliko moguéih objaSnjenja:

1) Nismo dobro brojali.
2) Netko je dodao jo§ jednu.

3) Haluciniramo (nismo se dovoljno naspavali, previs§e smo popili, netko
nas je hipnotizirao, itd).

4) Jos je jedna kreda nastala sama od sebe.

5) Zakon aritmetike nije istinit, ¢injenice su pokazale da 242 nisu 4.

Pitanje je koje bismo objasnjenje prihvatili. Sto bismo prvo, a §to posljednje
doveli u pitanje? U §to bismo imali viSe povjerenja, u zakone zbrajanja ili u
svoju percepciju? Da li bismo zakljucili da zakon aritmetike nije istinit, ili
bismo smatrali da se dogodilo neSto drugo? Izgleda da je 5) najmanje vjero-
jatna moguénost. U sve bismo drugo prije povjerovali nego u 5), osim
mozda u 4). Prije bismo odustali od vjerovanja do kojih smo dosli percepci-
jom nego od matematickih vjerovanja. Prije bismo posumnjali u vlastitu
percepciju nego u zakone zbrajanja. U zakone zbrajanja mozda uopce ne
bismo posumnjali!?? Sto biste prvo odbacili, §to posljednje? Ako je zakon

21

Doduse, odluka izmedu alternativnih geo-
metrija Cisto je empirijsko pitanje. Vec je
Gauss pokusSao empirijski ustanoviti da li je
fizicki prostor u kojem zivimo euklidski ili
ne-euklidski. Istina, to mu nije uspjelo zbog
premalih odstupanja koje nije mogao regis-
trirati, ali njegov se pristup smatra u prin-
cipu pravilnim.

2

Ovu je intuiciju, koliko je meni poznato, u
obliku argumenta prvi izlozio Ayer u knjizi
Language, Truth and Logic, iz 1936., str. 101.
On je htio pokazati da »stari empiristi« (J. S.
Mill) nisu bili u pravu kada su matematicku
spoznaju interpretirali kao empirijsku. Inace,
niz je autora smatrao apsurdnom ideju da bi
¢injenice iskustva mogle opovrgnuti istine ma-
tematike, na primjer: Frege u Osnovama arit-
metike, str. 33; Hahn u »Logic, Mathematics
and Knowledge of Nature«, str. 150, itd.
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aritmetike doista posljednje Sto biste odbacili, onda ste skloni stavu da su is-
tine matematike imune na empirijsko opovrgavanje i da su fizicke Cinjenice
zapravo irelevantne za istinitost matematike.

Imunost matematike na empirijsko opovrgavanje u pravilu se koristi kao ar-
gument protiv fizikalizma. Fizikalist je duZan tvrditi da kada bi 2 predmeta i
2 predmeta u fizickoj stvarnosti bila 5 predmeta, da bi bila istina da 2+2=35,
to jest, da bi trebalo revidirati matematiku kada se fizicki predmeti ne bi
ponasali u skladu sa zakonima matematike.?> Prema fizikalizmu, matema-
ticke istine zapravo nisu imune na empirijsko opovrgavanje; fizikalist porice
da matematicke istine doista imaju tu karakteristiku. S druge strane, zas-
tupnici ostalih teorija smatraju da matematicke istine jesu imune na empi-
rijsko opovrgavanje i tu karakteristiku objasnjavaju u skladu s teorijama
koje zastupaju. Buduéi da, prema ostalim teorijama, matematika tako i
onako ne govori o fizickoj stvarnosti, jasno je da je bilo Sto Sto se dogada u
fizickoj stvarnosti u potpunosti irelevantno za matematicke istine: kako bi
istine o fizickim predmetima mogle opovrgnuti nase fikcije (fikcionalizam),
nase definicije (nominalizam), nacin na koji mislimo (konceptualizam) ili is-
tine o posebnoj matematic¢koj stvarnosti (platonizam)?

2.3. NuzZnost

Istine matematike imaju jo$ jedno svojstvo koje ih razlikuje od ostalih is-
tina: one su nuzne. To da 2+2=4, to ne samo da je istinito, to je nuzno isti-
nito, to ne moZe ne biti istinito. Mogu li 2+2 ne biti 4?7 Ne mogu! Ne samo
da 2+2 jesu 4, oni moraju biti 4. Moze li Pitagorin poucak ne biti neistinit?
Ne moze! On je, isto tako, nuzno istinit. MozZe li © ne biti 3,147 Ne moze!
Omjer dijametra i opsega kruga nuzno je 3,14. Itd. Pored istina matema-
tike, smatra se da su nuZne i istine logike. S druge strane, istine o fizickim
¢injenicama nisu nuzne; one su kontingentne, to znaci da ne moraju biti isti-
nite, da su mogle biti i neistinite. Na primjer; 23. 11. 2001. u 15°° u Rijeci je
padao snijeg. To je istina, u Rijeci je doista tada palo malo snijega. Medu-
tim, da li je 23. 11. 2001. u 15% u Rijeci morao pasti snijeg? Da li je to bilo
nuzno? Nije! Nije morao pasti, mogao je i ne pasti. Moglo je biti i lijepo
vrijeme. Gravitacija je 9,81ms2. I to je istina. Medutim, da li je to nuzna is-
tina? Nije! Da li je to moglo ne biti istinito? Moglo je! Ne samo da je moglo
veé na drugim planetima i jest. Gravitacija nije svuda jednaka. Na Mjesecu
je manja, na Jupiteru veé¢a. Cak ni na Zemlji nije svuda jednaka, na po-
lovima je malo veéa nego na ekvatoru. Medutim, 2+2 uvijek su i svuda 4, i
ne mogu biti nista drugo doli 4. Pitanje je otkuda ta nuznost matematickih is-
tina? Kako to da matematika ne moze biti drukcija nego §to jest, a da sve
ostalo moZe? Stoga zadovoljavajuca filozofska teorija matematike mora dati
odgovor na to pitanje. Dakle, mora ili objasniti nuznost matematickih is-
tina, ili pokazati da zapravo nisu nuzne i objasniti kako to da imamo dojam
da jesu nuZzne.

Platonizam, barem prima facie, nema problema s nuzno$¢u. Bududi da su
matematic¢ki predmeti i odnosi medu njima vjecni i nepromjenjivi, istine
matematike ne mogu biti drukcije nego S$to jesu, one moraju biti takve kao
$to jesu. Medutim, ovaj odgovor prije izgleda kao izbjegavanje odgovora
nego kao pravi odgovor. Naime, ako su recenice matematike nuzno istinite
zato §to opisuju nuzno istinitu platonicku matematicku stvarnost, postavlja
se pitanje zaSto je ta stvarnost nuzna? Zasto ona ne bi mogla biti drukcija
nego §to jest? Sto nju Cini nuznom?
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Nuznost je problem za fizikalizam.?* Naime, iskustvom mozda mozemo spo-
znati da su recenice matematike istinite, medutim, nije jasno kako bismo
iskustvom mogli spoznati da su one nuzno istinite? Mozemo vidjeti ili opi-
pati to da 2 predmeta i jo§ 2 predmeta jesu 4 predmeta. Medutim, kako
mozemo vidjeti ili opipati to da 2 predmeta i jo§ 2 predmeta nuZno jesu 4
predmeta? Prema tome, nuznost toga da 2+2=4 nije u fizickom svijetu i ne
mozemo je spoznati iskustvom. Nuznost matematickih istina mora se nala-
ziti negdje drugdje. Kant je, na primjer, smatrao da je nuznost u nasim gla-
vama, a ne u samim stvarima. Pored toga, prema fizikalizmu, istine mate-
matike zapravo su induktivne generalizacije, isto kao i istine fizike. Medu-
tim, induktivne generalizacije ne mogu biti nuzno istinite. One samo mogu
biti viSe ili manje vjerojatne. Premise induktivnog zakljuc¢ka uvecavaju vjero-
jatnost konkluzije, ali je ne mogu konkluzivno dokazati.

a; je P
a, je P.
Svi a su P.
a, je P Ovaj predmet je a.
Svi a su P. Ovaj predmet je P.

U induktivnom zaklju¢ku moguée je da premise budu istinite, a da kon-
kluzija ne bude istinita, dok u deduktivnom zakljuc¢ku to nije moguce: ako
su premise istinite, onda i konkluzija mora biti istinita. U induktivnom za-
kljucku uvijek je moguce da buduce iskustvo pokaze da postoje neki a koji nije
P. Tako su svi do sada pregledani labudovi bili bijeli, moguce je da ¢e su
ubuducdnosti ispostaviti da neki nisu. Medutim, je li tako i u slu¢aju mate-
matike? Iako su 2+2 uvijek do sada bila 4, da li je moguce da se u bu-
duénosti naidemo na slu¢ajeve u kojima 2+2 nije 4? Cvrsto vjerujemo da
tako $to nije moguée. Vjerujemo da 2+2 nuzno jesu 4, i da nije moguce da
bilo kakvo buducde iskustvo pokazZe da 2+2 nisu 4. U tome je razlika izmedu
induktivnih generalizacija i istina matematike i zbog toga istine matematike
ne mogu biti inuktivne generalizacije.

P1: Induktivne generalizacije nisu nuzne.
P2: Istine matematike jesu nuZne.

K: Prema tome, istine matematike ne mogu biti induktivne generalizacije.
Medutim, prema fizikalizmu, istine matematike zapravo i nisu nuzne.> Do-

jam da jesu nuzne stjeCemo iz njihove rasprostranjenosti i opéevaljanosti u
fizickom svijetu. Razlika u nuznosti izmedu istina fizike i istina matematike

23

Jasno, moglo bi se tvrditi da je takva situa-
cija potpuno nemoguca i nezamisliva, te da
zbog toga ne treba ni pokusati odgovoriti na
ovakvo pitanje. Sitacija doista jest nemoguca
i nezamisliva, ali pitanje je zapravo §to ju €ini
nemogucom i nezamislivom: jesu li to zakoni
naseg miSljenja, zakoni fizicke stvarnosti, ili
nesto trece?

24

Vidi, na primjer, Kant Kritika cistoga uma,
dodatak II. On smatra da nuznost i stroga

opcenitost matematickih sudova nedvojbeno
pokazuju da matematicka spoznaja ne moze
biti iskustvena.

25

J. S. Mill je smatrao da istine matematike za-
pravo nisu nuzne i da nuznost koju se pri-
pisuje istinama matematike predstavlja iluzi-
Ju; vidi: A System of Logic, Vol. 1, Book 1I,
Chapter V.
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samo je u stupnju, a ne u vrsti. Istine matematike sveobuhvatnije su i duze
su nam poznate, otuda dojam da su one nuzne. U ¢emu bi se mogla sasto-
jati principijelna razlika izmedu Pitagorina poucka i Arhimedova zakona
poluge? Zar je a? + b? = ¢2 nuzno, a F, * k; = F, * k, nije nuzno? Ako iz-
medu ova dva zakona ima ikakve razlike u modalnom statusu, onda je ona
samo u stupnju, a nije i ne moze biti u vrsti. Pored toga, fizikalist smatra da
i matematika u principu podlijeze iskustvenoj reviziji, on to smatra normal-
nim. Ono §to matematiku ¢ini istinitom to su fizicke ¢injenice, i kada bi one
bile druk¢ije i matematika bi bila drukcija. Kada bi u fizickom svijetu 2+2
uvijek bilo 3, onda bi i u matematici 2+2 bilo 3. De facto je istina da
2+2=4, medutim, u principu je moguce da to ne bude tako. Kada se kera-
micke plocice, tapisoni i njive ne bi ponasali u skladu s Pitagorinim teore-
mom, on naprosto ne bi bio istinit. Bilo kakva nadempirijska i nadfizicka
nuznost koja se pripisuje matematici Cista je iluzija.

Nuznost je problem i za nominalizam. Naime, jezik je konvencija; rijeci nisu
morale znaciti to §to znace, mogle su znaciti i neSto drugo. S druge strane,
¢ini nam se da matematika nije stvar konvencije. Matematika je nuzna.
Prema tome, istine matematike ne mogu biti istine jezika.

P1: Istine jezika nisu nuzne.
P2: Istine matematike jesu nuzne.

K: Prema tome, istine matematike ne mogu biti istine jezika.

Dakle, pitanje je moze li nominalist objasniti nuZnost matematickih istina.
Moze li konvencija objasniti nuznost? Nominalist smatra da moze, i to na
slijedeci nacin.?¢ Istina je da izrazi »2«, »+«, »=« i »4« nisu morali znaciti
to Sto znace. Mogli su znaciti i neSto drugo. Medutim, ako znace to §to
znace, onda je nuzno istinito da 2+2=4. Kada ti izrazi jednom znace to $to
znace, onda viSe ne moze ne biti istina da 2+2=4. Isto tako, rije¢ »ujak«
nije morala znaciti »brat od majke«, mogla je znaciti i neSto drugo. Medu-
tim, ako »ujak« znaci »brat od majke«, onda je nuzno istinito da ujak jest
brat od majke. To je smisao u kojem su nase definicije nuzno istinite. Zna-
¢enja rijeci u jeziku jesu arbitrarna, ona jesu stvar konvencije. Medutim,
kada jednom znace to §to znace, odnosi izmedu njih viSe nisu stvar konven-
cije, ve¢ stvar nuznosti. To je nacin na koji nominalizam objaSnjava nuznost
matematickih istina. Ovo rjeSenje moze izgledati prilicno prihvatljivo, me-
dutim, pitanje je da li je doista odrZivo. Znacenje simbola koje koristimo jest
arbitrarno, ali relacije koje njima izricemo nisu arbitrarne.

Ako bismo, na primjer, odlucili da od sada pa na dalje »3« znaci ono §to je
do sada znacilo »4«, onda bismo zapravo rec¢enicom »2+2=3« izrekli isto
$to smo do sada izricali reéenicom »2+2=4«. Te bi dvije reenice zapravo
imale isto znacenje; brojka »3« naprosto bi znacila ono $to sada znaci brojka
»4«. U nekom bi trivijalnom smislu od sada pa na dalje bila istina da
242=3, ali samo zato $to bi brojka »3« zapravo znacila »4«, to jest, samo
zato §to bi i dalje bila istina da 2+2=4. I duzina metra isto je tako stvar
konvencije. Mi mozemo odlukom skratiti metar. Time bi, na primjer, brod
dugacak 7 m postao dugacak, recimo, 11 metara. To bi onda bila istina na
osnovi konvencije o duzini metra, ali brod bi i dalje bio jednako dugacak.
Ako bismo odluc¢ili da, od sada pa nadalje, rije¢ »ujak« znaci ono §to je do
sada znacila rijec »stric«, time bi u trivijalnom smislu postala istina da je
stric brat od majke, ali time ujaci ne bi postali stri¢evi. Maj¢ina braca ne bi
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promjenom jezicke konvencije postala ofeva braca. Ako je to tako, dakle,
ako relacije koje se izrazavaju matematickim simbolima nisu arbitrarne,
onda pored znacenja termina mora postojati jos nesto $to matematiku ¢ini
istinitom. To moraju biti nekakve objektivne Cinjenice ili relacije koje po-
stoje neovisno o znacenju termina u nasem jeziku. U tom slucaju, ne samo
da nominalizam ne mozZe objasniti nuznost matematike ve¢ ne moze ob-
jasniti niti njezinu istinitost.

Konceptualist nuznost objasnjava psiholoski. Ono zbog Cega je nuzno isti-
nito da 24+2=4 jest Cinjenica: mi ne mozZemo zamisliti da 2+2 nisu 4. Dakle,
nuznost matematickih istina svodi se na Cinjenicu da mi ne moZemo zamis-
liti da su njihove negacije istinite. Uostalom, nuZno su istinite upravo one
re¢enice ¢ije su negacije kontradikcije. Sto je drugo kontradikcija doli rece-
nica za koju ne mozemo zamisliti da je istinita? Konceptualist smatra da
nuznost matematickih istina nije nesto objektivno i neovisno o nama, vec¢ se
svodi na psiholosku nuznost — ¢injenicu da ne mozZemo zamisliti suprotno.
Jasno, pitanje je moze li se nuznost objasniti psiholoski? Kada govorimo o
nuznosti matematickih istina, imamo dojam da se radi o ne¢em objektiv-
nom §to ne moze ovisiti o strukturi naSeg misljenja. Imamo dojam da 2+2
mora biti 4, bez obzira $to mi mozemo, a $to ne mozemo zamisliti.

2.4. Uzrocna izoliranost platonickih predmeta

Osnovni problem s platonizmom u matematici, isto kao i s platonizmom
opcenito, jest u tome Sto nije jasno kakvi su ti navodni idealni matematicki
predmeti. Na koji nacin oni postoje? Gdje su? Lako je rec¢i da neSto postoji
izvan vremena i izvan prostora, papir trpi sve. Medutim, §to to to¢no znaci?
Moze li uopce nesto postojati, a da nije u vremenu i u prostoru? Gdje je
onda? Nigdje? Razumijemo govor o postojanju fizickih trodimenzionalnih
predmeta koji imaju nekakvu dimenziju i koje se nalaze negdje. Medutim,
kako shvatiti tvrdnju da nesto postoji izvan vremena i izvan prostora? Pa-
zite, tu se ne radi o metafori. To se tvrdi u doslovnom smislu. Dakle, pro-
blem je ontoloski: kako nesto takvo moze postojati? Ali isto tako i episte-
moloski: kako mozemo spoznati nesto takvo? Mi smo u vremenu i u pros-
toru, isto kao i znanje koje posjedujemo. Kako onda mozemo biti u kontaktu
s ne¢im $to je navodno izvan vremena i izvan prostora??’ Da bismo spoznali
neki predmet, moramo s njim biti u nekoj vrsti uzrocne veze: da bismo ga
spoznali on mora nekako djelovati na nas (ili barem davati nekakav otpor
kada mi djelujemo na njega). Sve stvari koje vidimo i ¢ujemo nekako dje-
luju na nas. Kada ne bi nikako djelovale, ne bismo ih ni vidjeli niti culi.
Dakle, sve §to znamo, znamo na temelju nekakve uzrocne veze. Problem s
platonickim entitetima jest u tome §to bi oni, ¢ak i kada bi postojali, bili
potpuno uzrocno izolirani od svega ostaloga te stoga ne bi bilo nacina na
koji bismo ih mogli spoznati. Naprosto, nije jasno kako bi nesto Sto je izvan
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Na primjer, Ayer u Language, Truth and Lo-
gic, str. 84.

27

Rjesenje $to ga nudi Platon vrlo je poznato iz
literature, ali doslovno shvac¢eno potpuno je
neprihvatljivo. Naime, u dijalogu Fedon (75
d i e) Platon tvrdi da dusa prije nego $to se
inkarnira u tijelo boravi u svijetu ideja i da ih
tamo spoznaje, pa ih se onda prisjec¢a (anam-

nezis) kada ih, inkarnirana u tijelo, prepozna
u fizickim predmetima. DoduSe, ima neke
plauzibilnosti u tvrdnji da u nesavrSenim fi-
zickim predmetima na neki nacin prepozna-
jemo idealne obrasce, na primjer, geometrij-
ske oblike. Ipak, time je Platon samo ukazao
na problem, ali nije ni naznacio u kojem prav-
cu treba traziti rjeSenje.
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vremena i van prostora moglo djelovati na nesto $to je u prostoru i u vre-
menu. Dakle, apsurdna posljedica platonizma jest da matematicko znanje
nije moguce. Budu¢i da matemati¢ko znanje ocito postoji, treba odbaciti
platonizam. Drugim rije¢ima, platonizam ne moZe objasniti matematicku
spoznaju. Ovo je vrlo jak i razoran argument protiv platonizma i jasno uka-
zuje na opcenitu neplauzibilnost te pozicije.?® Argument izgleda ovako:

P1: Matematicki su predmeti apstraktni (platonisticka pretpostavka).

P2: Apstraktni predmeti ne mogu uzro¢no djelovati.

P3: MoZemo spoznati samo ono $to mozZe uzro¢no djelovati na nas
(uzro¢na teorija znanja).

K: Ne moZemo spoznati matematicke predmete.

Bududi da je konkluzija ocito apsurdna, budu¢i da matematicka spoznaja
ocito postoji, treba odbaciti jednu od premisa. Pitanje je koju? Jasno, pro-
tivnici platonizma smatraju da treba odbaciti P1 — platonisticko shvacanje
predmeta matematike. S druge strane, platonisti smatraju da je bolje odba-
citi P2 ili P3. Dakle, i/i tvrditi da i predmeti izvan vremena i izvan prostora
mogu uzro¢no djelovati na nas, ili odbaciti uzro¢nu teoriju znanja — tvrditi
da mozemo spoznati i predmete s kojima nismo ni u kakvoj uzro¢noj vezi.?
Buduc¢i da predmeti koji se navodno nalaze »izvan vremena i prostora« po
definiciji ne mogu uzro¢no djelovati na nas, prva opcija otpada. Isto tako
otpada i druga, jer istinito vjerovanje da p ne moze biti znanje, ako nije ni u
kakvoj vezi s ¢injenicom da p. Ono u najboljem sluc¢aju moze biti slucajno
istinito, a slucajno istinito vjerovanje ne moze biti znanje. Dakle, pitanje je
koju premisu u argumentu treba odbaciti; moze li platonizam objasniti ma-
tematicku spoznaju; mozemo li spoznati neSto s ¢ime nismo u uzro¢nom
kontaktu? Ako doista ne moZzemo imati znanje o neCemu o ¢emu nismo u
uzrocnom kontaktu, najbolje je priznati da platonizam ne moZze objasniti
¢injenicu da imamo matematicko znanje i jednostavno odbaciti platonistic-
ku ontologiju u matematici.

Jasno, to otvara prostor za ostale teorije u filozofiji matematike: fizikali-
zam, nominalizam, fikcionalizam i konceptualizam nemaju problema s uzroc-
nom izolirano$¢u predmeta matematike.
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Why 2+2=4?

The starting point of this article is the ontological question: What makes it true that
2+2=42, that is, what are the truth makers of mathematical propositions? Of course,
the satisfactory theory in the philosophy of mathematics has to answer semantical
question: What are mathematical propositions about? Also, epistemological ques-
tion: How do we know them?, as well. Author compares five theories in the philoso-
phy of mathematics, that is, five accounts of the nature of truth makers in mathe-
matical discourse: fictionalism (there are no truth makers because entities of mathe-
matics are fictions, though useful fictions); nominalism (mathematical propositions
are true by definition, so the truth makers are in the language); physicalism (mathe-
matical propositions are inductive generalizations from experience, so, the truth
makers are physical facts in the world); conceptualism (mathematics reflects the way
we think about things, so, the truth makers are ultimately psychological facts) and
Platonism (mathematics is about per se existing mathematical reality).

28

Tako je vise nego jasno da je objasnjenje uz-
rocnog utjecaja platonicke stvarnosti na nasa
vjerovanja nerjesiv ili barem vrlo tezak pro-
blem za platonizam, izgleda da je prvi autor
koji je ozbiljno ukazao na taj problem bio
Paul Benacerraf, u ¢lanku »Mathematical
Truth« iz 1973. Stoga se ovaj problem za pla-
tonizam u matematici naziva Benacerraf pro-
blem.

29

Mozda najpoznatiji suvremeni zastupnik pla-
tonizma u matematici, James Robert Brown,
uzro¢nu teoriju znanja odbacuje kao neisti-
nitu. Pritom se oslanja na samo jedan primjer
u kojem navodno postoji znanje o Cinjenici
bez uzrocne veze s tom cinjenicom, to je po-
znati eksperiment Einsteina, Podolskog i Ro-
sena. — Philosophy of Mathematics iz 1999., str.
16, 17.



