O JEDNOM ZADATKU S DRZAVNOG NATJECANJA
- SUKLADNOST TROKUTA

Sanja Stilinovi¢, Zagreb

a Drzavnom natjecanju iz matematike odrzanom 11. svibnja 2021. u
8. razredu zadan je i ovaj zadatak:

___ Neka je AABK trokut sa $iljastim kutovima u vrhovima A i B. Na stranici
KA odabrane su to¢ke D i N, a na stranici KB toc¢ke C i M tako da su pravci
DC, NM i AB usporedni. Pravci AB i DC udaljeni su od pravca NM 4 cm. Po-
loviste duzine NM od pravca AK je udaljeno 4 cm, a od pravca BK 3 cm. Ako
povrsina ¢etverokuta ABCD iznosi 80 cm?, odredi povrsinu trokuta AABK.
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Osim sluzbenog rjesenja zadatak se mogao rijesiti i na drugacije nacine,
no u svakom od njih bilo je potrebno uociti i dokazati sukladnost ili sli¢nost
nekih trokuta.

S obzirom na to da je najvise pogresaka bilo kod dokazivanja sukladnosti,
podsjetimo se najprije sukladnosti trokuta.

Trokutu AABC oznac¢imo duljine stranica |BC| =a, |AC| =bi |AB| =c,
a veli¢ine kutova s vthom nasuprot tim stranicama |ZBAC| = a, |ZCBA| =f i

|ZBCA| =vy.
B

"
Neka su dani trokuti AABC i AA’ B’ C! Kazemo da su ti trokuti sukladni i
oznacavamo AABC = AA’ B’ C’, ako postoji preslikavanje izmedu njihovih vr-

hova tako da se A preslika u A’, B se preslika u B’i C se preslika u C’i da vrijedi:
a=a,b=b,c=c,a =a,p =p'iy =Y.

Drugim rije¢ima, trokuti su sukladni ako im odgovarajuce stranice imaju
iste duljine i ako im odgovarajuci kutovi imaju iste velicine.

Primjeri takvih preslikavanja su osna simetrija, centralna simetrija,
translacija, rotacija...
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U Sestom razredu, osim pojma sukladnosti, aktivnostima na satu mate-
matike otkrivaju se i minimalni uvjeti koji moraju biti ispunjeni da bi dva tro-
kuta bila sukladna. Izri¢u se pouéci (teoremi) sukladnosti, ali ih se formalno
ne dokazuje. U redovnoj nastavi uglavnom se koriste tri poucka koje krace
zapisujemo S-S-S, S-K-S i K-S-K, a u rjeSavanju dodatnih zadataka, koji se
pojavljuju i na matematickim natjecanjima, koristi se i poucak S-S-K.

Uz navedene poucke dani su jednostavni primjeri, upute $to treba zapisati
kod dokazivanja sukladnosti ili napomene o ¢emu treba voditi brigu primje-
nom poucka.

1. Poucak (S-S-S)
Dva su trokuta sukladna ako se podudaraju u sve tri odgovarajuce stranice.

Primjer 1: Dokazimo da dijagonala paralelograma dijeli paralelogram na
dva trokuta istih povrsina.

Dokaz: S obzirom na to da sukladni trokuti imaju jednake povrsine, poka-
zimo da dijagonala dijeli paralelogram na dva sukladna trokuta.

Dijagonala AC paralelograma dijeli paralelogram na dva trokuta, AABC i
AACD. Za te trokute vrijedi da je

|AB|=|cD| i [BC|=|AD| b ¢

jer su nasuprotne stranice paralelograma jed-
nakih duljina, a stranica AC im je zajedni¢-
ka pa su sukladni prema poucku S-S-S jer se
podudaraju u sve tri odgovarajuce stranice. A B

Analogno se dobiva ako promatramo dijagonalu BD.

Kako je AABC = AACD ,ondaje p,,,.

= Pascp-

2. Poucak (S-K-S)

Dva su trokuta sukladna ako se podudaraju u dvije odgovarajuce stranice
i kutu izmedu njih.

Napomena: Vazno je istaknuti da je kut «izmedu tih stranica’, odnosno
da se radi o unutarnjem kutu trokuta ¢iji je vrh zajednicka krajnja tocka tih
stranica. U 4. ¢e poucku biti komentirani slucajevi kad se radi o nekom od

preostala dva kuta trokuta.

Primjer 2: Dokazimo da je svaka tocka simetrale duzine jednako udaljena
od krajnjih tocaka te duzine.



Dokaz: Neka je dana duzina AB i njena simetrala S
Oznac¢imo na simetrali proizvoljnu tocku T'i istaknimo duzine AT i BT.
Treba dokazati da je|AT| = |BT|.
Za trokute AAPT i ABPT vrijedi da je

|AP| = |PB| jer simetrala raspolavlja duzinu
|£TPA| = |£BPT| = 90°
PT im je zajednicka stranica.

Kako se ovi trokuti podudaraju u dvije odgovarajuce stranice i kutu izme-
du njih, prema poucku S-K-S sukladni su.

Iz sukladnosti AAPT = ABPT slijedi: trokuti se podudaraju i u ostalim
odgovaraju¢im elementima pa je |AT| = |BT|.

3. Poucak (K-S-K)

Dva su trokuta sukladna ako se podudaraju u jednoj stranici i dva kuta
uz nju.

Za ovaj poucak naveden je primjer kojim pokazujemo zasto je vazno da se
trokuti podudaraju u dva kuta uz odgovarajucu stranicu, a ne u bilo koja dva
kuta jer je uocena pogresna primjena bas tog poucka i kod ucenika na redov-

noj nastavi i kod natjecatelja.
F
Primjer 3: Promotrimo trokute

AABC i ADEF (na slici) za koje vrijedi:
sci=|o
|/BAC| = | ZEDF|
| Z/CBA| = |ZFED| A B D E

Tako se ta dva trokuta podudaraju u jednoj stranici i dva kuta (a time i u
tre¢em jer je zbroj veli¢ina unutarnjih kutova trokuta 180°), oni nisu sukladni.

Naime, ako trokut AABC translatiramo za vektor AD , tocka A preslika
se u to¢ku D, kut ZBAC preslika se u kut ZEDF, ali tocka B ne preslika se u
tocku E, tocka C ne preslika se u tocku F jer duzine AB i DE nisu sukladne,
kao ni duzine AC i DF.

5
No za ove trokute vrijedi: ADEF sli¢an je AABC s koeficijentom sli¢nosti —.

SiB
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r Dakle, prilikom primjene ovog poucka, vazno je
promatrati odgovarajuce kutove jer se u protivhom

¢ moze dogoditi ovakva ozbiljna pogreska koja ¢e u
daljnjem tekstu jo$ jednom biti komentirana u kon-
tekstu rjesavanja 4. zadatka s ovogodisnjeg Drzavnog

) natjecanja iz matematike za 8. razred.
D B E

4. Poucak (S-S-K)

Dva su trokuta sukladna ako se podudaraju u dvije odgovarajuce stranice
i kutu nasuprot vecoj.

Za ovaj poucak naveden je primjer kojim pokazujemo zasto je vazno da se
trokuti podudaraju u kutu nasuprot vecoj stranici jer inace trokuti ne moraju
biti sukladni.

Primjer 4: Konstruirajmo trokut AABC ako je zadano
|AB|=5 cm, |BC|=4 cm, |£BAC|=45°

Skica: c Koraci konstrukcije:

' 1. ZBAC

2. AB

3.C= Aka(B,4 cm)
4. BCi AC

Zadatak nema jedinstveno rjesenje jer
kruznica sa srediStem u tocki B radijusa

|BC | =4 cm sijece krak Ackuta ZBACu dvi-
je tocke, CiiC,a trokuti AABC, i AABC,
nisu sukladni.

A B b
Ovim primjerom pokazali smo da trokuti koji se podudaraju u dvije od-
govarajuce stranice i kutu nasuprot manjoj od njih ne moraju biti sukladni.

Ujedno, ovaj primjer pokazuje zasto je vazno u primjeni poucka S-K-S
promatrati kut izmedu odgovarajucih stranica, a ne bilo koji kut trokuta.



Promijenimo uvjete zadatka tako da je zadan kut nasuprot duljoj stranici.
Konstruirajmo trokut AABC ako je zadano |AB| = 4 cm, |BC| =5 cm,
|/BAC| = 45°.

Skica: Koraci konstrukcije:

1. ZBAC

2. AB

3.C =ACﬁk(B,5 cm)
4. BCiAC

Zadatak ima jedinstveno rjesenje jer
kruznica sa srediStem u tocki B radijusa

|BC|=SCrn sijece krak Ac kuta ZBAC u
to¢no jednoj tocki.

A B b

Rjesenje zadatka s natjecanja
Pogledajmo jedan od mogucih nacina rjeSavanja navedenog zadatka s Dr-
zavnog natjecanja u kojemu su se pojavile pogreske u primjeni poucka K-S-K.
Oznadimo poloviste duzine NM sa S, a nozi$ta okomica iz S na stranice
KA i KBsQiPredom.
Oznac¢imo duljine duzina ABi C_D, |AB| =ai |CD| =b.

A B

Kako je AB||CD, cetverokut ABCD je trapez, a kako je pravac NM jedna-

ko udaljen od ABi DC, duzina NM srednjica je tog trapeza. Njegova visina
iznosi 8 cm, a povrsina 80 cm?, pa vrijedi:
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+
“Tb-szso = a+b=20 cm.

Stoga je duljina srednjice trapeza ABCD jednaka 10 cm, tj.
|NM|=10 cm = |NS|=|SM|=5cm.

Kako su trokuti ANSQ i ASMP pravokutni, primjenom Pitagorina pouc-
ka odredimo duljine nepoznatih kateta tih trokuta.

|NS|=5 cm, SQ|=4 cm :>|NQ|=3 cm i
|SM| =5cm, |SP| =3 cm :>|MP| =4 cm.

Nacrtajmo okomice iz D i C na stranicu AB i ozna¢imo nozista okomica
E i Fredom. Duzine ED i FC okomite su i na duzinu NM pa sjecista ozna-

¢imo G i H redom. D
K
D C
Q P 4cm
N = U N G
G| H|S Q
4cm
0O 0
A E F B
N S

ANGD = ANSQ prema poucku K-S-K, jer se podudaraju u jednoj stranici i
dva kuta uz nju:
|ZDGN]| = |£ZNQS| = 90°
|GD|=|SQ|=4 cm
| ZGDN| = |£QSN| = 90° - | ZSNQ|, jer su trokuti pravokutni i imaju zajednicki
kut ZSNQ.
Iz te sukladnosti dobijemo |ND| = |NS| =5cmi |NG| = |NQ| =3 cm.

Analogno zakljucivanje ne moze se primijeniti na trokute AHMC i ASMP
jer ta dva trokuta nisu sukladna nego sli¢na. Upravo u ovom dijelu zadatka uo-
¢ena je pogreska u primjeni poucka K-S-K.

C
K
D C
4cm
Q P
N D M H M
G| H|S P
4cm
[} 1
A E F B S M

10



Naime, s obzirom na to da oba trokuta imaju po jednu stranicu duljine 4
cm, oba su pravokutna i imaju zajednicki kut ZCMH, ucenici su primijenili
poucak K-S-K ne razmisljajuci o tome koje su odgovarajuce stranice tih tro-
kuta.

No,odgovarajucesustranice HCiSP ,akakoje |HC| =4 cm,a |SP| =3 cm,
ovi trokuti nisu sukladni.

D
Za te trokute vrijedi:
AHMC ~ ASMP prema poucku K-K jer su im b
dva odgovarajuca kuta sukladna:
|/MHC| = | ZMPS| = 90°
ZCMH zajednicki im je kut. .
A E N G

Iz te sli¢nosti dobijemo
[HCY: 5P| =[pi[: [MP] = 4:3=|Fin]s4 = [piv] == em.

Sad odredimo duljine duzina AE i FB.

AAED ~ ANGD prema poucku K-K jer su im dva odgovarajuca kuta sukladna:
|£/DEA| = |ZDGN| = 90°

|ZEAD| = |ZGND]| jer su to kutovi uz presje¢nicu AK paralela AB i NM.

Iz te sli¢nosti dobijemo

|AE|:|NG|=|ED|:|GD| =|AE|:3=8:4 =|AE|=6 cm.

C

AFBC ~ AHMC prema poucku K-K jer su im dva odgovarajuca kuta sukladna:
|/BFC| = | LMHC| = 90°
|ZFBC| = | ZHMC] jer su to kutovi uz presje¢nicu BK paralela AB i NM.
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Iz te sli¢nosti dobijemo

|FB|:|HM|=|FC|:|HC| = |FB|: ? =8:4 = |FB| =§ cm.
Sada je
|ABF4AH+MFHP%|:>a:6+b+%§:3a—b=%?,aa+b=2Qp@eud&
bivenog sustava

|AB|=a=§ cm, a |DC|=b=§ cm.

Konacno:

Oznacimo s x duljinu visine trokuta ADCK. Onda je 8 + x duljina visine tro-
kuta AABK.

AABK ~ ADCK prema poucku K-K jer su im dva odgovarajuca kuta sukladna:
| Z/BAK| = | ZCDK] jer su to kutovi uz presje¢nicu AK paralela AB i DC.
|/KBA

= |£ZKCD]| jer su to kutovi uz presje¢nicu BK paralela AB i CD.

Iz te sli¢nosti dobijemo:

55 5 4
|AB|:|DC| = |TK|:|RK]| :>?:§=(8+x):x =x=_cm
A y . 55
?\.C Dakle, duljina osnovice AABK je 5 cm, adu-
4 44
ljina je pripadne visine 8+x =8+E=— cm,

pa mu je povrdina

155 44 242
= —=——ocm".

AABK

T B _235 3

Ovo je samo jedan primjer koji ilustrira vaznost zapisivanja i provjere
uvjeta prilikom primjene poucaka jer cesto se dogodi da ucenici ne navode
elemente na osnovi kojih se dokazuje sukladnost ili sli¢cnost trokuta pa tako
zakljucuju posve pogresne tvrdnje.
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