v CETIRI RJESENJA NEJEDNAKOSTI ZA PRAVOKUTNI TROKUT
Dragoljub Milosevi¢, Gornji Milanovac

Posebnu pozornost zavrjeduju zadatci ¢ijem se rjeSavanju moze pristu-
piti s razlicitih pozicija. Usporedivanjem rjesenja uo¢avamo koje je od
njih krace, efektnije, elegantnije. Time se stjece i izgraduje vjestina u rjesavanju
zadataka.
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Neka je ABC pravokutni trokut, s pravim kutom pri vrhu C. Za duljinu
h_5
hipotenuze c i duljinu visine na hipotenuzu h vrijedi nejednakost LS >
c

Ovdje ¢emo dati cetiri dokaza te nejednakosti.

Dokaz 1. Nacrtat éemo pravokutni trokut ABC s katetama duljina |BC| = a,
|AC| = b te hipotenuzom duljine |AB| = c. Iz vrha C pravoga kuta nacrtat
¢emo visinu CH duljine |CH| = h i teZi$nicu CO . U pravokutnom trokutu
poloviste hipotenuze (toka O) srediste je trokutu opisane kruznice, pa vrijedi

[col=|40]=[Bo| =" (slika 1.

Trokut COH je pravokutan, pa je |CO| > |CH]| ili §>h, ti. ¢ > 2h. U

slucaju da se to¢ke H i O poklapaju, tj. ako je trokut ABC i jednakokracan
(a = b), vrijedi jednakost ¢ = 2h. Zaklju¢ujemo da u danom trokutu vrijedi
nejednakost:

Slika 1.

Zbog c 2 2h je %Zh ,paje c—2h2>0 i c—g > 0. Mnozenjem posljednjih

dviju nejednakosti dobivamo daje (c— 2h)(c —g) >0, odakleje ¢* +h* > gch :

c+n 5
ch 2

ili %+ﬁ > g . Jednakost vrijedi samo ako je ¢ = 2h, tj. samo ako je trokut ABC
¢

jednakokracan i pravokutan (a = b).
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Dijeljenjem lijeve i desne strane ove nejednakosti s ch dobivamo




Dokaz 2. 1z 2h < c slijedi h < ¢ - h, alii c < 2 (¢ - h). Poslije mnozenja
posljednje dvije nejednakosti dobivamo ch < 2 (¢ - h)%. Odatle slijedi ch < 2¢*-
— 4ch + 2h?, odnosno 5ch < 2(c* + h?). Dijeljenjem s 2ch kona¢no dobivamo
trazenu nejednakost.

Dokaz 3. 1z ¢ > 2h slijedi ¢ - 2h > 0, pa je(c — 2h)* > 0. Dalje je ¢* - 4ch +
+ 4h* > 0, $to mozemo zapisati u obliku ¢* +h* > 4ch—3h* = 4ch+3h-(-h).

Kako iz ¢ > 2h slijedi —h > —g, dobivamo
2 2 c 3 .2 P
c+h" 2 4ch+3h-[——j =4ch——ch,tj.c+h" >2=ch.
2 2 2
Odatle lako dobivamo Zzeljenu nejednakost.

Dokaz 4. Na temelju nejednakosti izmedu aritmeticke i geometrijske sre-
dine za dvije pozitivne veli¢ine je

o2y e 2
2h ¢ 2h ¢

2h
pri ¢emu jednakost vrijedi samo ako je -2 , tj. samo ako je ¢ = 2h. Nada-
lje, imamo 2 ¢

£+£22_E+i’
c ¢ 2h
pa zbog ¢ > 2h vrijedi
GO )
h ¢ 2 2

Zadatak za vjezbu

Dokazite na najmanje Cetiri razli¢ita nacina sljede¢u nejednakost za pra-
vokutni trokut:

a+b£c\/5,

gdje su a i b duljine kateta i ¢ duljina hipotenuze toga trokuta.

Ja sam rijesio
drugadije!
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Ovo je moj
nacin
rieSavnja!



