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Kako gradimo matematicki
pojam — pri¢a o kutu

MATIA BAS1¢!, ANjA SENJUK?

Uvod

Kut i njegova mjera temeljni su pojmovi u geometriji. U ovom ¢lanku detaljnije
analiziramo njihovo uvodenje u udzbenicima za razlicite uzraste jer smo i povr$nim
pristupom primijetili da se definiraju na vrlo razli¢ite nacine. Moguce je da se time
dovodi ucenike u situacije u kojima nisu sigurni razumiju li pojam dobro i $to se od
njih ocekuje.

U nastavi matematike ucenici se prvi put s pojmom kuta susre¢u u ¢etvrtom ra-
zredu osnovne $kole. Uéenicima na toj razini nije moguce ponuditi cjelovitu i strogu
definiciju pa se pojam kuta nadograduje i razvija prema uzrastu ucenika svih ostalih
razreda osnovne i srednje $kole. Osjetljivost pojma vidimo ve¢ iz nekoliko skolskih
definicija gdje se kut defnira kao .trag koji ostavlja polupravac u vrtnji” ili kao .dva
kraka sa zajednickim vrhom” odnosno «dio ravnine odredene s dva polupravca sa za-
jedni¢kim vrhom”. U srednjoj $koli uz mjeru kuta u stupnjevima uvodimo i radijane
pa se, osim poteskoca u geometriji, javlja i poteskoca u razlikovanju mjere kuta i re-
alnog broja kao argumenta trigonometrijskih funkcija. U ovoj diskusiji o kutu anali-
zirat ¢emo razlicite nacine uvodenja i definiranja pojma, sliku koju ucenici postupno
izgraduju, te posljedice koje ti na¢ini imaju na u¢eni¢ko razumijevanje toga pojma.

Definicije kuta i u€eni¢ke konceptualne poteskocée

U skolskim i sveuciliSnim udZbenicima, kao i u raznim stru¢nim ¢lancima, mo-
zemo vidjeti vrlo razlicite definicije kuta i nacine prikazivanja kutova. U ovoj cjelini
neke ¢emo od njih detaljno analizirati i diskutirati ucenicke poteskoce koje se mogu
javiti kao posljedica nedostataka tih prikaza.

Geneti¢ka definicija

U nizim razredima osnovne $kole ¢esto vidimo definicije u kojima se geome-
trijski objekt opisuje kroz proces kojim nastaje (genezu). Takve definicije nazivamo
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genetickima. Na primjer, kruznicu mozemo definirati kao trag Sestara. Pritom je vazno

naglasiti da moraju biti zadovoljena neka pravila: §iljak $estara ne mic¢emo, olovka

$estara napravi puni krug, ne mijenjamo razmak izmedu olovke i $iljka. Pazljivim pro-

matranjem mozemo uociti da se zapravo u pravilima krije precizna definicija kruznice

kao skupa svih tocaka («olovka ¢ini puni krug”) koje su od zadane fiksne tocke (.Siljak
v P\ . . .. . . “ vete »

ne mi¢emo”) jednako udaljene (.ne mijenjamo razmak izmedu olovke i §iljka”).

Takoder mozemo uociti geneticke definicije koje se pojavljuju pri prvom susretu
ucenika s pojmom kuta, u udzbenicima za cetvrti razred osnovne skole:

o Nekasuaib polupravci sa zajednickom pocetnom tockom V. Mozemo zamisliti
da polupravac a pri vrtnji ostavlja tragove sve dok se ne poklopi s polupravcem
b. Svi ti tragovi ¢ine dio ravnine koji se zove kut. Oznaka: (a, b). [1]

« Rotacijom oko svoje pocetne tocke zraka opisuje lik koji zovemo kutom, a bilo
koja njezina tocka, osim pocetne, pritom opisuje lik koji zovemo luk. [2]

Ucenicima nizih razreda vaznu ulogu igraju geste i pokreti prilikom usvajanja
pojma kut, no ovakav nacin definiranja moze dovesti do poteskoca u shvac¢anju poj-
mova kod ucenika tijekom daljnjeg $kolovanja. Geneticka definicija nosi dinami¢ni
aspekt jer se odnosi na rotaciju, tj. nacin nastajanja kuta. Na prijelazu iz cetvrtog u
peti razred ucenici se suocavaju s problemom poimanja razlike izmedu dinamicne
i staticne definicije pojma kuta. Naime, u petom razredu ucenici kut definiraju na
manje zoran nacin, koriste¢i definiciju unutar euklidskog pristupa geometriji. Pro-
blem je vidljiv ve¢ iz prethodno navedenih definicija. U prvoj se definiciji kut koji je
zapravo (stati¢ni objekt” opisuje pomocu vrtnje. U drugoj se umjesto pojma vrtnja
koristi rije¢ rotacija s kojom ucenici na ovoj razini naj¢eS¢e nisu upoznati. Kako se
dinamic¢ne definicije pojma kut nalaze u sukobu sa staticnim definicijama, nije mo-
guce naci njihovo objedinjenje pa se ne preporuca koristenje genetickih definicija u
nastavi. Nepreciznost prve definicije dodatno je naglasena zahtjevom da definicija ne
smije ovisiti o tome Sto pojedinac zamislja, ve¢ bi trebala biti univerzalna.

Kut kao dva kraka

U osnovnoskolskim udzbenicima cesto nailazimo i na definicije u kojima se kut
identificira s njegovim krakovima:

o  Kutje ureden par (p, q) dviju zraka koje imaju isti pocetak V. Oznacavamo ga s
ZpVq. Tocku V nazivamo vrh, zraku p nazivamo prvi krak (ili pocetni krak), a
zraku q drugi krak (ili zavr$ni krak) kuta ZpVg. [3]

«  Kut je figura koja se sastoji od dva polupravca koji imaju zajednicki vrh. [2]

Ako definiramo kut kao uredeni par dvaju krakova, onda mozemo promatrati
orijentirane i neorijentirane kutove. Laicki receno, orijentirani kutovi su kutovi kod
kojih je odredeno koji je krak prvi, a koji drugi. Iako u¢enicima na osnovnoskolskoj
razini nisu potrebni orijentirani kutovi, oni ipak ulaze u sadrzaj nastave. To moze biti
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prednost jer ¢e tako ucenici do srednje $kole, kad ¢e se susresti s preciznijom definici-
jom orijentiranih kutova, ve¢ stvoriti odredenu sliku o navedenom pojmu. No, moze
biti i nedostatak jer uvodenje toga pojma u osnovnoj $koli nije ni¢im motivirano, tj.
ucenici ne uvidaju potrebu odredivanja koji krak je prvi, a koji drugi. Takoder, time
se doprinosi razvoju prethodno navedenih poteskoca koje proizlaze iz dinami¢nog
pogleda na kut. Ono $to predstavlja nedostatak druge definicije je upotreba pojma
figura, koji u matematici nije dobro definiran i njegova upotreba nije uobicajena, pa
samim time ni ova definicija nije standardna.

Kao primjer formalne matematike promotrit ¢emo definiciju koja se cesto pojav-
ljuje u akademskoj literaturi (matematickim knjigama, sveucilisnim udzbenicima), a
koja je dio Hilbertove aksiomatike geometrije:

o Neka je a proizvoljna ravnina i neka su /i k dva razlicita polupravca u toj ravnini
koji imaju zajednicki pocetak O i ne pripadaju istome pravcu. Par $to ga tvore ta
dva polupravca nazivamo kut i predstavljamo ga simbolom Z(h, k) ili Z(k, h). [4]

Unato¢ njezinoj pojavi u visokoskolskom obrazovanju, smatramo da upotreba
ovakvih vrsta definicija gdje se kut definira kao dva kraka nije najbolje rjesenje u
nastavi matematike. Prikladnije ga je definirati kao dio ravnine, no i prilikom takvog
nacina definiranja postoji moguénost pojave konceptualnih poteskoca kod ucenika.

Kut kao dio ravnine
Sljedece definicije takoder nalazimo u udzbenicima i metodickim radovima:

o NekasuABiAC dvadana pravca. Promatrajmo po jednu poluravninu $to ih odre-
duju ti pravci. Presjek poluravnina je kut i oznacujemo ga s ZBACili ZCAB [1]

o  Dioravnine omeden dvama polupravcima koji imaju zajednicku pocetnu tocku nazi-
va se kut. Zajednicka pocetna tocka naziva se vrh kuta, a polupravci krakovi kuta. [5]

« Dvapolupravca x, y s istom rubnom tockom O dijele ravninu na dva dijela. Svaki
se dio zove kut. Kut je trojka (x, y, r) koju ¢ine dva polupravca sa zajednickom
rubnom tockom i jedan od dva dijela ravnine koju odreduju ti polupravci. [2]

Oznake navedene u prvoj definiciji vra¢aju nas na pri¢u o orijentiranim kuto-
vima koja ucenicima moze djelovati nemotivirano ili nelogi¢no. Teoretski mozemo
prihvatiti da je uz ovakve definicije ispruzeni kut isto $to i poluravnina, stoga nema
vrh. Preciznije receno, svaka tocka pravca moze predstavljati vrh toga kuta. Sli¢ne
poteskoce javljaju se i kod punog kuta. Tada je puni kut ¢itava ravnina pa svaka tocka
ravnine moze biti vrh punog kuta. No, ako pokusavamo rijesiti sve nedostatke u defi-
nicijama, pojavit ¢e se definicije koje su predugacke i nezgrapne, a za ve¢inu ucenika
preapstraktne i neprirodne. Ukoliko definiramo kut kao dio ravnine, javljaju se dva
takva dijela ravnine te pritom u definicijama nije precizirano na koji se dio definicija
odnosi, sto dovodi do problema kod ucenika prilikom susreta s vrstama kutova. Na-
ime, ucenici zbog navedenih nepreciznosti u definicijama izbocene kutove ne doziv-
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ljavaju kao jednu od vrsta kutova jer smatraju da oni nisu dopusteni. U udzbenicima
su stoga uz definiciju nerijetko dani primjeri i diskusije koje prate ovaj problem i kod
ucenika odmah razvijaju cjelovitiju sliku o pojmu kuta.

Grafi¢ko prikazivanje kuta

Poteskoce navedene u prethodnim ulomcima ukazuju nam na to da bi bilo do-
bro ucenicima, uz definiciju, ponuditi i graficki prikaz definiranog pojma. Medu-
tim, i u ovom segmentu postoje brojne poteskoce koje se mogu pojaviti pa je na
njih potrebno obratiti pozornost. Moze se dogoditi da ucenici prilikom promatranja
kuta kao staticnog objekta” stvore pogresnu sliku o pojmu kuta te povezu veli¢inu
kuta s duljinom prikazanih dijelova krakova na papiru. Ova situacija povezana je s
nasim vidnim poljem. Kut se u .stvarnom” prostoru pojavljuje izmedu dva beskonac-
na smjera koja na papiru oznacavamo dvama polupravcima koji su tada nasem oku
ograniceni podruc¢jem papira. Tako slika 1 prikazuje situaciju u kojoj ve¢ina ucenika
smatra da je kut oznacen slovom B ve¢i, dok slika 2 prikazuje situaciju u kojoj ucenici
povezuju veli¢inu kuta s veli¢inom kruznog luka koji koristimo kako bismo oznacili
kut, pa takoder pogresno zakljuce da je kut B ve¢i.

L LA

Slika 1. Problem kuta i duljine krakova  Slika 2. Problem kuta i velicine kruznog luka

Takoder, zbog nacina oznacavanja kuta malim kruznim lukom, mnogi ucenici
misle da je kut samo taj mali oznaceni dio, a ne ¢itav dio ravnine izmedu dva po-
lupravca. Sto se grafickog prikazivanja kuta ti¢e, problem stvara i prepoznavanje kuta
u razli¢itim polozajima, npr. prepoznavanje pravog kuta ako mu kraci nisu usporedni
s rubovima papira. Ova situacija prikazana je na slici 3, gdje ¢e ve¢ina ucenika odgo-
voriti da je pravi kut samo onaj iznad slova A.

RV

C

Slika 3. Problem prepoznavanja pravog kuta

Kut kao klasa ekvivalencije

U osnovnom sveucilisSnom udzbeniku u Hrvatskoj, Elementarna matematika 1,
Pavkovi¢ i Veljan kut definiraju na znatno kompliciraniji nacin za koji mozda na prvi
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pogled nije jasna motivacija. U toj definiciji posebno je karakteristicno koristenje
klasa ekvivalencije:

o Uredenom paru (Ox, Oy) polupravaca sa zajednickim vrhom, koji ne leze na
istom pravcu, pridruzimo pripadni otvoreni kutni isjecak dobiven kao presjek
poluravnine Px koja sadrzi Oy omedene pravcem Ox i poluravnine Py koja sa-
drzi Ox omedene pravcem Oy. Zatvoreni kutni isjecak dobiva se kao presjek za-
tvorenih poluravnina (zatvorena poluravnina je unija poluravnine s pripradnim
grani¢nim pravcem). Dva para (Ox, Oy) i (O'x',O' y') polupravaca nazivaju
se kongruentnima (a katkada i jednakima), ako postoji izometrija f ravnine M
takva daje f(Ox)=0'x"1i f(Oy) =0'"y'". Lako se vidi da je ova kongruencija
relacija ekvivalencije, pa se pripadne klase ekvivalencije zovu neorijentirani ku-
tovi. Klasa koja sadrzi par (Ox, Oy) oznacava se sa ZxOy. [6]

Na sli¢nu definiciju nailazimo u ¢lanku Z. Kurnika, Terminoloski problemi u na-
stavi matematike:

o Neka je S skup svih polupravaca ravnine s vchom O. U skupu S x S definira se
relacija = : uredeni par (x,, y,) je u relaciji = s uredenim parom (y,, y,) ako postoji
rotacija f koja polupravac x, preslikava na x, i y, na y,. Relacija ~ je relacija ekvi-
valencije. Klasa svih ekvivalentnih uredenih parova polupravaca naziva se kut s
vrhom u tocki O. Oznaka: Zx Ox, (predstavnik kuta). 1]

Pavkovic¢ i Veljan odabiru ovaj nacin definiranja kuta kako bi se napravila pripre-
ma za uvodenje mjere kuta. Mjeru neorijentiranih kutova definiraju kao strogo rastu¢u
funkciju koja svim sukladnim dijelovima ravnine pridruzuje isti broj (mjeru). Dakle,
ovakvom definicijom postiZe se zapravo da se termin kut” moze ravnopravno koristi-
ti kao broj koji predstavlja veli¢inu dijela ravnine. Zelimo li biti matematicki precizni,
dolazi do pojave nejasnoca. Oznacava li to povrsinu ravnine izmedu dva kraka? Odnosi
li se to na duljinu luka kojim oznac¢avamo kut? Kako mjerimo tu duljinu? Ravnalom?
Upravo kako bismo izbjegli pojavu ovakvih nejasnoca, definiramo kut kao klasu ekvi-
valencija. Naime, ono $to mi Zelimo, zbog uvodenja mjere kuta, jest naci funkciju koja
dijelovima ravnine pridruzuje broj — mjeru kuta. Jedini nacin za pridruzivanje broja
dijelovima ravnine je koritenje klasa ekvivalencija. Neobi¢no u prethodnom primjeru
jest da autori nazivaju kutnim isjeckom ono $to mi nazivamo kutom, dok kut nazivaju
klasom ekvivalencija. Autori razlikuju nul kut koji oznacavaju s 0 i ne-nul kut tj. ispruze-
ni kut. Klase ekvivalencija, tj. kutove dobivaju na nacin da dijele ispruzeni kut na manje
dijelove. Uz tako odabranu terminologiju intuitivno bismo Zeljeli re¢i da su kongruen-
tni, tj. sukladni kutovi oni koji imaju istu mjeru. Kompleksnost ove definicije ne odra-
zava kompleksnost pojma kuta kao dijela ravnine, ve¢ problem kako definirati mjeru
kuta, a da definicija ne bude cirkularna. Ovom definicijom zadovoljili smo sva svojstva
koja mora zadovoljavati mjera kuta: normiranost, monotonost i aditivnost. No, ovakva
je definicija ipak prekomplicirana za upotrebu u $kolskoj matematici pa pribjegavamo
definiciji radijana kao mjere kuta odredenog dvama polumjerima kruznice, pri ¢emu je
duljina kruznog luka odredena tim polumjera jednaka kao i duljina tih polumjera.
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Poteskocée vezane uz mjeru kuta

Jedna od poteskoca vezanih uz mjeru kuta je shvacanje i crtanje kuta veceg od
360°. Velik ¢e broj ucenika odgovoriti da je nemoguce nacrtati kut od 450°, dok ¢e
neki objasniti kako .je to isto kao i kut od 90° zato jer ¢e$, nakon $to napravi$ puni
krug i krenes ispocetka, zavrsiti u 90°”. Pri mjerenju uc¢enicima takoder treba usmje-
riti pozornost na pravilno koristenje kutomjera. Velik broj ucenika nepravilno na-
mjesta kutomjer prilikom mjerenja veli¢ine zadanog kuta, tj. treba im pojasniti kako
ispravno poravnati srediste i nultu liniju kutomjera. Drugi problem vezan uz upo-
rabu kutomjera je ocitavanje broja stupnjeva s pogresne strane kutomjera. Prilikom
rjeSavanja ovih problema trebali bismo ucenike navoditi da interpretiraju svoje rezul-
tate mjerenja, tj. da je za $iljaste kutove to¢na vrijednost manja, a za tupe veca od 90°.
Ponekad ucenike ohrabrujemo da po¢nu od nule (na kraku) i «penju se po skali’, ali
ovakvo koristenje kutomjera ponovno naglasava ideju kuta kao rotacije.

Slika i definicija pojma

Kroz razlicite definicije kuta mozemo vidjeti da se pojam kuta postupno gradi,
pri ¢emu se, s povecanjem preciznosti i formalizma, u¢enike polako poucava isprav-
ljanju konceptualnih poteskoc¢a. Nacin funkcioniranja ljudskog mozga ¢esto je u su-
kobu s matematickom logikom, a precizno koristenje matematickog jezika oduvijek
je stvaralo probleme u nastavi matematike. Mnoge poteskoce posebno se pojavljuju
u vezi koristenja definicija pojmova. Pri usvajanju novih pojmova ucenici kreiraju
vlastite predodzbe i zakljucke koji se cesto sukobljavaju sa strukturom matematike
«profesionalnih matematicara”. To stvara kognitivni konflikt koji je u¢enicima tesko
premostiti bez pomod¢i nastavnika.

Kad govorimo o izgradnji nekog pojma pozeljno je razlikovati sliku i definiciju
pojma, kao $to ih uvode Vinner i Tall [7]. Sliku pojma ¢ine svi primjeri, asocijacije,
rezultati i ideje vezane uz taj pojam sadrzane u nasem umu. S druge strane, definicija
pojma skup je rijeci koje koristimo kako bismo odredili znacenje toga pojma. Defini-
cija pojma moze biti formalna, tj. prihvacena od matematicke zajednice, a moze biti
i osobna, tj. skup rijeci koje osoba koristi za vlastito tumacenje stvorene slike pojma.
Pritom moramo voditi ra¢una o tome da se osobna i formalna definicija ne nadu
u sukobu, tj. da se kod stvaranja osobne definicije ne narusi znanstveni aspekt ma-
tematike. Stoga je znacajna uloga nastavnika u usmjeravanju procesa konstruiranja
definicija. U¢enicima nije dovoljno dati samo definiciju nekog matematickog pojma,
potrebno je izgraditi ¢itavu sliku pojma kroz razne primjere, pocevsi od onih iz sva-
kodnevnog zivota pa do onih matematickih. Ako ucenici u nizim razredima osnovne
$kole pravilno i ¢vrsto izgrade sliku pojma, kasnije ¢e se, prilikom uvodenja definicija
pojmova u nastavu matematike, javljati manje poteskoca. Poteskoce se mogu javiti
ako se tijekom procesa formiranja novih pojmova previse stavlja naglasak samo na
sliku pojma. Time se ucenike previse potice da se oslanjaju na intuiciju i zbog toga
mogu zanemarivati preciznost koju matematika zahtijeva. S druge strane, ako previse
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naglasavamo formalne definicije, ucenici nece usvojiti pojmove s razumijevanjem i
nece biti u stanju povezati novi pojam s prethodno usvojenim pojmovima. Stoga u
procesu formiranja novih pojmova nastojimo naci ravnotezu izmedu pobudivanja
ucenikove intuicije i preciznosti u koristenju matematickog jezika.

Koju definiciju odabrati?

Nakon mnogo razlic¢itih primjera definicija kuta namece se pitanje koju definiciju
odabrati. Iako ¢e u odabiru definicije znacajnu ulogu odigrati stav i sklonost nastavni-
ka, istaknimo nekoliko stvari koje je potrebno uzeti u obzir prilikom odabira definicije.
Prva od njih je stru¢nost definicije jer gotovo svaka ima svoje dobre i lose strane. Zatim
je tu pedagosko-didakticka strana jer definicija mora biti prilagodena dobi i razini uce-
nika. Pri tom je jasno da definicija ni na jednoj razini, ma koliko pojednostavljena bila,
ne smije biti pogre$na i ne bi trebala davati neto¢nu predodzbu o pojmu koji definiramo.
Moze biti samo nepotpuna i nedovoljno precizna [2]. Na kraju, mozemo zakljuciti kako
upotreba definicije kuta kao dijela ravnine stvara najmanje poteskoc¢a kod ucenika.

Uloga nastavnika vrlo je vazna kako bi ucenici tijekom $kolovanja mogli napre-
dovati u svojoj konceptualizaciji pojma kuta, a nastavni ¢e proces te¢i puno lakse ako
je nastavnik osvijeSten o mogu¢im potesko¢ama koje uzrokuju razliciti nac¢ini uvo-
denja i definiranja novih pojmova. Jedan od nacina na koje nastavnik moze pomoci
uceniku u izgradnji ispravne slike nekog pojma i preciznom matemati¢kom izraza-
vanju je pravovremeno naglasavanje razlika izmedu pojmova koji u¢enicima stvaraju
poteskoce. S druge strane, mozemo uociti da se nastavnik nekad u inzistiranju na pre-
ciznom izrazavanju moze naci u drugom ekstremu pa tada ucenik prihvac¢a da mora
paziti na terminologiju jer tako trazi nastavnik umjesto da mu razlikovanje koncepata
bude prirodno. Razlog vise je to $to se u udzbenicima nalazi ogranicen broj definicija i
objasnjenja o pojmovima, a vrlo su rijetko navedene poteskoce koje se mogu javiti kod
ucenika. Kao pomo¢ u prevladavanju tih poteskoca ucenicima je potrebno postavljati
pitanja koja uzrokuju kognitivni konflikt. Tada su ucenici prisiljeni promisliti o osob-
nim definicijama i konceptima i preispitati ih kako bi razrijesili konflikt.
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