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Jedna naizgled jednostavna,
ali vrlo korisna nejednakost

SEFKET ARSLANAGIC!, DANIELA ZUBOVIE?

U ovom ¢emo ¢lanku dokazati jednu algebarsku nejednakost koja glasi:

X’ +y +2" = xy+ yz+azx, (1)
za x, ¥, z € R. Na prvi pogled ova nejednakost izgleda dosta jednostavno i reklo bi se
da nema nekog posebnog znacaja. No, uskoro ¢emo se uvjeriti da je vrlo znacajna i
korisna kod dokazivanja raznih tezih algebarskih i geometrijskih nejednakosti.

Sada ¢emo dati dokaz ove nejednakosti.

Dokaz: Po¢i ¢emo od ocigledne nejednakosti

(x=y) =0,
§to je ekvivalentno
x*+yP=2xy . (2)
Analogno dobivamo jos$ dvije nejednakosti:
Y +2°=2yz (3)
i
Z+x’=2xz . (4)

Nakon zbrajanja nejednakosti (2), (3) i (4) dobivamo sljede¢u nejednakost:
Z(x2 + +zz)2 2(xy+yz+zx),
a odavde, nakon dijeljenja nejednakosti s 2, slijedi da je
x° +y2 +20 = xy+yz+zx,

§to je trebalo dokazati.

Nejednakost (1) je o¢igledno ekvivalentna nejednakosti

%[(x—y)z +(y—z)2+(z—x)2]20.
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JEDNA NAIZGLED JEDNOSTAVNA...

Vrijedi jednakost u (1) ako i samo akojex =y =z.

Napomena 1. Ponekad se u matematickoj literaturi uzima nejednakost (1) uz
uvjet x, y, z > 0. Medutim, taj uvjet nije nuzan jer se lako vidi da ona vrijedi i kada su
jedan ili dva ili sva tri od brojeva x, y, z negativni.

Sada ¢emo dati nekoliko primjera nejednakosti koje se mogu dokazati pomocu
nejednakosti (1).

Primjer 1. Neka su x, y, z realni pozitivni brojevi za koje vrijedi jednakost
x+y+z=1.Dokazat ¢emo da vijedi nejednakost

1
Xyt+yzta s (5)

Rjesenje: Koristit cemo dobro poznati identitet:

(x+y+z)2 =x" 4y’ +2° +2xy+2yz+2zx.

Odavde zbog (1) i danog uvjeta x + y + z = 1 slijedi da je
P=x*+y*+22 +2xy+2yz+2xz2 = xy + yz+2x + 2xy +2yz +22x, tj.
3(xy+yz+zx)$1 ,
odnosno )
xy+yz+zxs§,

$to je trebalo dokazati.

Vrijedi jednakost u (5) ako i samo akoje x=y=z=

3
Primjer 2. Dokazat ¢emo da vrijedi nejednakost

2+b2 b2+ 2 2+ 2
a + 26 LT S Jab+~be +ea, (6)
a+b b+c c+a

gdje su a,b,c>0.

Rjesenje: Pokazat cemo da vrijedi sljedec¢a nejednakost:

a+b> _a+b
2 (7)
a+b 2
Nejednakost (7) ekvivalentna je
2(a? +0%) = (a+b)’,

$to je dalje ekvivalentno sljede¢em nizu nejednakosti:
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2(a® +0*) 2 (a+b)
2a* +2b* = a® +2ab +b*
a*=2ab+b* =0

(a—b)2 =0.

Bududi da posljednja nejednakost ocito vrijedi, to znaci da je i nejednakost (7) to¢na.

Analogno imamo jos$ dvije nejednakosti:

b+ b+c
> (8)
b+c 2
i
c*+a> _ c+a
>—. 9)
cta 2
Nakon zbrajanja nejednakosti (7), (8) i (9) dobivamo sljede¢u nejednakost:
a’+b* b+ F+at a+b b+c c+a
+ - > :
a+b b+c c+a 2 2 2
Y- a+b* b+ C+a
>a+b+c. (10)

a+b b+c c+a

Na osnovi nejednakosti (1) imamo sljede¢u nejednakost:

a+b+c=(\/;)2 +(\/5)2 +(\/Z)2 >JaJo+bNe+-ca,
a+b+c=~Jab++bc ++/ca . (11)

Sada iz nejednakosti (10) i (11) slijedi nejednakost (6).

Jednakost u (6) vrijedi ako i samo akojea=b=c.

odnosno

Primjer 3. Dokazat ¢emo da za x,y,z>0 vrijedi nejednakost
2 2 2

DA O IS 1)
y oz x oz x y

Rjesenje: Na osnovi nejednakosti (1) imamo da je

oy 72 x\ yW (2 xy yz zx
=2 42| H 2] 2SS S,
y oz x y z X yz zx XY
a odavde je s .,
x ¥y oz _x y z
S P TN
Y2 Xz ox

§to je i trebalo dokazati.
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Vrijedi jednakost u (12) ako i samo ako je
X _y_ z

y z «x
§to je ekvivalentno

2 2 2
Xz=y'x=2z"y.

2 4

b )

Dakle, jednakost vrijedi ako je z=-— i z* =xy, tj. ako je =5 =xy (=2*), odnosno
X X

akoje y’ =x’. Odatle slijedi da jednakost vrijedi ako i samo ako je x = y = z.

Primjer 4. Dokazat ¢emo da vrijedi nejednakost

4
ab+bc+ca$§sz, (13)
gdje su a, b, ¢ duljine stranica trokuta AABC, a s njegov poluopseg.

a+b+c

Rjesenje: Kako je s= , slijedi da je nejednakost (13) ekvivalentna s nejed-

nakos$éu 2

3(ab+bc+ca)s4-(a+s+c

§to je dalje ekvivalentno

3(ab+bc+ca)S(a+b+c)2
a? +b* +c +2ab+2bc+2ca=3(ab+bc+ca)

a* +b*+c2 =ab+bc+ca.

Dakle, nejednakost (13) ekvivalentna je nejednakosti (1).

Vrijedi jednakost u (13) ako i samo ako je a = b = ¢, tj. ako je u pitanju jednakostra-
ni¢ni trokut.

Primjer 5. Dokazat ¢emo da vrijedi nejednakost
a’+b>+¢ =3abe, (14)
gdje su a, b, ¢ pozitivni realni brojevi.
Rjesenje: Koristit cemo poznati identitet
a’+b’+c —3abc= (a+b+c)(a2 +b” +c’ —ab—bc—ca). (15)
Iz nejednakosti (1) imamo da je
a’+b’+c* —ab—bc—ca=0.
Kako je a+b+c >0, vrijedi nejednakost
(a+b+c)(a2+b2+cz—ab—bc—ca)20. (16)
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Sada iz (15) i (16) slijedi da je
a’+b>+c —3abc =0,
4.
a’ +b® +¢* =3abc,
$to je trebalo dokazati.

Vrijedi jednakost u (14) ako i samo akojea=b=c.

Napomena 2. Nejednakost (14) o¢igledno slijedi iz nejednakosti izmedu aritme-
ticke i geometrijske sredine za tri pozitivna broja, tj.

3 3 3
a +b’ +c
——— =>iad’v’ .

3

Primjer 6. Neka su a, b, ¢ duljine bridova, a d duljina prostorne dijagonale kva-
dra. Dokazat ¢emo da vrijedi nejednakost

gy .

Rjesenje: Za kvadar vrijede sljedece formule:

d*=a*+b*+c* i P=2(ab+bc+ca).

gdje je P oplosje kvadra.

Sada iz nejednakosti (1) dobivamo da je
a+b*+c2=ab+bc+ca,

1 1
d*==P ,tj. d=,|-P,
2 2

Vrijedi jednakost u (17) ako i samo ako je a = b = ¢, tj. ako je u pitanju kocka, tj.
d=a\3, P=6a".

§to je ekvivalentno

a §to je i trebalo dokazati.

Primjer 7. Dokazat ¢emo da vrijedi nejednakost

1 1 1
W+ +h=4P | —+—+—|, (18)
ab bc ca

gdje su a, b, c duljine stranica, h_,h,,h_duljine visina i P povrsina trokuta AABC.

Rjesenje: Imamo poznate formule za povrsinu trokuta:
ah, bh, ch

a C

=== s

2 2 2
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a odavde je

hy=—h,=—, h =—. (19)
Uzimajuc¢iu (1) daje x=h,, y="h,, z=h_, dobivamo da je

W +hl+h>=hh +hh +hh_ ,

a odavde zbog (19) slijedi

2P 2P 2P 2P 2P 2P
B Ah+h = e
a b ¢ c a

odnosno ) _
W +h +h = 4P| —+—+—
ab bc ca

>

$to je trebalo dokazati.

Vrijedi jednakost u (18) ako i samo ako je h, =h, =h_, $to je tocno ako i samo ako je
a =b = ¢, tj. ako je u pitanju jednakostranicni trokut.

Napomena 3. Uzimaju¢i poznatu formulu abc = 4RP, gdje je R radijus opisane
kruznice trokuta AABC, te a+b+c=2s, imamo da je

4P 1 1 1 _4P2.a+b+c_4P2. 2s  2sP
ab bc ca abc 4RP R

Sada iz nejednakosti (18) slijedi nejednakost

1 1 1
W +h +h = 4P| —+—+—
ab bc ca

2sP
=—.

R
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