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Aritmeti€ki nizovi pravilnih mnogokuta

BrANKA PADAVIC!

Sazetak:

U ovom ¢lanku dana je formula za izracunavanje duljine dijagonale pravilnog
mnogokuta pomocu duljine stranice pravilnog mnogokuta i aritmetickih nizova mjera
kutova koji se pojavljuju u pravilnim mnogokutima kada se iz jednog vrha mnogoku-
ta nacrtaju sve dijagonale. U prvom dijelu proveden je dokaz postojanja aritmetickih
nizova mjera kutova u pravilnim mnogokutima, slijedi primjena poucka o sinusu pri
izra¢unavanju duljina dijagonala ako je poznata duljina stranice pravilnog mnogokuta,
te prikaz primjene na konkretnim primjerima. Dobiveni rezultati mogli bi se uporabiti
za izradu aplikacija za graficki prikaz pravilnih struktura, pri ¢emu je ulazni podatak
samo broj vrhova pravilnog mnogokuta koji generira aritmeticki niz mjera kutova.

Kljucéne rijeci:, aritmeticki niz, dijagonala, n-terokut, pravilni mnogokut, poucak
0 sinusu

Uvod

Ideja za ovaj rad nastala je kao svojevrstan nastavak ¢lanka Dijagonale pravilnih
mnogokuta, objavljenog u ¢asopisu Poucak br. 78, lipanj, 2019. Prouc¢avanjem raznih
pravilnih mnogokuta, crtanjem svih dijagonala iz jednog vrha, u nastalim trokutima
uoceni su aritmeticki nizovi mjera kutova, koji uvelike olaksavaju i pojednostavljuju
izra¢unavanje duljina dijagonala.

1. Aritmeticki nizovi pravilnih mnogokuta
A

6,

Duljinu stranice pravilnog mnogokuta (n-tero-
kuta) oznacimo slovom a, veli¢inu unutarnjeg kuta
grékim slovom «, veli¢inu vanjskog kuta grékim slo- 4 A,
vom «’, a broj vrhova oznac¢imo » (Slika 1.).

Slika 1. Pravilan osmerokut, n = 8 A a A

'Branka Padavi¢, OS dr. Branimira Markovic¢a, Ravna Gora
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ARITMETICKI NIZOVI PRAVILNIH MNOGOKUTA

Poznato je da se veli¢ine vanjskog i unutarnjeg kuta pravilnog n-terokuta izracu-
navaju po formulama (1) i (2) te da je njihov zbroj 180°, odnosno vrijedi:

,_360° . o , 2-180°
1) a’= , $to mozZemo zapisati i kao a’=
n
2) a=(n—2)-180°
(3) a:a’=180°

Uvedimo zamjenu:

180°
n

(4) o=

Omjerom (1) i (2) odmah je vidljivo da je:
5) a:a=2:(n—2)

Uvodenjem zamjene (4), formule (1) i (2) mozemo zapisati kao:

>

(6) =26 ili 5=
2

(7) a=mn-2)6 ili P y—
n—2

Nacrtamo li sve dijagonale iz vrha A nekog pravilnog n-terokuta, n > 3, dobiva-
mo 7 - 2 trokuta koje oznac¢imo AA A, A, ,0<k<n-1,n¢c N (Slika2.).

k+2°

a - unutarnji kut pravilnog mnogokuta
o’ - vanjski kut pravilnog mnogokuta

(a,) - rastudi aritmeticki niz mjera kutova
(8,) - padajuci aritmeticki niz mjera kutova

0 - diferencija

Slika 2. Pravilni deveterokut podijeljen dijagonalama
izvrha A na trokute AA A A, ,0<k<8
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Buducdi da se svakom pravilnom mnogokutu moze opisati kruznica, kutovi tih

trokuta, ZA, AA _,0< k <n-1,n € N suobodni kutovi nad sukladnim duZinama

(stranicama pravilnog mnogokuta) pa su svi medusobno sukladni, a njihova unija
jednaka je unutragnjem kutu ZA A A , pa je prema tome mjera svakog tog kuta jed-
naka:

®  |ca -

AA,,|=——=9,
k17 k+2| n—2

zaO0<k<n-1.

Oznacimo s @, i 3, mjere preostalih dvaju kutova trokuta AA A, A, ,0<k<n-1,
neN:

a, =|cAA

k+2°

A

k+2 k+1‘ 1

By = ‘LAk+2Ak+1A1

>

za0<k<n-1l,neN.

Dokazat ¢emo da su ti nizovi aritmeticki nizovi s diferencijom 0.

Promotrimo trokut AA A, A, tj. slucaj kada je k = 1.

B, je mjera kuta AA, A, A koji je ujedno i unutarnji kut pravilnog mnogokuta pa je:
© B =«a

Bududi da je ‘m‘ =‘KA3‘ =a, jer su duzine m i A,A, stranice pravilnog

mnogokuta, AA A, A, je jednakokracan pa su mu kutovi uz osnovicu jednaki, iz cega

proizlazi zakljucak:

(10) «a, =6

Promotrimo trokut AA A, A, gdje je k = 2. Znamo da je
B,=a-a,

Zamjenom ¢, prema (10) slijedi:

(1) B, =a-9o

Uocavamo da se drugi ¢lan niza (8,) umanjio za 0.

Nadalje, kako je zbroj mjera unutarnjih kutova svakog trokuta 180°, vrijedi:
a, +f,+06 =180°

Zamjenom prema (11) slijedi:
a, +a-0+0=180°
a, +a=180°

a,=180°-a
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ARITMETICKI NIZOVI PRAVILNIH MNOGOKUTA

Zamjenom ¢ prema (3) slijedi:
a,=a
Zamjenom ¢’ prema (6) slijedi:
(12) a,=20
Uocavamo da se drugi ¢lan niza (c,) uvecao za o.
Pretpostavimo prema (11) i (12) da vrijedidajeuAA, A A, 0<k<n-1,neN
(13) B, ,=a-(k-2)0
i
(14) a_=(k-1)0

Budud¢i da je 8, = a - «,_, zamjenom prema (14) slijedi:

(15) B=a-(k-1)9
Nadalje je a;, + 3, + 0 = 180°, pa se zamjenom prema (15) dobiva:
a, +a-(k-1)0+0 =180°
a, +a-ko+0+0=180°
a,=180°-a + ko - 20
Zamjenom ¢ prema (3) slijedi:
a, =a’ +ko - 20
Zamjenom ¢’ prema (6) slijedi:
a, =20 +ko -20
(16) «a, =ko
Prema (15) i (16) dokazano je da su nizovi () i (8), 0 <k <n-1,n € N ari-

tmeticki nizovi s diferencijom 0. Bududi da je k vei od nule i manji od n - 1, nizovi
imaju konacan broj od n - 2 ¢lana.

(17)  (a,)jerastudiniz (3, 20..., (n - 2) 0) kojemu je op¢iclana, =kd,0<k<n-1,
neN

(18) (8) je padajuci niz (o, a - 0..., & —(n - 3) ) kojemu je op¢i ¢lan jednak
B,=a-(k-1)6,0<k<n-1,neN

U Tablici 1., prema (17) i (18) izracunati su aritmeticki nizovi pojedinih pravil-
nih mnogokuta, a na Slici 3. vide se aritmeticki nizovi mjera kutova u samom mno-
gokutu, na primjeru pravilnog deveterokuta.
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Tablica 1. Primjeri aritmetickih nizova pojedinih pravilnih mnogokuta.

n a | «a 0 (@) B
n=4190°| 90° | 45° |45°90° 90°, 45°
n=>5172°|108°| 36° |36° 72° 108° 108°, 72°, 36°
n=6|60°|120°| 30° |30° 60° 90° 120° 120°, 90°, 60°, 30°
n=_8 | 45° | 135°| 22.5°|22.5° 45°, 67.5° 90° 112.5°, 135° 135° 112.5°,90°, 67.5°, 45°, 22.5°
n=9 |40°|140°| 20° |20° 40° 60°, 80°, 100°, 120°, 140° 140°, 120°, 100°, 80°, 60°, 40°, 20°
n=10| 36° | 144°| 18° |[18° 36° 54° 72° 90°, 108°, 126°, 144° | 144°, 126°, 108°, 90°, 72°, 54°, 36°, 18°

a - unutarnji kut pravilnog mnogokuta
o’ - vanjski kut pravilnog mnogokuta

(a,) - rastuci aritmeticki niz mjera kutova
(B,) - padajuci aritmeticki niz mjera kutova

0 - diferencija

Slika 3. Aritmeticki nizovi kutova u pravilnom deveterokutu

Do ovih smo rezultata mogli do¢i na jo$ jedan naclin. Za kut ¢, promotrimo

mnogokut A A ..A, . Taj je mnogokut simetrican s obzirom na simetralu duzine

A

« - unutarnji kut pravilnog mnogokuta
o’ - vanjski kut pravilnog mnogokuta

(a,) - peti ¢lan rastuceg aritmetickog
niza mjera kutova

(s,) - simetrala dijagonale d,

0 - diferencija

A A, a A,

Slika 4. Simetrija pravilnog mnogokuta




ARITMETICKI NIZOVI PRAVILNIH MNOGOKUTA

, a za taj smo kut ve¢ vidjeli da je jednak ko (Slika

A/Aiy, paje a; =‘4Ak+2A1A2
4.). Dokaz za f3, je analogan. Uoc¢imo da su 3, simetri¢ne slike od «, pri simetriji s
obzirom na pravac koji prolazi kroz A, i sredidte mnogokuta. Drugim rije¢ima, ako

za f3, promatramo mnogokut A A, | ..A , koji je simetri¢an s obzirom na simetralu

duzine A /A, , vrijedi daje 8, = ‘LAnAlAkH‘ , a za taj kut znamo da je jednak a -
(k - 1)0 (Slika 5.).

o - unutarnji kut pravilnog mnogokuta
o’ - vanjski kut pravilnog mnogokuta
(s,) - simetrala dijagonale d,

(B.) - peti ¢lan padajuceg aritmetickog niza
mjera kutova

0 - diferencija

Slika 5. Simetrija pravilnog mnogokuta

2. Duljina dijagonale pravilnog mnogokuta pomocu arit-
metickog niza pravilnih mnogokuta i pouc¢ka o sinusu

Pomocu aritmeti¢kog niza i primjenom poucka o sinusu moze se vrlo jednostav-
no izracunati duljina bilo koje dijagonale pravilnog mnogokuta.

Svakom od trokuta AA1 A A

k+2 © Tk+3’
0 < k<n-2,n¢c N dijagonala duljine
d_je stranica toga trokuta nasuprot kutu
ZA A A, Cija je mjera jednaka «, .
Nasuprot kutu ZA, (A A, Cija je mjera
jednaka O nalazi se stranica pravilnog

mnogokuta duljine a (Slika 6.)

Slika 6. Kutovi i stranice trokuta
AA A A ,0<k<n-2,neN
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Prema poucku o sinusu vrijedi sljedece:

a d,
19) <=
sind  sina,,,

Prema (19) duljina dijagonale d, moze se izracunati po formuli:
sina
d. = k+1
K sind
Zamjenom ¢, prema (16) slijedi:
200 d = M. ;
sind
Na temelju ove formule vrlo se jednostavno moze izracunati i povr$ina bilo kojeg

trokutaAAlA A ,0<k<n-2,neN,

k+2” Tk+3?

d, d,, sind
Q1) B =

Pokazimo primjenu ovih formula na konkretnom primjeru.

Primjer 1.

Kolika je duljina pete dijagonale pravilnog deseterokuta kojemu je stranica du-
gacka 2 cm?

Rjesenje:
a=2cm
n=10
d=1
180° 180°
o0=——o > o0o=——~=18
n 10
sin(k +1)0 sin(6-18°
dk=¥- = d5=¥-2=6.155cm
sin o sin18°
Primjer 2.

Kolika je povrsina trokuta AA A A, u pravilnom dvadeseterokutu kojemu je stranica
dugacka 2.3 cm?

a=2.3cm
n=20
P7=?
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JEDNA VAZNA GEOMETRIJSKA NEJEDNAKOST...

P = dg-d, sino
2
180° 180°
6: = 6:—: °
n 20
in(k +1)0 in(7-9°
g, =Sk 10 d,=079) 532131 em
sino sin9
(8- 9°
g =69 13983 cm
sin9
d,-d,sind 13.1-13.983-sin 9’
p="6"7""" > P= =14.328 cm?
2 2
Zakljuéak

Primjena pravilnih mnogokuta pojavljuje se u razli¢itim podrué¢jima. Aritmetic-
ki nizovi pravilnih mnogokuta otvaraju niz jednostavnijih moguc¢nosti u rjesavanju
problemskih izazova. Budu¢i da se formula (20) ne nalazi u udzbenicima za sred-
njoskolsko obrazovanje, uciteljima moze posluziti kao ideja u istrazivackom nacinu
poucavanja nadarenih ucenika te moze biti pomo¢ u osmisljavanju problemskih za-
dataka za natjecanja u znanju iz matematike.



