Poucak 87

Determinante

LjytLjANA ARAMBASIC!, LANA CRNOBRNJA?

Sazetak

U ovom ¢lanku navodimo nekoliko zanimljivih zadataka iz determinanti, te ge-
ometrijski interpretiramo elementarne transformacije nad determinantama u slucaju
determinanti drugog reda. Nadalje, dajemo geometrijsku interpretaciju tvrdnje da
je determinanta matrice reda 2 jednaka determinanti njene transponirane matrice.

Kljucne rijeci: determinanta, elementarne transformacije, povrsina paralelogra-
ma, volumen paralelepipeda

Uvod

Vazan dio linearne algebre je proucavanje determinanata, a njihova primjena
zaista je Siroka: koristimo ih kod rjesavanja sustava linearnih jednadzbi, pri provjeri
invertibilnosti matrice, kod pronalazenja svojstvenih vrijednosti matrica i u drugim
zadac¢ama. Nazalost, definicija determinante reda n (kao sume produkata njenih ele-
menata po svim permutacijama reda #) prili¢no je komplicirana i zbog toga je ¢esto
neprakti¢no determinantu rac¢unati po definiciji. Upravo zbog toga proucavaju se na-
¢ini kako pojednostaviti taj racun - tako dolazimo do Laplaceovog razvoja determi-
nante, te do elementarnih transformacija nad retcima i nad stupcima determinante.
To nam omogucava da determinantu svedemo do lakse izracunljive determinante
(8to najcesce znaci do determinante koja ima dosta nulelemenata), te koja je nizeg
reda u odnosu na red pocetne determinante.

Svi ovi dokazi prili¢no su tehnicke prirode, a i dobar je dio zadataka na kojima
se ta pravila uvjezbavaju algoritamski. Zbog toga je pozeljno imati i neke netipi¢ne
zadatke o determinantama, ali i prouciti geometrijsku interpretaciju determinanti
u dvodimenzionalnom i trodimenzionalnom slucaju. Upravo to je cilj ovog ¢lanka:
navesti neke primjere koji mogu obogatiti predavanja o determinantama, te preci-
zno, za §to Cesto nema dovoljno vremena na samim predavanjima, geometrijski in-
terpretirati transformacije nad retcima i stupcima determinante. Dio prezentiranih
zadataka moze se nac¢i u nastavnim materijalima [2] iz kolegija Linearna algebra 1
na Matemati¢kom odsjeku PMF-a. Jedna autorica je studentica koja je ¢itala ove na-
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DETERMINANTE

stavne materijale, a druga je profesorica koja ih je izradila. Izabrani zadaci su oni koji

nastavnika.

U ovom radu pretpostavljamo da je Citatelju poznat pojam determinante, Lapla-
ceov razvoj determinante, te ponasanje determinanate pri izvodenju elementarnih
transformacija nad retcima i stupcima determinante. U slu¢aju potrebe za podsjeca-
njem, preporucujemo sekciju 3.3 u [2]. Takoder navodimo nekoliko referenci u ko-
jima zainteresirani ¢itatelj moze nacdi slicne zadatke iz determinanti. Slike su takoder
vec¢inom preuzete iz [2], a crtane su u programu GeoGebra.

Zadaci

Zadatak 1. Izracunajmo vrijednost determinante

sina cosa sin(a+9)
D=|sinf cosf sin(Bf+9),
siny cosy sin(y+0)

pri ¢emu su«, 3,y i 0 proizvoljni realni brojevi.

Rjesenje. Prvi pokusaj rjeSavanja nedvojbeno je Sarrusovim pravilom ili Lapla-
ceovim razvojem, i to je dobar nacin, ali zahtijeva dosta ra¢una. Mi ¢emo drugacije.
Ideja je ista kao i kada imamo determinantu ¢iji su elementi konkretni brojevi - vece
brojeve nastojimo smanjiti (ili jo$ bolje, pretvoriti u nule) tako sto ¢emo nekom retku
ili stupcu dodati neki drugi redak ili stupac pomnozen odgovaraju¢im skalarom.

Koristenjem adicijskih formula u tre¢em stupcu dobivamo
sina cosa sinacosd+cosasind
D=[sinf cosf sinfcosd+cospfsind|,
siny cosy sinycosd+cosysind
te sada uocavamo da se treci stupac moze pojednostaviti tako da mu dodamo prvi

stupac pomnozen s —cos 0, te drugi stupac pomnozen s —sind. Ovo dodavanje nece
promijeniti vrijednost determinante, dakle imamo

sina cosa 0
D=lsinff cosf 0/=0. O

siny cosy 0

Kao $to smo spomenuli u prethodnom zadatku, kod ra¢unanja determinanti
najcesce vece brojeve pokusavamo smanjiti i tako olaksati rac¢un. Ipak, ponekad, kao
$to Ce to biti slucaj u sljede¢em zadatku, od manjih brojeva gradit ¢emo vece.
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Poucak 87

Zadatak 2. Ako znamo da 525 dijeli brojeve 19425, 14175, 51975, 43575 1 68250,
pokazimo da 525 dijeli i broj

1 9 4 2 5
1 4 1 7 5
D=)51 9 7 5
4 3 5 7 5
6 8 2 5 0

Rjesenje. Ocito se u retcima determinante D nalaze znamenke navedenih bro-
jeva, krenuvsi od znamenke desettisuc¢ica do znamenke jedinica. S obzirom na to
da nam je dan podatak da su svi ti brojevi djeljivi brojem 525, te da se tvrdi da je i
determinanta D djeljiva tim istim brojem, bilo bi sjajno ako bismo u nekom stupcu
uspjeli dobiti brojeve 19425, 14175, 51975, 43575 i 68250. Ako to uspijemo, dalje je
sve jasno: iz tog stupca izlucit ¢emo 525, a preostala determinanta imat e sve cjelo-
brojne elemente i njena e vrijednost zato biti cijeli broj.

Cilj je, dakle, dobiti stupac s navedenim peteroznamenkastim brojevima. Rastav pe-
teroznamenkastog brojeva pomocu njegovih znamenaka i potencija broja 10,

abcde=a-10* +b-10> +¢-10° +d-10 +e,

omogucava da stupac koji zelimo dobiti napisemo kao linearnu kombinaciju stupaca
determinante D na sljede¢i nacin:

(19425 1] 9 4 2] [5
14175 1 4 1 71 |5
51975 |=10*-| 5 [+10*+| 1 |+10%+| 9 |+10-| 7 |+|5
43575 4 3 5 71 |5
68250 | 6] 8 2] 5] 0]

Desnu stranu gornjeg rastava mozemo interpretirati ovako: 5. stupcu dodali smo 4.
stupac pomnozen s 10, 3. stupac pomnozen s 10% 2. stupac pomnozen s 107 te 1.
stupac pomnozen s 10*. Kao $to znamo, determinanta se nece promijeniti ako nekom
stupcu dodamo neki drugi stupac pomnozen proizvoljnim brojem, tako da, nakon
$to posljednjem stupcu dodamo prethodne na upravo opisani nacin, dobivamo:

1 4 2 5 |1 4 2 19425
1 4 1 7 5 |1 4 1 7 14175
D=5 1 9 7 5=/51 9 7 51975
4 3 5 7 5 |4 3 5 7 43575
6 8 2 5 0 |6 8 2 5 68250
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Sada iz posljednjeg stupca izlu¢imo 525 i dobijemo

1 4 2 37
1 41 7 27

D=525:(5 1 9 7 99|,
4 3 5 7 83
6 8 2 5 130

a kako su svi elementi posljednje determinante prirodni brojevi, njena ¢e vrijednost
biti cijeli broj. (Uo¢imo da nismo morali racunati to¢ne vrijednosti petog stupca,
dovoljno je bilo znati da su to neki cijeli brojevi k , k..., k..) O

Prije nego prijedemo na sljede¢i zadatak, jo§ malo o prethodnome. Pri rjesava-
nju zadatka vrlo brzo dodemo do ideje da od znamenaka u retcima izgradimo broje-
ve za koje znamo da su djeljivi s 525. S obzirom na to da je u rastavu

abcde=a-10* +b-10> +¢-10° +d-10 +e,

znamenka a (najjaca’, mjereno po njenoj pozicijskoj vrijednosti, mozda je prirodnije
stupac s brojevima 19425, 14175, 51975, 43575 i 68250 graditi dodavanjem ostalih
stupaca prvome stupcu. Jasno je da tada prvi stupac treba unaprijed pomnoziti s 10*,
to jest, gledamo determinantu

1-10* 9 4 2 5
1-10* 4 1 7 5
10*-D=[5-10" 1 9 7 5
4-10* 3 5 7 5
6-10* 8 2 5 0

Sada prvom stupcu dodamo ostale na odgovarajuci nacin (drugi pomnozen s
10%i tako dalje), te na isti nacin kao prije dobijemo da je broj 10*- D djeljiv brojem
525. Kako je 525 =21 - 25, a 21 i 10* su relativno prosti, iz ovog mozemo zakljuciti da
21 dijeli D, ali ne i viSe od toga. Zato je, barem u ovom zadatku, prvi nacin rjesava-
nja bolji (odnosno, mnozenje determinante s 10* nije bio besplatan korak). Naravno,
iako nam ovaj pokusaj nije dao potpuno rjesenje zadatka, ukazao je gdje je problem
i kako ga rijesiti.

Zadatak 3. Neka su a, b € R proizvoljno odabrani razli¢iti brojevi. Ako su svi
elementi determinante reda n jednaki ili a ili b, dokazite da je ta determinanta djeljiva
brojem (b - a)" .

Rjesenje. Krenimo s jednim konkretnim primjerom iz kojeg ¢emo izvesti op¢i
postupak. Neka je n = 4 i neka nam je zadana determinanta
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Izraz b - a u iskazu zadatka sugerira da neki redak oduzmemo od nekog drugog
retka, a eksponent (n — 1) da oduzmemo od svih preostalih n — 1 redaka. Na primjer,
od drugog, treceg i ¢etvrtog retka oduzmimo prvi, §to nece promijeniti iznos deter-
minante, ali hoce njene elemente. Dobit ¢emo

a a b b
b—a 0 a-b 0

D=
b—a b—a 0 0
0 0 a—-b a-b
Sada je
a a b
1 0 —1
D=(b—a) ,
1 1 0 0
0 0 -1 -1

a kako posljednja determinanta ima sve cjelobrojne elemente, njena vrijednost je ci-
jeli broj, $to znaci da je D = (b - a)* k za neki k € Z.

Ovaj konkretni slu¢aj dao nam je sve $to trebamo da bismo zadatak znali rije-
$iti i opcenito: od svakog retka determinante reda n oduzmemo prvi redak, zatim iz
svih redaka osim prvog izlu¢imo faktor b - g, pa je nasa determinanta napisana kao
umnozak brojeva (b - a)"~'i D,, gdje je D, determinanta s cjelobrojnim vrijednosti-
ma,dakle D=(b-a)" 'kzanekik€ Z. O

Zadatak 4. Koje sve vrijednosti moze poprimiti determinanta cetvrtog reda ¢iji
su svi elementi jednaki 1 ili -1?

Rjesenje. Naravno da odmah uocavamo sli¢nost s prethodnim zadatkom i da
¢emo ga pokusati iskoristiti. Tako dobivamo podatak da je svaka takva determinanta
djeljiva s (1 -(-1))* = 8. Prema tome, vrijednosti koje ova determinanta moze popri-
miti su oblika 8k, gdje je k € Z. Jo$ treba vidjeti koji k-ovi dolaze u obzir. Vrijednost
0 o¢ito se moze posti¢i. Na primjer, uzmemo bilo koju determinantu s dva ista retka.
Iz primjera

1 1 1 1 1 1 1 1
-1 1 1 1 1 1 -1 -1
=38, =16,
-1 -1 1 1 1 -1 1 -1
-1 -1 —-11 1 -1 -1 1
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zaklju¢ujemo da se i vrijednosti =8 i 16 postizu (zamjenom neka dva retka gornjim
determinantama dobivamo negativne vrijednosti).

Postize li se vrijednost 24? Nakon nekoliko neuspje$nih pokusaja pronalaska
primjera takve determinante, vracamo se na sami pocetak. Kao prvo, uo¢imo da bez
smanjenja opcenitosti mozemo pretpostaviti da su svi elementi prvog stupca i prvog
retka jednaki 1 (mnoZenjem odgovarajuceg stupca i retka s -1 ako je potrebno), da-
kle, nasa determinanta ima oblik

1 1 1
1 1 =*1
1 1 =1
1 1 =1

—_ = = =

(na svakom od mjesta gdje smo stavili 1 moze biti ili 1 ili -1, izbori su neovisni
jedan o drugome). Oduzimanjem prvog retka od drugog, treceg i ¢etvrtog dobivamo

1 1 1 1

0 a b ¢
D= 1 0 G ,

0 d ¢ f

0 g h i

pri ¢emu brojevi a,, b,,..., i, mogu biti ili 0 ili 2. Izlucivanjem -2 iz drugog, treceg i
Cetvrtog retka, te Laplaceovim razvojem po prvom stupcu, dobivamo

a b ¢
D=-8-d e f|
g h i

pri cemu je svaki od brojeva a, b, ..., i ili 0 ili 1. Ako su svi ovi brojevi jednaki 0, tada
je D = 0. Pretpostavimo da nisu svi 0, na primjer a = 1. Tada lako dodemo do

1 b ¢
D=-8 -0 x y/=-8(xv-yu),
0 u v

pri ¢emu su x, y, u, v € {0, 1, -1}. Zato je |xv - yu| <21 |D| < 16.

Prema tome, jedine vrijednosti koje D postize su 0, =8 i =16, a primjere takvih de-
terminanti ve¢ smo nasli. O
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Zadatak 5. Brojevi 1, 2, 3, 4 mogu se posloziti u determinantu reda 2 na 24 naci-
na. Odredimo sumu svih 24 determinanti.

Rjesenje. Ovdje treba uociti da ¢e se u ovoj sumi, uz svaki broj koji se pojavi,

1 2 3 4
pojaviti i njegov suprotni broj. Zaista, uz 3 4" —2 pojavit Ce se i =2, uz
3 1 b c d
=5 bitéei = —5, odnosno, uz =ad —bc bit ée i =bc—ad.
1 2 4 3 c d a b

Prema tome, sumaje0. O

U prethodnom smo zadatku mogli i ispisati sve determinante s obzirom na to da
ih je «samo” 24. U sljedecem ih je zadatku znatno vise i zato je bitno da smo u pret-
hodnome uo¢ili pravilo ponasanja.

Zadatak 6. Brojevi 1, 2, ..., 9 mogu se posloziti u determinantu reda 3 na 9! naci-
na. Odredimo sumu svih ovih determinanti.

Rjesenje. I ovdje cemo ocekivati da je ta suma 0, a razlog je $to e se uz determi-
nantu koja ima retke A, B, C, redom, pojaviti i determinanta koja ima retke A, C, B,
redom, a njih dvije u sumi daju 0 jer je druga nastala iz prve zamjenom drugog i tre-
¢eg retka. Medutim, mozemo tumaciti i da je druga nastala iz determinante s retcima
C, A, B zamjenom prvog i drugog retka, pa zasto se ne bi s njom ponistila u toj sumi?
Zato malo sistematizirajmo nase razmatranje.

Svih 9! determinanti podijelimo po skupinama tako da sve determinante u istoj
skupini imaju jednak prvi redak. Sada promatrajmo sumu svih determinanti u skupi-
ni ¢iji je prvi redak jednak A: svaka od determinanti u toj skupini dolazi sa svojim je-
dinstvenim suprotnim parom nastalim zamjenom drugog i treceg retka. Zato je suma
po svakoj skupini 0, a onda je i ukupna suma jednaka 0. O

Geometrijska interpretacija

Neka je zadana proizvoljna determinanta reda :

all alz aln
a a a
21 22 2n
D=
anl anZ te ann

U prethodnim zadacima koristili smo sljedeca svojstva:

(1) ukoliko neka dva retka (ili stupca) determinante zamijene mjesta, nova determi-
nanta imat ¢e vrijednost -D,
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(2) ukoliko neki redak (ili stupac) determinante pomnoZimo brojem A, nova deter-
minanta imat Ce vrijednost AD,

(3) ukoliko neki redak (ili stupac) determinante pomnozen brojem A dodamo ne-
kom drugom retku (stupcu) te determinante, nova determinanta imat ¢e istu
vrijednost D.

U nastavku ¢emo se malo osvrnuti na geometrijsku interpretaciju ovih svojstava
zan=2.
Promatrajmo paralelogram OACB, pri cemusu O=(0,0),A=(a,,a,)iB=(b,,b,)

tri razlicite tocke. Posljednji vrh paralelograma tada je potpuno odreden, C= (a, + b ,

a,+b,). N
a+b|--------—= F
B
AR |
|
|
a, *: ***** :A :
1 1 | »
O| b a, a+b, "

Mozemo reci da je ovaj paralelogram razapet vektorima

G=OA=ai+aj i b=OB=bi+b,].

Njegovu povrSinu oznacimo s P, ;. Ako su A i B kao na gornjoj slici, lako se izra-
¢una daje P ; =a,b, —a,b, . Naravno, moglo se dogoditi da je razmjestaj tocaka O,
A i B drugaciji. Na primjer, ako se tocka A nalazi tamo gdje smo nacrtali B i obratno,
tada ¢e ove tocke razapinjati isti paralelogram, a njegova ¢e povrsina biti a,b, —a,b, .
U svakom slucaju,

Pﬁ,g =la,b,—a,b, |.

Ovdje je ukljucen i slucaj kada su @ i b kolinearni vektori jer je tada P. . =0 i

ab
a,b, —a,b, =0. Prema tome, imat ¢emo

a, a,

ovisno o predznaku gornje determinante. Pritom:

o  ako se paralelogram nalazi u dijelu koji prijedemo pri rotiranju vektora d (vektor
odreden prvim retkom determinante) u pozitivnom smjeru prema vektoru b
(vektor odreden drugim retkom determinante), ova je determinanta pozitivna;
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A C
B
b,
A
O A(al’ az) al aZ
>0
B(b,b) |b, b,

o ako se paralelogram nalazi u dijelu koji prijedemo pri rotiranju vektora 4@ (vektor
odreden prvim retkom determinante) u negativnom smjeru do vektora b (vektor
odreden drugim retkom determinante), tada je ova determinanta negativna.

A C
A
a
=B
b >
O A(al’ az) al aZ
<0
B(b,, b,) b, b,

Interpretirajmo sada gore navedena svojstva determinante preko povrsina.

(1) Prvo svojstvo kaze da je

a, a b, b,

1

bl b2

2 —_—

a a

1 2
Obje determinante po apsolutnoj vrijednosti predstavljaju povrsinu istog paralelo-
grama, ali su predznaci tih determinanti razli¢iti. Zaista, ako se paralelogram nalazi
u dijelu koji prijedemo pri rotiranju vektora @ u pozitivnom smjeru do vektora b,
tada se taj isti paralelogram nalazi u dijelu koji prijedemo pri rotiranju vektora b u
negativhom smjeru prema vektoru 4, i obratno.

(2) Drugo svojstvo kaze da vrijedi jednakost
Aa, Aa,
b, b

1 2

a

b

a

b

1 2

1 2

(isto i za drugi redak). Determinanta na lijevoj strani, do na predznak, predstavlja
povr$inu paralelograma razapetog s Ad i b, a determinanta na desnoj strani, opet do
na predznak, predstavlja povrsinu paralelograma razapetog s d i b. Iz oblika parale-
lograma jasno nam je da je

p_.=lAd|v=lal|d|v=|A|P,;.
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To nam kaze da lijeva i desna strana u (1) imaju iste apsolutne vrijednosti. Za dovrse-
tak je dovoljno uoditi sljedece. Ako je A > 0, tada ¢e obje determinante biti pozitivne

ili obje negativne, kao $to je lako uociti na slici.

a, a, >0 A
bl bz B
A>0
;; v
Aa, Aa, >0
b, b, =V A
a

v

Ako je A < 0, tada ¢e ove dvije determinante biti razli¢itih predznaka, opet nam slika

sve govori.
A
a, a, 50
b, b,
A<0
Aa, Aa, <0 of \v
bl bz / =
a
d
(3) Trece svojstvo tvrdi da je
4 a, a
b+Aa, b,+Aa,| |b,

a,

v

b

2

zasvel € R, odnosno da je, za svaki A, povr$ina paralelograma razapetog vektorima

d i b+Ad jednaka povrsini paralelograma razapetog vektorima @ i b. To se jedno-

stavno is¢itava iz slike: svi navedeni paralelogrami imaju istu bazu |4 | i visinu v, a

orijentacija paralelograma nece se promijeniti.
A

b+ia

v
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Time smo interpretirali znacenje transformacija redaka determinante. Za stupce bi-
smo mogli pro¢i kroz cijeli postupak na potpuno isti na¢in: umjesto paralelograma
razapetog vektorima -

d=aji+a,j i b=bji+b,j,
koji predstavljaju retke nase determinante, promatramo paralelogram razapet vek-
torima .

c=ai+bj i d=a,i+b,j,
koji predstavljaju stupce nase determinante.
A

\
v

Povrsine ovih dvaju paralelograma su jednake i obje iznose |a,b, —a,b, | .

Geometrijski nije jasno za$to bi ova dva paralelograma imala iste povrsine, zato ¢emo
to sada razjasniti.

Kroz tri ¢emo koraka par vektora (&,I; ) transformirati do para vektora (E,a), a pri-
tom ¢emo uvijek jedan vektor mijenjati tako da mu dodamo skalarni multipl drugog
vektora iz tog para, dok taj drugi vektor necemo mijenjati — na ovaj ¢emo nacin mi-
jenjati paralelograme, ali njihove ¢e povrsine ostati iste.

- Y. . a,b, |-
L4 . Uoc¢imo da je d, =(b2— 2 1)].

a, 1

S

1. korak. Uvedimo vektore ¢, =d i d, =b—

4

Sy
I

Y

»
»

Dva paralelograma oznadena na slici imaju istu osnovicu |4 | i visinu na tu osnovicu,
pa su njihove povrsine jednake, dakle, P, ; = P i
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2. korak. Sada uvedimo vektore ¢, =¢, + 32 =EII. Raspisano,

¢, =a,i+bj,ac,ic imajuistukoordinatuuz i.

v

a=¢c
Paralelogram razapet vektorima ¢, i d, i paralelogram razapet vektorima ¢, i d,
imaju istu osnovicu |d, | i visinu na tu osnovicu, zato su njihove povrsine jednake.
Uocimo da je ¢, =¢, pa nam preostaje samo jos$ jedan korak koji ¢e d, transformi-
ratido d .

- - a, — - -

3. korak. Kona¢no, neka su ¢,=¢, i d,=d,+—%c,. Tada je ¢, =a,i+bj i
1

d,=a,i +b,j,odnosno, ¢, =¢ i d, =d.

v

i ==
G=c
Paralelogram razapet vektorima ¢, i 33 i paralelogram razapet vektorima ¢, i d,
imaju istu osnovicu |, | i istu visinu na tu osnovicu, prema tome, opet nismo pro-
mijenili iznos povrsine.
U ova tri koraka geometrijski smo dokazali da je povrsina trokuta razapetog vektori-
madib jednaka povrsini trokuta razapetog vektorima c i d, dakle

b

a 1
b

b

a

b

a

1 % _ %
1 a 2

2 2
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Ovo je, naravno, specijalan slu¢aj dobro poznate tvrdnje da matrica i njoj transponi-
rana matrica imaju jednake determinante.

Time smo protumacili sva svojstva za n = 2. Determinanta treceg reda je, do na pred-
znak, jednaka volumenu paralelepipeda kojeg razapinju vektori odredeni retcima te
determinante. Svojstva (1)-(3) mozemo sli¢no protumaciti kao i u slu¢aju povrsine
kod determinanata reda 2.

Na primjer, ako promatramo paralelepiped razapet vektorima d, b ic, onda je zasve
A, u € R njegov volumen jednak volumenu paralelepipeda razapetog vektorima d,
bic+ii+ ub jer ovi paralelepipedi imaju istu povr$inu baze i visinu na tu bazu.

To objasnjava trece svojstvo.

Zadatak 7. Geometrijski dokazimo da jednadzba

x y 1
x oy 1=0
X, Yy, 1

predstavlja jednadZbu pravca u ravnini kroz (dvije razlicite) tocke (x, y,) i (x,, y,).

Rjesenje. Raspisivanjem determinante dobili bismo da je

V2o~ h
Yy=h= (x=x),
X
$to je, naravno, jednadzba pravca kroz (x,, y,) i (x,, y,). Medutim, na$ je zadatak do-
kazati to geometrijski, a ne racunski.

Ono §to je zanimljivo u ovom zadatku je da su tocke (x,, y,) i (x,, y,) u dvodimenzi-
onalnom prostoru R?, dok je determinanta koja se pojavljuje treceg reda, pa je njena
interpretacija volumen paralelepipeda u trodimenzionalnom prostoru R’. Naravno,
tocke (x, y) € R* mozemo identificirati s tockama (x, y, 0) € R>.

Gornja determinanta predstavlja volumen paralelepipeda razapetog vektorima
OA=xi+yj+k, OB=xi+yj+k OC=x,i+y,]+k.

Taj volumen bit ¢e jednak 0 ako i samo ako su vektori OA, OB i OC komplanarni.

Cla ys 1)
Ay 1)

B(xlayp 1) ,’?
?\‘ . '

2 (x,9,0)
(% 3., 0)
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Prema tome, trebamo dokazati da toc¢ka (x, y) pripada pravcu odredenom tockama
(x,,¥,)1(x, y,) ako i samo ako su OA, OB i OC komplanarni vektori.

Ako tocka (x, y) lezi na pravcu (u xy-ravnini) odredenom tockama (x,, y,) i (x,, y,),
tada tocka (x, y, 0) lezi na pravcu (u prostoru) kroz (x,, y,, 0) i (x,, y,, 0), a onda i
A = (x, y, 1) lezi na pravcu kroz B = (x, y,, 1) i C = (x,, y,, 1). Tada to¢ke O, A, Bi C

pripadaju istoj ravnini, pa su OA, OB i OC komplanarni vektori.

Obratno, pretpostavimo da su OA, OB i OC komplanarni vektori. Neka je 7, rav-
nina koju oni odreduju. Neka je 77, ravnina zadana jednadzbom z = 1. Ocito su iz,
razlicite ravnine, a njihov je presjek pravac kojemu pripadaju tocke A, B i C. Prema
tome, tocke A, Bi Csu kolinearne, a onda su i tocke (x, y), (x,, ,) i (x,, ,) kolinearne,
to jest, (x, y) lezi na pravcu (u xy-ravnini) odredenom tockama(x,, y )i (x,, y,). O
Iako determinante cetvrtog reda vise ne mozemo geometrijski interpretirati, pret-

hodni primjer sugerira $to bi dala analogno formirana jednadzba s determinantom
Cetvrtog reda.

Zadatak 8. Dokazite da se jednadzba ravnine koja je odredena nekolinearnim
tockama T (x,, ¥, 2)), T, (x,, y,, 2,) i T, (x,, y,, z,) mozZe napisati u obliku

x y z 1
X on oz 1 —o.
X, ¥, % 1
X, ¥z 1

Rjesenje. Ukoliko drugi redak determinante, pomnozen s -1, dodamo svim
ostalim retcima, u posljednjem stupcu imat ¢emo jedinicu na drugom mjestu i sve
ostalo nule. Tada razvojem po tom stupcu dobivamo

X=X, Y= <7z
X, =X Y,~ ) 2,—%|=0.

X37X V3TN T4

Ako je T oznaka za tocku (x, y, z) koja zadovoljava prethodnu jednadzbu, tada ova
determinanta tre¢eg reda predstavlja volumen paralelepipeda razapetog vektorima

TI,T ,TT, i T[T, . Taj volumen jednak je nuli ako i samo ako su ovi vektori kom-
planarni, odnosno ako i samo ako to¢ke T, T,, T, i T pripadaju istoj ravnini. Ovo
mozemo interpretirati i na na¢in da T pripada ravnini odredenoj (nekolinearnim)
tockama T, T, i T,. Prema tome, (2) opisuje skup svih tocaka (x, y, z) koje pripadaju
ravnini odredenoj tockama T/, T, i T,, pa je to upravo jednadzba te ravnine. O
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Zadatak 9. Geometrijski pokazimo da je broj

X 1
e N
Exz Vs 1,

x5 ;1

po apsolutnoj vrijednosti, jednak povrdini trokuta u ravnini s vrhovima (x, y,),
(x,,5,)1(x;, 9,).

Rjesenje. Neka je P povrsina trokuta razapetog tockama (x,, y,), (x,, y,) i (x;, y,).
Kao i u prethodnom zadatku zaklju¢ujemo da je ta povrsina jednaka povrsini troku-
ta razapetog tockama T, (xl, Vp 1), T, (xz, Yy 1)i T, (x3, Yy 1), koje se nalaze u ravnini
z=1

ey 1)

(xl’ D 1) ° y
7 (X yp 1)

Volumen tetraedra OT,T,T, jednak je jednoj Sestini volumena paralelepipeda kojeg
razapinju vektori oT ' oT L OT ,» a koji se moze izracunati preko determinante. S

. 1 . .
druge strane, volumen spomenutog tetraedra jednak je EPATTT ‘v, gdje je v visina

1
tetraedra iz vrha O. Oc¢ito je v = 1, pa je taj volumen jednak gP . Dakle,

1 x 1
gxz ), 1 =§P’
X309 1

odakle slijedi trazena formula. O
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