Poucak 88

Slucajni trokut

ZVONIMIR SIKIG!

Analizirat ¢emo dobro poznati problem slucajnoga trokuta:

Ako na intervalu [0,1] slucajno odaberemo dvije tocke, kolika je vjerojatnost da se od
tri dobivena intervala moze sloZiti trokut?

0 1

Trokut ne mozemo sloziti samo ako je jedan od intervala duzi od zbroja drugih
dvaju, tj. ako je jedan od intervala duzi od %.

e

>1/2

Dakle, trokut je mogu¢ ako su sva tri intervala krac¢a od %, pa nas problem postaje:

Ako na intervalu [0,1] slucajno odaberemo dvije tocke, kolika je vjerojatnost da su sva
tri dobivena intervala kraca od ¥3?

1. RjeSenje:

(a) Da bi sva tri intervala bila kraca od %, slu¢ajno odabrane tocke moraju biti s ra-
znih strana od ¥ (jer ako su s iste strane, onda je jedan interval duzi od 1).

(b) Osim toga, tocka u prvoj polovici mora u svojoj polovici biti desnije nego $to je
tocka u drugoj polovici (jer bi inace interval medu njima bio duzi od %2).

Vjerojatnost da se dogodi (a) je % jer nakon odabira prve tocke, druga tocka mora
biti u onom intervalu duljine % u kojem nije prva tocka.

Nakon sto se dogodio (a), vjerojatnost da se dogodi (b) takoder je ¥ jer ¢e (zbog si-
metrije) tocka u prvoj polovici biti desnije od one u drugoj s jednakom vjerojatnosc¢u
s kojom ¢e i ona u drugoj biti desnije od one u prvoj. Jedna je sigurno desnije pa je
zbroj tih istih vjerojatnosti 1.

Dakle, (a) i (b) ¢e se dogoditi s vjerojatnoscéu ¥z - ¥2 = Y.
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2. Rjesenje (skoro isto kao 1. rjeSenje):

Rezoniramo kao u 1. rjeSenju sve do odredivanja vjerojatnosti da se dogodi (b) nakon
(a). Zatim zaklju¢ujemo na sljedeci nacin.

Tocka x u prvoj polovici bit ¢e u toj polovici desnije od tocke 12

¥ u drugoj polovici samo ako je tocka y'= y - ¥ lijevo od x, ,

tj. samo ako je y’ < x. No, vjerojatnost da je y' < x za slu¢ajno 4

odabrane x i y'iz [0, %] je % (vidi sliku). . )
X

Dakle, (a) i (b) ¢e se dogoditi s vjerojatnoscu % - ¥ = Y.
3. RjeSenje:

Oznacimo slucajno odabrane tocke u [0,1] s x i y. Tri intervala koje te tocke odreduju
bit ¢e kraca od % samo ako se dogodi

x<¥% y>¥ y-x<% ili x>%  y<Wh x-y<h.

To ¢e se dogoditi s vjerojatnoscu % (vidi sliku).

1

4. RjeSenje:

Oznadimo duljine triju intervala (koje odreduju dvije slucajno odabrane tocke) s x,
y i z. Dakle, kolika je vjerojatnost da je x < %, y < %2 i z < ¥ pod uvjetom da je
X+y+z=1?

z

Uvjet zadovoljavaju sve tocke velikoga trokuta.

Ravnine x = ¥, y = % i z = % unutar velikog trokuta omeduju mali sivi trokut.
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Njegove tocke zadovoljavaju x < %3, y < %21z < Y.

Mali trokut koji ¢ine srednjice velikoga trokuta ima povrsinu % povrsine velikoga
trokuta.

Dakle, trazena je vjerojatnost Y.

5. Rjesenje:

Za svaki odabir x iz [0, }2] trokut je mogu¢ ako je y odabran iz %3, x + %]. Gustoca
vjerojatnosti od x je 2 (jer je 2 - ¥2 = 1), a gustoca vjerojatnosti od y, pod uvjetom da je
odabran x, je x (jer je to duljina intervala [%, x + %]). Po Bayesovom teoremu trazena

vjerojatnost je s

jzxdx=1/4
0

6. RjeSenje:

Spojimo tocke 01 1 tako da interval [0,1] postane kruznica du-
ljine 1 pa slu¢ajno odaberemo jo$ dvije tocke na toj kruznici.
Problem je na¢i vjerojatnost da su sva tri dobivena intervala
kraca od %, tj. da tri slucajno odabrane tocke kruznice ne leze
na jednoj polukruznici.

Problem ¢emo rijediti tako da tri tocke kruznice odaberemo u
dva koraka (vidi sliku):

(i) Slucajno odaberemo tri para antipodalnih tocaka.

(ii) Iz svakog antipodalnog para odaberemo po jednu tocku.

Iz tri para antipodalnih tocaka njih tri mozemo odabratina 2 - 2 - 2 = 8 nacina.

Te ¢e tri tocke lezati na istoj polukruznici samo ako smo izabrali tri konsekutivne
tocke, a to moZemo uciniti na 6 nacina (123, 234, 345, 456, 561 i 612).

Dakle, vjerojatnost da tri tocke leze na istoj polukruznici je 6/8 = 3/4 pa je vjero-
jatnost da tri tocke ne leze na istoj polukruznici 1/4.

Razumijevanje svakog od ovih Sest rjeSenja pretpostavlja razumijevanje odrede-
nih matematickih sadrzaja. Rjesenja 1.1i2. pretpostavljaju razumijevanje elementarne
geometrijske vjerojatnosti (uz minimalno analiticke geometrije u 2. slu¢aju). Rjesenja
3.14. pretpostavljaju dodatno razumijevanje analiticke geometrije ravnine i prostora.
Rjesenje 5. pretpostavlja razumijevanje gustoce kontinuirane razdiobe, odgovaraju-
¢eg oblika Bayesovog teorema i elementarnog integriranja. RjeSenje 6. posebno je
zanimljivo jer pretpostavlja razumijevanje samo elementarne konacne vjerojatnosti
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(naravno, do prijelaza na kruznicu i antipodalne tocke nije lako do¢i samostalno i
znak je pravog matematickog talenta).

Nasu ¢emo analizu zavr$iti na matematicki uobicajen nacin. Generalizirat ¢emo nas
problem:

Ako na intervalu [0,1] slucajno odaberemo n-1 tocku, kolika je vjerojatnost da se od n
dobivenih intervala moze slozZiti n-terokut?

Kao i u posebnom slucaju trokuta, n-terokut ne mozemo sloziti samo ako je jedan od
intervala duzi od zbroja svih ostalih, tj. ako je jedan od intervala duzi od %.

>1/2

Dakle, n-terokut je mogu¢ samo ako su svi intervali kraci od %2, pa nas problem po-
staje:

Ako na intervalu [0,1] slucajno odaberemo n-1 tocku, kolika je vierojatnost da je svih n
dobivenih intervala krace od ¥?

Oznacimo slu¢ajno odabrane tocke s x,i=1,2,..,n-1,a duzine intervala lijevo od
njih s y, (drugim rije¢ima y, = x, - x_,uzx, = 0ix = 1). Trebamo odrediti vjerojat-
nost da su svi y, < %.

Odredimo najprije vjerojatnost da je y, > %. To ¢e se dogoditi ako je x, > % i ako su
osim toga sve ostale tocke x; izvan intervala [x, - ', x, ], vidi sliku. Vjerojatnost od
x, > "2 je %, a vjerojatnost da su sve ostale tocke unutar preostalog intervala duljine
1A je 1/2m,

Vi
A
C Al
*—eo—o—0 0 —0—0—90
1
x.__
X ) X;

1/2

Dakle, vjerojatnost od y, > %2 je %2 - 1/2"" = 1/2".

To znaci da vjerojatnost da je bar jedan y, > % iznosi (n+1)/ 2" pa nasa trazena vjero-
jatnost, da ni za jedan interval ne vrijedi y, > %2 , iznosi 1 - (n+1)/2".

Naravno, provedemo li ovaj zadnji dokaz s n = 2, imamo i 7. rjeSenje naseg pocetnog
problema.
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