Poucak 88

Geometrijski dokazi jedne
trigonometrijske jednakosti

ALIJA MUMINAGIC!, SEFKET ARSLANAGIC?

U ovom ¢emo ¢lanku promatrati jednu trigonometrijsku jednakost koja glasi:

c0s15°+sin15°
cos15°—sin15°

=13. (1)
Ocito je mozemo dokazati na vi$e raznih nacina koriste¢i se odredenim dobro
poznatim formulama iz trigonometrije. To su npr. adicijske formule oblika

sin15° =sin(45°—30°), cos15° = cos(45°—30°)
ili
sin15° = sin (60° —45°) te cos15° = cos(60°—45°).

Zatim, jednakost (1) mozemo dokazati koriste¢i formule za pretvaranje zbroja
ili razlike u produkt, tj.

c0s15°+5in15° = cos15° +sin (90°—75°) = cos15° +cos 75° =

c0s15° —sin15° = cos15° —sin (90° —75°) = cos15° — cos 75° =
Isto tako koristeéi se formulama

1+cosx 1—cosx
cos—=i4/ —=i1/—,
2
v o_ |14+cos30° 30° ..o [1—cos30°
cosl5” = .., sinl5°= T=...,

lako dokazemo jednakost (1).

Recimo jo$ da jednakost (1) mozemo dokazati koriste¢i formule
X x x X
sin5+cosz=i\/1+sinx, cosz—sin5=i\/1—sinx,

uzimajuci da je x = 30°.
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GEOMETRIJSKI DOKAZI...

Sada ¢emo dati tri zanimljiva geometrijska dokaza jednakosti (1).

Dokaz 1. Promatrajmo pravokutni trokut AABC s kutovima |£BAC| = 15°,
|£ACB| = 90°, hipotenuzom |AB|=1 i katetama |[BC|=a |AC|=b (Slika 1.).

Tada je iz pravokutnog trokuta AABC:
a=sin15° b=cosl5°. (2)

Produzimo katetu AC prekotocke C dotocke N takodaje |CN | =a tenakateti
AC toga trokuta odredimo tocku M tako daje |CM | =ai |CN | =a . Saslike sada vi-
dimodaje |[AM|=b—a i |[AN|=b+a.Utrokutu AMNB je|/CMB|=|/CNB| =45",
a zbog |MC|=|BC|=|CN|=a vrijedi |/MBC| = |/CMB| = | ZCBN| = |Z/CNB| = 45°,
pa je kut | ZABM]| = 30°. Primjenom teorema o sinusima na trokute AABM i AABN
dobivamo da je

|BM|  |AM IBN| _ |AN|
sinl5°  sin30° sinl5°  sin120°°
pa zbog |BM|=|BN| slijedi da je
|AM| _ |AN]|

sin30°  sin120°
Kako je sin120° = sin (180°—60°) = sin60°, to je ekvivalentno

b—a  b+a
sin30° sin60°’
a odavde zbog (2)
c0s15°—sin15°  cos15°+sin15°
sin30° sin60° ’
t.

cos15°+sin15°  sin60°
cos15°—sin15° sin30°

V3

2
1
2

ili

cos15°+sin15°

- =4/3, qed.
c0s15°—sin15°
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Dokaz 2. Promatrajmo pravokutni trokut AABC u kojemu je |ZABC| = 90°,
|£CAB| = 30° i hipotenuza |AC| =2 (Slika 2.). Taj je trokut polovina jednakostrani¢-
nog trokuta pa je [BC|=1 i |AB|= V3.

Produzimo katetu AB preko to¢ke B do
tocke D tako da je |BD|=|BC =1. Vidimo
sada da je |£BDC| = | ZBCD| = 45° i |cD| =2.
Produzimo stranicu CD preko to¢ke C do to¢-
ke E tako daje AE 1.DC, tj. |[LAED| = 90° pa
u trokutu AADE vrijedi da je
| /EAD)| = 180° - 90° - 45° = 45°,

Sto znadi da je | ZEAC| = 15°, a trokut AADE ' je jednakokracan pa je |AE|=|ED|, .
trokut AADE je polovina kvadrata stranice AE i dijagonale AD . Sada je

|ap| 1443 V2(1+43) (a+6
2 2 2 2
ﬁ%@_ﬁ:\@—x/?

2 2

|AE]

|EC| =|ED|—|CD|=|AE|-|CD| =

Dalje je
|ZEAC| = | ZEAD| - | ZCAB| = 45° - 30° = 15°,
pa je u pravokutnom trokutu AEAC

G
sinl5° = |EC| = 2 = J6—\2
|AC]| 2 4
i
J6++2
-_ |AE] 2 V6 +12
cosl5” = = = .
|AC| 2 4
Sada dobivamo da je
V6+42  Jo-\2
coslSo+s?n150: 4 4 :2 6 =\/§,q.e.d.
cos15°—sinl15 \/g+\/§_\/g_\/§ 2

4 4
Dokaz 3. Neka je trokut AABC jednakostranicni kod kojega je
|AB| = |BC| = |CA| =1 (Slika 3.). Produzimo stranicu BC preko tocke B do tocke F
tako da je | ZFAB| = 15°.
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Neka je k kruznica opisana oko trokuta AAFC.
Kroz tocku A povucimo pravac p koji kruznicu k sije-

¢eutocki G, tako daje | ZCAG| =15° Tadaje | LFAG| =
=15°+60°+ 15° = 90°, pa je FG promjer kruznice k.
Slijedi da je |ZFAG| = 90° i da je | ZFCG| = 90°. Neka
je tocka D noziste visine iz tocke B na stranicu AF
trokuta AAFB. 1z pravokutnog trokuta AADB zbog

|AB|=1 slijedi da ‘@0515°=M=|AD| i sin15°=@=|BD|.
jedi dajeosts = 4 4

Slika 3.

Dalje je |£FBA|=180°—60°=120°, pa iz trokuta AAFB slijedi da je | AFB| =
=180° - 135° = 45°. Dakle, trokut ADFB je jednakokracan pa je |DF| = |BD| =sin15°.
Sada imamo da je

|AF| =|AD|+|DF| = cos15° +sin15°. (3)

Oznac¢imo s E nozi$te okomice iz to¢ke Cna pravac p. U pravokutnom trokutu
AACE je |AE|=cos15° i |CE| =sin15°. Sada imamo da je |/GFC| = |ZCAG]| = 15",
kao obodni kutovi nad lukom CG kruznice k, paje|£FGC|=75° Zbog |/BFD| = 45°
je |£GFA| = 45° - 15° = 30°, pa slijedi da je |ZAGF| = 60°. Sada iz jednakosti | ZAGF| +
+ |/FGC| + | £CGE| = 180° dobivamo da je | ZCGE| = 180° - 60° - 75° = 45° pa je trokut
AGEC jednakokraéan. Zbog |AC
|AE| =cos15°,

=1 imamo iz pravokutnog trokuta AAEC da je

EC| = |GE| =sin15°, pa imamo da je
|AG| =|AE|—|GE| = cos15° —sin15°.. (4)

Iz pravokutnog trokuta AAFG sada na osnovi (3) i (4) dobivamo da je
|AF| cos15°+sin15°
= ——,qed
|AG| cos15°—sinl15
Ako ste se ¢itajuci ova rjeSenja uvjerili da i relativno lak zadatak moze biti za-

nimljiv, ¢lanak je postigao svoj cilj, a pogotovo ako pokusate naci jo§ neke nacine
rjesavanja ovog ili slicnog zadatka.

3 =1tg60° =tgZ AGF =
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