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Optimizacija pomocu
gradijentne metode

MARIAN CANCGAREVIE!, SIMUN Z1LoPA$A2, DRAGANA CULINA®

Uvod

U mnogim podru¢jima (ekonomija, medicina, gradevina, fizika...) Cesto se rje-
$enje nekog problema svodi na uporabu neke od metoda optimizacije odnosno odre-
divanja lokalnih ili globalnih ekstrema funkcije. Takoder, zadnjih je godina doslo do
naglog razvoja umjetne inteligencije koja nalazi primjenu u razvoju znanosti, olaksa-
va poslovanje i ¢ini svakodnevni zivot ugodnijim. Algoritmi dubokog ucenja podloga
su modernog pristupa umjetnoj inteligenciji, a ve¢ina njih sadrzi neku vrstu optimi-
zacije, naj¢e$ce optimizaciju gradijentnom metodom [2].

Metode optimizacije op¢enito mogu biti analiticke i numericke, s ogranicenjima i
bez ogranicenja, jednodimenzijske ili viSedimenzijske. Poznate metode optimizacije su
metoda zlatnog reza, parabole, Newtonova metoda, gradijentna metoda, simpleks me-
toda..., a sve one imaju i svoje podvarijante [5]. U ovom je ¢lanku opisana optimizacija
pomocu gradijentne metode i ilustrirana na jednome primjeru. Ukratko je navedeno
potrebno predznanje iz funkcija vi$e varijabli. Na kraju je dan program napisan u ma-
tematickom softwareu SageMath [4] u kojemu je implementirana ova metoda.

Ekstremi funkcija vise varijabli

Navedimo neke dobro poznate definicije i ¢injenice o ekstremima funkcije vise
varijabli [1,3].

Neka je zadana funkcija f:S—=R, SCR",n=2, n€ N. Funkcija f(xl,xz,...,xn)
ima u tocki c= cl,cz,...,cn) lokalni minimum (lokalni maksimum) ako po-

stoji okolina . oko tocke ¢ tako da za svaki x=(x1,x2,...,xn)e(’)c vrijedi

F)=1(x) (1l)=(x)).

Funkcija f (xl,xz,...,xn) je diferencijabilna na skupu S (klase C') ako postoje sve
prve parcijalne derivacije i one su neprekidne. Za proizvoljni x =(x,,x,,...,x,),
vektor
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naziva se gradijent funkcije f u tocki x. Iz definicije gradijenta vidi se da su njegove
skalarne projekcije na koordinatne osi u pravokutnom koordinatnom sustavu parci-
jalne derivacije prvog reda zadane funkcije.

Primjer 1. Izra¢unajmo gradijent funkcije f (x, y) =3x* —2xy utocki (—1,2).
Rjesenje:
jesenj of

P (x,y)=6x-2y, L(x,y)=—2x,
ox ay

i(—1,2)=6-(—1)—2-2=—1o, i(—1,2)=—2-(—1)=2.
0x 0x
Gradijent zadane funkcije u zadanoj tocki je vektor

Vf(-1,2)=(~10,2)" zl—zlo}

Ako diferencijabilna funkcija f (xl,xz,...,xn) u tocki ¢= (cl,cz,...,cn) ima lokalni
ekstrem, onda je Vf (c)=0. Tocke u kojima je gradijent funkcije jednak nul-vektoru
nazivaju se stacionarne tocke. Dakle, nuzan, ali ne i dovoljan uvjet lokalnih ekstrema
funkcije je da se sve parcijalne derivacije u stacionarnoj tocki ponistavaju. Naime,
funkcija moze imati stacionarnu tocku, a ne mora imati i ekstrem u toj tocki.

Primjer 2. Nadimo stacionarne tocke funkcije f (x, y) =3xy—4x+xy°.

Rjesenje:

d d

i(x,y)= 3y—4+y°, l(x,y)= 3x+2xy.

dx ady
Izjednacimo parcijalne derivacije s nulom:

Y’ +3y—4=0, 3x+2xy=0.

Rije$imo sustav:

_ —3%25 -3%5

Jip 5 5 »n=Ly=-4

3
x(3+2y)=0,x=0 . (y=—5 otpada).

Stacionarne tocke funkcije su: (0,1) i (0,—4) (kandidati za lokalne ekstreme).
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Matrica kojoj su elementi parcijalne derivacije drugog reda funkcije
f (xl,xz,. ..,Xx, ) naziva se Hesseova matrica (Hessijan):

i f of O f

ax? axix,  dxos,
’f  Of o' f

H(xl,xz,...,xn)= W @ 0x,0x,
rf &f & f

| 0x,0x;,  0x,0x, @ ]

Primjer 3. Funkciji f (x, y) =3xy—4x+xy’ pridruzimo pripadnu Hesseovu
matricu.
Rjesenje:
Imamo

of of

—=3y—4+y’, —=3x+2xy,
0x dy

P _f & f

—=3 , —5 =0, =2x
dxdy  dydx TS ay*
i prema tome je 0 34+2x
H(x,y)=
3+2x 2x

U prethodnim smo primjerima nasli gradijent funkcije, stacionarne tocke i He-
sseovu matricu. Time smo postavili temelje za nalazenje ekstrema funkcija vise va-

rijabli. Naime, ako je ¢= (cl,cz,...,cn) stacionarna tocka dva puta diferencijabilne

funkcije f (xl,xz,...,x i D, k=12,...,n glavne subdeterminante (minore) pri-

n

druzene Hesseovoj matrici u tocki ¢, onda funkcija f (xl,xz,. coX,

a) akosuD,>0,k=1,2,..,n, imalokalni minimum u tocki c,

b) ako suzaparne k D, >0, azaneparne k D, <0, ima lokalni maksimum u
tocki c,

c) ako je za barem jedan paran k D, <0 ili postoje neparni k i [ takvi da je
D, >0 i D, <0, nema lokalnih ekstrema.

Primjer 4. Odredimo ekstreme funkcije f (x, y) =x’+y’ —3xy.

Rjesengje: 9 9
4 4 i=3x2—3y, l=3y2—3x,
dax ay
0 0 0 0
TF 9T 5 e, T,
daxdy  dydx dx ady
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Izjednac¢imo li prve parcijalne derivacije s nulom, dobiva se
3(x — y)=0
3 ( = x) =0.

Iz prve jednad’be nalazimo y=x" i uvritavanjem u drugu jednadzbu imamo jed-
nadzbu x* —x =0 odnosno

x(x3—1)=0, x(x—l)(xz—x+1)=0.

Zadnja jednadzba daje x, =0, x, =1, akakoje y=x’, tosu y, =0,y, =1, atimei

stacionarne tocke (0,0),(1,1) odnosno kandidati za ekstreme funkcije.

Nadalje je
[6x —3]
o 3]
H(0,0)= =y

H(1,1)= {_63 _63}.

Kako je u tocki (0,0) vrijednost D, =0-0—(—3)-(—3)=—-9<0, zaklju¢ujemo da
funkcija nema ekstrema.

Za stacionarnu to¢ku (1,1) je D =6>01iD,= 6:6—(—3)"(=3)=27>0. Dakle,
funkcija f (x, y) =x’ +y’ —3xy ima lokalni minimum koji iznosi

f(L1)=r+1°-31-1=—1

Gradijentna metoda

Numericke metode optimizacije u kojima se koristi gradijent nazivaju se gra-
dijentne metode. Geometrijski, gradijent Vf(x)#0 ima svojstvo da je okomit na
nivo plohu f(x)=a u proizvoljnoj to¢ki te plohe. Iz tog svojstva proizlazi da gradi-
jent funkcije Vf (x) ima smijer i orijentaciju najbrzeg rasta funkcije i, shodno tome,
—Vf (x) najbrieg pada funkcije. Na slici 1 prikazani su nivo krivulje i gradijenti
funkcije f(x,y) =x"+y.
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Slika 1.

O
NS

Kod gradijentnih metoda cilj je pomocu zadane pocetne aproksimacije ekstre-
ma, ili neke ve¢ izracunate aproksimacije, do¢i do sljedece aproksimacije koristeci
gradijent, kao $to je idejno pokazano na slici 2.

Slika 2.

Korak aproksimacije dan je sljede¢om formulom za maksimum
L) 041w (x9)

odnosno za minimum

A = 0 _ ) v ( x(k)) _
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Prethodno uvedene iteracije omogucuju kretanje prema maksimumu i minimu-
mu u smjeru gradijenta samo ako su sve vrijednosti 4,,k =1,2,...,n pozitivne. Po-
stoje razli¢ite moguc¢nosti odabira koraka 4, , a najve¢i je problem kako ga odabrati
tako da se osigura konvergencija niza iteracija prema kriti¢noj tocki zadane funkcije.
Izaberemo li ¢vrsti korak u svim iteracijama imamo metodu konstantnog spusta. Ve-
liki problemi mogu nastati pri izboru koraka. Izabere li se preveliki korak, postoji
mogucnost da se preskoci tocka ekstrema, a opet premali korak iziskuje velik broj
iteracija i velik broj izrac¢una. Izabranim korakom treba osigurati da je vrijednost
funkcije kod ra¢unanja minimuma svakim korakom manja, odnosno gradijent funk-
cije sve blizi nuli. Tako jedan od kriterija zaustavljanja algoritma moze biti

E(Gf (x k))) <e,

i=1\ 0%

1

gdje je € unaprijed zadani mali pozitivan realan broj.

Ako u k%) = x®) - A Vf (x(k) ) korak A, >0 biramo tako da minimiziramo funk-
ciju jedne varijable

g(1)= f(x(k) —AVf (x(k) )), A=0
dobiva se metoda najbrzeg spusta. Minimizaciju funkcije g(A) moze se provesti ne-

kom od metoda jednodimenzijske optimizacije (npr. Newtonova metoda, metoda
parabole, metoda bisekcije...).

Primjer 1. Metodomnajbrzegspustaminimizirajmo funkciju f (x, y) =x’+y’ —3xy
pocevéi od tocke (2,2).

Rjesenje:

Gradijent funkcije je

o] a2

3y* —3x 3:2°=3-2

(1) (0) .
S IR © ©)_ 2 B 6 3 2—61
Lm}‘[y(o)} Wf(x 4 )_{2 A 6| [2—62

g()=f(x", V)= (2-61) + -6y —3(2—61)(2~61) =
=(2-64)(4—124-3)=(2—61)" (1-124)

g'(A)=2(2-6A)(=6)(1—-124)+(2—61)*(-12)=
=—12(2-64)(1-124+2-61)=—36(2—61)(1—64).
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g(A)=0za == 4, ==

1
6

1
Izaberimo A = PR

[x(l)] 2—6-
o=
y 2—6-

AN |~ |+~
Il
—
—_
IR

Provjerimo gradijent funkcije u tocki (1,1):

V(L) = —3-12—3-1}{2]

3-1=3-1

Ocito je minimum funkcije u to¢ki (1,1) (to smo i znali jer smo ga nasli analiti¢ki) i
iznosi
fL1)=r+1’-311=-1

Napomena. Osim analiti¢ki, to¢ku minimuma funkcije jedne varijable g (1) moze se
naci nekom od metoda numeri¢kog rjesavanja jednadzbe g'(1)=0.

Primjer 2. Rije$imo isti primjer bez jednodimenzijske optimizacije koriste¢i istu po-
¢etnu toc¢ku i korak 4 =0.1 (metoda konstantnog spusta).

3x2 -3 3.-22-3.2 6
Vf(x,)’)=[3y2_3ﬂ, Vf(z,z):[mz_“}:M

O] [x© 2 6] [2-06] [1.4
_ _ (0) () _ _ _ _
L(l)} - L(o)} ’Wf(x Y ) B M O'IM B {2—0.6} - L.J

Usporedimo vrijednosti funkcije u pocetnoj i dobivenoj aproksimaciji:

RjeSenje:

f(2,2)=8+8-12=4, f(1.4,14)=14"+14’-3-1.4-1.4=-0.392

Ocito se vrijednost funkcije smanjuje.
Prijedimo na sljede¢u aproksimaciju:

() ) 2
x x 1.4 314> —3-1.4
@], _’Wf(x(l)’y(l))z{ }_0'1[ ’ ]
y y 1.4 3-1.4°—3-1.4
{1.4] {1.68} [1.232}
= -0.1 =
1.4 1.68| [1.232
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Usporedimo vrijednosti funkcije u zadnje dvije aproksimacije:
£(1.232,1.232) =1.232° +1.232° —3-1.232-1.232 = —0.814
Vrijedi da je
f (x(Z) ’ y(2) ) <f (x(l) ’ y(l) )
Nadalje je

() ) 2
x x 1.232 3-1.2322—3-1.232
» 1= o —/IVf(x(z),y(z))= —0.1 5
H© P 1.232 3-1.232* —3-1.232
1.232 ol 0.8601 [1.232—0.086] [1.146
11232 |0.860| |1.232—0.086| |1.146
Izraéunaj ijed funkcij ( ) (3))'
jmo vrijednost funkcijeu {x, y* ):

£(1.232,1.232) =1.146> +1.146” —3-1.146-1.146 = —0.930

Cetvrta aproksimacija je
(4) (3) 2
x x 1.146 3-1.146* —3-1.146
w =] o PV (0 0) = ~0.1 i
Y@y 1.146 3-1.146” —3-1.146
1.146 o 0.500| [1.146—0.050] [1.096
T |1.146| 7[0.500| |1.146—0.050 | [1.096

Analognim postupkom nalaze se:

x| T1.064 X9 [1.044 X7 T1.030 x®] T1.021
) ~|1.064] »© “|1.044 | 4 ~l1.030] »® 1021

Uvrstimo li vrijednosti 8. aproksimacije u analiticki zadanu funkciju, dobiva se:

£(1.021,1.021) =1.021° +1.021° —3-1.021-1.021 = —0.9987

(prisjetimo se da je to¢na vrijednost minimuma funkcije —1) .

Iz provedenog racuna vidi se da je gradijent u svakoj sljedecoj aproksimaciji sve

(k)

blizi i blizi nuli (nulvektoru). Zanimljivo bi bilo vidjeti $to se dogada s nizom x**’ ako

se nakon nekoliko iteracija mijenja korak 4.
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SageMath program za optimizaciju pomocéu gradijentne
metode

Ako se posluzimo rac¢unalom i primijenimo neki matematicki software, onda se
problem optimizacije primjenom gradijentne metode bitno pojednostavnjuje. Tako
se pomocu SageMath programa prethodno navedeni primjer moze rijesiti na sljedeci
nacin:

#gradijentna metoda, korekcija koraka

var(‘x,y’)

f = xA3+yA3-3*x*y

x0=2.;y0=2.

a=0.1

n=0

G11=diff(f,x).subs(x=x0,y=y0)

G21=diff(fy).subs(x=x0,y=y0)

GO=Matrix(RR,2,1,[G11,G21])

while norm(G0)>10.A-3:

G11=diff(f,x).subs(x=x0,y=y0)
G21=diff(f,y).subs(x=x0,y=y0)
GO=Matrix(RR,2,1,[G11,G21])
r0=Matrix(RR,2,1,[x0,y0])
r=r0-a*GO0
x1=r[0,0];y1=r[1,0]
if f(x=x1,y=y1)<f(x=x0,y=y0):
x0=x1;y0=y1
n=n+l
else:
a=0.5%a

x0,y0,n,GO, f(x=x0,y=y0)

([0.000587521417269699] 1.00013704999222, 1.00013704999222, 22,
[0.000587521417269699], -0.999999943646751)

Nakon 22 iteracije dobiva se tocka minimuma
(1.00013704999222,1.00013704999222),
vrijednost minimuma
—0.999999943646751
i gradijent u tocki minimuma

0.000587521417269699
0.000587521417269699 |
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Isti primjer izborom malog ¢vrstog koraka (a=0.1) moze se rijesiti na sljedeci
nacin:
# gradijentna metoda bez korekcije koraka
vars = var(xy’)
f=xA3+yA3-3*x*y
x0=2;y0=2.
a=0.1
n=0
G11=diff(f,x).subs(x=x0,y=y0)
G21=diff(fy).subs(x=x0,y=y0)
GO0=Matrix(RR,2,1,[G11,G21])
while norm(G0)>10./-3:
r0=Matrix(RR,2,1,[x0,y0])
r=r0-a*G0
x0=r[0,0];y0=r[1,0]
G11=diff(f,x).subs(x=x0,y=y0)
G21=diff(f,y).subs(x=x0,y=y0)
n=n+1
GO0=Matrix(RR,2,1,[G11,G21])
x0,y0,n,GO0, f(x=x0,y=y0)

([0.000587521417269699] 1.00019580213395, 1.00019580213395, 21,
[0.000587521417269699], -0.999999884969560)

Nakon 21 iteracije dobiva se tocka minimuma
(1.00019580213395,1.00019580213395),
vrijednost minimuma
—0.99999988496956
i gradijent u tocki minimuma
0.000587521417269699
0.000587521417269699 |

Smanjenje koraka (a = 0.5a) realizira se u trenutku kada vrijednost funkcije u teku¢oj
aproksimaciji nije manja nego u prethodnoj. To se dogodilo, prema dobivenim rezul-
tatima iz drugog koda, u jednom slucaju.
Ako optimiziramo korak 4 (u programu ¢, jednodimenzijska optimizacija):

vars = var(xy t')

f=xA3+yA3-3*x*y
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x0=2.;y0=2.
n=0
G11=diff(f,x).subs(x=x0,y=y0)
G21=diff(f,y).subs(x=x0,y=y0)
GO0=Matrix(RR,2,1,[G11,G21])
while norm(G0)>10.A-3:
assume(t>0)
g(t)=f(x=x0-t*G11,y=y0-t*G21)
a=find_local_minimum(g,0,0.5)
r0=Matrix(RR,2,1,[x0,y0])
r=r0-a[1]*GO0
n=n+1
x0=r[0,0]
y0=r[1,0]
G11=diff(f,x).subs(x=x0,y=y0)
G21=diff(f,y).subs(x=x0,y=y0)
G0=Matrix(RR,2,1,[G11,G21])

r,n

array([[ 1.],
[LID, 1)

Nakon izvrsenog koda vidimo da se tocka minimuma podudara s rjesenjem koje

se dobilo u 1. primjeru nakon prve iteracije. Pri jednodimenzijskoj optimizaciji ko-
raka A koristena je numericka metoda find_local_minimum (g,a,b) softwarea Sa-
geMath koja kao rezultat vraca dvodimenzijski vektor s komponentama vrijednosti
minimuma funkcije g i tocke minimuma.
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