Poucak 88

IZ NASTAVNE PRAKSE

Duljina kruznog luka i povrsina
kruznog isjecka
(bez izvodenja i koristenja formula)

RENATA SVEDREC!

U Kurikulumu nastavnog predmeta Matematika jedan je od ishoda MAT OS
D.7.4. Racuna i primjenjuje opseg i povrsinu kruga i njegovih dijelova. U razradi od-
gojno-obrazovnog ishoda navedeno je: Modelira povrsinama i opsezima geometrijskih
oblika (krug i dijelovi, kruznica i dijelovi, kruzni vijenac) rjeSavanje problemske situa-
cije. U preporukama za ostvarivanje odgojno-obrazovnih ishoda navedeno je: Ovim
se ishodom ne provjerava tehnika racunanja, nego ucenikovo logicko razmisljanje i spo-
sobnost analize problema.

Uvazavajuci navedeno, odlucila sam se za pristup u kojemu ucenici nece koristiti
gotove formule, nego ¢e odabranim zadatcima racunanja duljine kruznog luka i po-
vrdine kruznog isjecka pristupati na razini rjeSavanja problema. Temi sam posvetila
dva blok-sata, uz dodatne aktivnosti nakon pisane provjere.

Sasvim ocekivano, neki su ucenici pruzali otpor takvom nacinu rada, oc¢ekujuci
gotove formule i .recepte” prema kojima Ce rjesavati zadatke. Drugi dio ucenika bio
je zadovoljan jer su u rjesavanju mogli improvizirati. Upravo su me te improvizacije
motivirale za pisanje ovoga ¢lanka.

Prvi blok-sat: Uvodne .glavolomke”

Uza sve zaobljene rubove na slici potrebno je postaviti ogradu. Kolika je duljina
te ograde ako je duljina stranice kvadrata 20 metara? Kolika je ukupna povrsina svih

kruznih isjecaka na toj slici?

'Renata Svedrec, OS Otok, Zagreb
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DULJINA KRUZNOG LUKA...

Ucenici su zadatak rjesavali u parovima i svi su bez problema uocili da su za-
obljeni rubovi polovina, ¢etvrtina i osmina kruznice s polumjerom duljine 10 m, a
kruzni su isjecci polovina, ¢etvrtina i osmina kruga istog polumjera.

Izra¢unali su duljinu cijele kruznice odnosno povrsinu cijeloga kruga, dobiveni
rezultat podijelili na 2, 4 i 8 jednakih dijelova te dobivene rezultate zbrojili. No, neko-
liko je parova postupak ubrzalo uvazavajuci ¢injenicu da je zbroj polovine, ¢etvrtine
i osmine jednak sedam osmina. Na taj su nacin do rjesenja dosli brze i «elegantnije”

Nakon komentiranja dobivenih rjesenja, ucenici su nastavili s rjesavanjem slje-
deceg zadatka:

Zadatak 1.

Izrac¢unaj opseg i povrsinu osjencanih dijelova kvadrata ako je duljina stranice

svih kvadrata jednaka 10 cm.

Uvazavajudi ¢injenicu da je opseg lika zbroj duljina linija (ravnih i zaobljenih)
koje omeduju lik, problema s racunanjem opsega uglavnom nije bilo.

Ucenici su brzo uocili da ni u jednom od ovih slucajeva nije moguce izravno
izracunati povrsinu. Zakljucili su da trebaju izracunati povrsinu kvadrata i od dobi-
venog rezultata oduzeti povrsine dijelova kruga.

No, na posljednjoj se slici pojavio novi problem! Kako izracunati povrsine .ma-
lih bijelih dijelova’?
Jedan je ucenik sugerirao podjelu pocetnog kvadrata na cetiri sukladna dijela,

kao na slici.

Ucenici su na slici uocili Cetiri ¢etvrtine kruga od kojih su dvije osjencane, a
dvije nisu. Zakljuc¢ili su i da su mali bijeli dijelovi zapravo .ostatak” malog kvadrata iz
kojega i (izrezana” ¢etvrtina kruga.

Nekolicina (bistri¢a” brzo je zakljuc¢ila da mogu zamijeniti sive i bijele dijelove:

A K g
\ / \ >z ¢ime ce dobiti vrlo jednostavnu sliku. \ /

Nastupilo je veliko iznenadenje: povrsina osjenc¢anog lika na posljednjoj slici
jednaka je polovini povrsine kvadrata!
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Nakon toga ucenici su dobili listi¢ sa zadatcima za samostalno rjesavanje.

1.

Izracunaj pa usporedi povrs$ine osjenc¢anih likova na slikama (duljina stranice svih
kvadrata je 12 cm).

AN (O
A A

(Zakljucak da prva dva lika imaju jednake povrs$ine vec¢ina ucenika vidjela je iz
aviona’, no da jednaku povrsinu ima i sivi dio na trecoj slici - bilo je iznenadenje.)

Duljina stranice nacrtanih kvadrata iznosi 20 cm. Izracunaj opseg i povrsinu obo-

jenih likova:

(Jednaki opsezi? Ma, ne, nisu! Prvi lik ima veci opseg. A kolika je povrsina drugoga?
Novo iznenadenje — nakon malo rezanja i preslagivanja opet je popunjena polovi-
na kvadrata!)

Dakle, ako su stranice kvadrata jednakih duljina, likovi prikazani na donjim slika-

ma imaju jednake povrsine.
AN
WY

Izrac¢unaj opseg i povrsinu bijelog dijela lika ako su duljine stranice pravokutnika
8 cm i 4 cm. Koliki postotak kvadrata zauzima bjelina?

Iz jednoga kvadrata sa stranicom duljine 4 dm izrezana su Cetiri (najve¢a mogu-
¢a) sukladna kruga. Iz drugoga, njemu sukladnog kvadrata, izrezano je $esnaest
(najve¢ih mogucih) sukladnih krugova. Koliki je postotak materijala otpao kod
prvoga, a koliki kod drugoga kvadrata?
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(Jednako?! Ma ne, nemoguce!

Duljina polumjera krugova na prvoj je slici 10 cm, povrsina svakoga od njih pri-
blizno je 314 cm? pa sva Cetiri kruga imaju povrsinu priblizno 1256 cm?. Duljina po-
lumjera krugova na drugoj slici je 5 cm, povrsina svakoga od njih priblizno je 78.5 cm?,
pa svih $esnaest krugova ima povrsinu priblizno 1256 cm?. Moguce, moguce...)

5. Duljina stranice velikog kvadrata je 20 cm, a promjer ma-
N Dulj likog kvadrata j promj

lih krugova sukladan je polumjeru velikih. Postotkom iskazi
obojeni dio povrsine velikoga kvadrata.

Drugi blok-sat: Nastavak istrazivanja

Uvod u sloZenije zadatke bio je jedan od zadataka postavljenih za domacu zadacu:

Izracunaj povrs$inu osjencanih dijelova kvadrata ako je duljina stranice kvadrata 12 cm.

AR

Nije bilo tesko zakljuciti da likovi na drugoj i trecoj slici imaju jednake povrsine
(Cetiri latice”, samo u drugacijem polozaju), kao i da su te povr$ine dvostruko vece
od povrsine lika na prvoj slici. No, kolike su te povr$ine? Za rje$avanje prvog dijela
zadatka klju¢no je bilo odrediti povr$inu jednog kruznog odsjecka (tj. povr$inu po-
lovine .Jlatice”):

| 51



Poucak 88

/ Najlaksi je nacin izracunati povrsinu Cetvrtine kruga (ovdje s polumjerom
duljine 6 cm) i od te povrsine oduzeti povrsinu jednakokra¢nog pravokutnog
trokuta (ovdje s katetama duljine 6 cm).

Nakon komentiranja i provjere rjeSenja preostalih zadataka iz domace zadace,
ucenici su samostalno ili u parovima nastavili rjeSavati nove zadatke vezane uz krug,
kruznicu i njihove dijelove.

Zadatak 1. Polumjeri svih kruznica na slikama su jednaki. Koji od nacrtanih
likova ima veci opseg?
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Vecem broju ucenika zadatak je na pocetku bio zbunjujudi: .Profesorice, zar ne
pise kolika je duljina polumjera?”. Nekolicina u¢enika smijala se i govorila: .Nije vaz-
no, uzmi bilo koliko, samo da je jednako!”. Naravno da je manjina (uglavnom) bila
u pravu. Nitko ne trazi odgovor na pitanje koliki su ti opsezi niti za koliko je jedan
opseg vedi ili manji od drugoga... Tek nakon komentiranja shvatili su da uopce ne
trebaju racunati!

Oba lika u zadatku a) imaju opseg jednak opsegu triju krugova zadanog po-
lumjera (4 polovine i 4 ¢etvrtine kruznice).

Prvi lik u zadatku b) ima opseg jednak opsegu cetiriju krugova zadanoga po-
lumjera (8 polovina), dok je opseg drugog lika u tom zadatku jednak opsegu pet
krugova zadanog polumjera (4 polovine i 4 puta tri ¢etvrtine).

Zadatak 2. Iz kvadrata sa stranicom duljine 12 cm izreza- \
ni su sivo obojeni dijelovi prikazani na slici. Koliki je postotak
otpadnog materijala?
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Prije rjesavanja zadatka nekoliko je ucenika izlozilo svoju ideju o nacinu rjesa-
vanja ovog zadatka. Odmah je otklonjena ideja da je povrs$ina .crva” tri puta veca od
povrsine jednog kruga (3to su predlozili neki ucenici).

Podijelimo li «crva” kao $to je prikazano na slici, uocit ¢emo 10 Cetvrtina kruga
(oznaceni brojevima od 1 do 10), sve s polumjerima duljine 3 cm i dva sukladna
«dodatka” (oznacena brojevima 11 i 12). Ti su dodatci nadopune cetvrtine kruga do
kvadrata sa stranicom duljine 3 cm, pa i njihove povrsine ucenici znaju izracunati.

AR,
1,

9 10

Povrsinu otpadnog materijala dobit ¢e tako da zbroje povrsine svih 12 dijelova i
dobiveni zbroj oduzmu od povrsine kvadrata.

Ocito je da je, umjesto racunanja povrsina tih nadopuna, mudrije obojenu povrsi-
nu izracunati kao zbroj povrsina osam cetvrtina kruga (tj. dva cijela kruga) i povrsina
dvaju malih kvadrata.

Povrsinu «crva’ mozemo odrediti i tako da od povrsina tri- \
ju krugova oduzmemo povrsine tamnije istaknutih latica. Svaka
od latica presjek je dviju cetvrtina kruga unutar malog kvadrata
pa njezinu povr$inu mozemo izracunati kao razliku povrsina
dvije ¢etvrtine kruga polumjera duljine 3 cm i povrsine kvadrata \

sa stranicom duljine 3 cm.

Ucenici koji su dosli do to¢nog rjesenja rjesavali su ve¢inom na prvi ili drugi na-
¢in. Tre¢i nacin nije uocen pa sam ga namjeravala prokomentirati nakon $to ucenici
prikazu svoja rjesenja. Na Zalost — nisam stigla, no kasnije se pokazalo — dobro da
nisam!... U¢enicke su ideje bile tesko predvidive!

U nastavku su prikazane tri razradene ideje - nacina rjesavanja zadatka (od ko-
jih prva nema tocan konacni rezultat).
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Prvi nac¢in: Ovo zakljucivanje djeluje malo osebujno, komplicirano i zbrkano, ima i
pogresaka u zapisivanju, ¢ak je u konacnici izracunat postotak sivog dijela, ali - vri-
jedno je paznje kao ideja.
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Drugi nacin: rjesavanje je uredno, jasno i precizno zapisano, ali uz sitnu racunsku
pogresku:
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Tredi nacin: .promjena smjera gledanja”
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Pisana provjera znanja

Potaknuta «pluralizmom ideja’, na pisanoj sam provjeri, kao bonus zadatak u di-
jelu koji je ocijenjen kao rjesavanje problema, u¢enicima postavila zadatak da izracu-
naju povrsinu osjencanog dijela kvadrata sa stranicom duljine 20 cm. (Bonus zadatak
u dvije skupine pisanih provjera.)

v »

«naranéa «zeko”

Bonus, naravno, nisu rjesavali svi ucenici, niti su sva rjeSenja bila to¢na. Ali,
razveselili su me nacini razmisljanja i zakljucivanja.
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Prvi nacin: racunanje povrsine polukruga i latice:
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Drugi nacin: racunanje povrsine latica (na drugi nacin, uz pogresku u ra¢unanju):
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Treci nacin: racunanje povrsine bjeline:
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Prvi nacin: racunanje povrsine isti¢a” ili «uha” i malog kruga (oznake nisu «naj-
sretnije”!)
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Drugi nacin: ra¢unanje povrsine kruznog odsjecka
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Tredi nacin: racunanje povrsine bijelog dijela
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I za kraj - mini projekt: (Umjetnost u geometrijskim oblicima”

Duljina stranice velikog kvadrata na slici je 12 cm, a stranica malog kvadrata ima
duljinu od 8 cm (kvadrati imaju zajednicko sjeciste dijagonala).

Nacrtaj na takvim predloscima najmanje cetiri slike (razli¢ite od prikazanih pri-
mjera) koje ¢e zadovoljavati sljedece uvjete:

— biti simetri¢ne

- sadrzavati krugove / polukrugove / kruzne isjecke / kruzne odsjecke, pri cemu sve
koristene kruznice moraju imati jednaki polumjer duljine 2 cm

Izracunaj povrsinu osjen¢anog dijela najmanje dviju od nacrtanih slika!

Pri crtanju je dopusteno koristenje programa dinamic¢ne geometrije.

Primjeri slika
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Za rje$avanje ucenici su imali 14 dana, a svoja su rjeSenja mogli predati u digi-
talnom obliku, na papiru ili kombinirano (slike u digitalnom, a ra¢une na papiru).

N ACA

Neke od dobivenih slika (nacrtane rukom na isprintanom predlosku):

NN
\ \

J
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Vecina ucenika odlucila se za crtanje uz pomo¢ racunala i alata dinami¢ne geo-
metrije pa su napravili i veci broj crteza nego je bilo potrebno. Ovo su (neki) njihovi
radovi, slozeni po sli¢nosti motiva (a ne po autorima).
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Ovo su cetiri rukom crtane slike koje su se «izdvojile” svojom originalnosc¢u,
izvedbom, precizno obja$njenim strategijama rjesavanja i racunanja.
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2. SLIKA
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Zbog potrebe ra¢unanja povrsine odredeni broj ucenika idao je linjjom manjeg
otpora pa se odlucivao za sasvim jednostavne motive. No, bilo je i pojedinaca koji su
se zaista potrudili i efektnim slikama i mukotrpnijim racunanjima. Maste nije ne-
dostajalo, no nekim .slikama” ucenici ipak nisu uspjeli dobro izracunati povrsine, a
nekima, iskreno, nisu ni pokusali.

Posebno je bilo problema s onima na kojima su trebali vi$e puta .mijenjati po-
gled”, tj. nesto oduzimati pa nesto drugo zbrajati. (Neki su se ucenici pozalili da nisu
imali formulu po kojoj je trebalo izra¢unati!)

Efektni motivi i ornamenti posluzili su i za ponavljanje pojmova osne i centralne
simetrije, osnosimetri¢nih i centralnosimetri¢nih likova te pojma translacije. Slike
su sacuvane, a odabrane planiram iskoristiti u osmom razredu (primjena Talesova i
Pitagorina poucka).
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