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CIR MODEL I NJEGOVA PRIMJENA NA DRZAVNE
VRIJEDNOSNICE REPUBLIKE HRVATSKE

Sedamdesetih godina proslog stoljeca, u takozvanoj zlatnoj dekadi
po pitanju primjene teorije vjerojatnosti i stohastickih procesa u
financijama, nastala je i nova teorija vremenske strukture kamatnih stopa.
Nova teorija se u ovom radu najprije izlaZe, a zatim i aplicira na
ras¢lambu driavnih vrijednosnih papira emitiranih od strane Republike
Hrvatske na domacem i medunarodnom triistu vrijednosnica. Nakon
Sto se izloZi kako se gradi opci (jednofaktorski i difuzijski) model
vremenske strukture kamatnih stopa, pokazuje se jedna, vjerojatno
najcesce koristena varijanta tog modela: (jednofaktorski) Cox, Ingersoll,
Rossov (CIR) model. Na temelju podataka vremenskog presjeka o cijeni
i datumu dospijeca drZavnih vrijednosnica Republike Hrvatske vrsi se
ocjena parametara CIR modela, a zatim daje prognoza kretanja kamatnih
stopa (stopa prihoda) za vrijeme od narednih pet godina za dva datuma
u 1997.1 1998. godini. Rezultirajuce krivulje stope prihoda su inverzne
(padajuce).

Uvod

Teorija vjerojatnosti relativno se dugo koristi u financijskom modeliranju’,
ali do prave revolucije kod problema razvitka i primjene veoma sofisticirane
matematicke grade u financijskom modeliranju dolazi tek na pocetku sedamdesetih

. * Z. Aljinovié, dr. sc., i S. Pivac, mr. sc., asistentice su na Ekonomskom fakultetu u Splitu; B.
Sego, prof. dr. sc., izvanredni profesor na Ekonomskom fakultetu u Zagrebu. Clanak primljen u
uredniStvo: 30. 1. 2003.

'D. Lamberton i B. Lapeyre (Lamberton, 1996, str. vii) isti¢u kako ve¢ godine 1900. francuski
matematicar L. Bechelier, pokuSavajudi izgraditi “teoriju Spekulacije” (“Theorie de la speculation”),
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godina. To se, po mi§ljenju mnogih, moZe pripisati jakom valu financijskih inovacija
na trzistima kapitala u to vrijeme. Mnogi radovi iz toga razdoblja veoma su aktualni
i danas.” Iako su se modeli nastali u tome razdoblju mijenjali i razvijali, to je “zlatno
desetljece” dalo novu dimenziju primjeni teorije vjerojatnosti i stohastic¢kih procesa
u financijama. Primjena stohastickih procesa uznapredovala je kod velikog broja
problema iz podrucja financija, pri ¢emu se vrednovanje opcija i vrijednosnica s
varijabilnim kuponima (to jest s varijabilnom kamatnom stopom) smatra najvaznijim
motivima za uvodenje stohastickih procesa u financije, zbog izrazite neizvjesnosti
kada se radi o dotoku novca koji ove vrijednosnice generiraju. U tome razdoblju
nastaje i nova teorija vremenske strukture kamatnih stopa koju u ovome radu najprije
izlaZzemo, a zatim apliciramo na raS¢lambu drZavnih vrijednosnih papira koji je
emitirala Republika Hrvatska na domaéem i medunarodnom trZistu vrijednosnica.
Vremenska struktura kamatnih stopa modelira se uvodeci neizvjesnost, i to ponaj-
prije s obzirom na kretanje kratkorone kamatne stope kao klju¢ne varijable koja
odreduje stanje ekonomije u razmatranome trenutku. Veéinu tih modela karakteri-
ziraju sli¢ne pretpostavke i svojstva. Ono po ¢emu se razlikuju pojedini modeli
jest kojim se specifiénim difuzijskim procesom prikazuje kratkorocna kamatna
stopa. Posto izloZimo kako se gradi op¢i (jednofaktorski i difuzijski) model vremen-
ske strukture, pokazat ¢emo jednu, vjerojatno najcesSée koriStenu, varijantu tog
modela: (jednofaktorski) Cox, Ingersoll, Rossov (CIR) model.

Kratkorocna kamatna stopa

Jednofaktorski CIR model sadrZi samo jednu varijablu. To je kratkorocna
kamatna stopa®, a nju mozemo definirati kao stopu povrata koju e investitori
ostvariti u tijeku sljedeceg veoma kratkog vremenskog intervala. Oznacimo li sa
r(t) kratkoro¢nu kamatnu stopu u nekom trenutku 7, moZemo je definirati ovako®:

r(1) =limR(z, T) 1

Bududi da je ova varijabla klju¢na u svim kontinuiranim modelima vremenske
strukture kamatnih stopa, vazno je utvrditi njezina obiljeZja i nac¢in kako ju je moguce

otkriva nesto §to danas nazivamo Brownovim gibanjem (Wienerov proces) i koristi se time ¢ime se
uvelike koristimo.

2 Primjerice, Black i Scholes godine 1973. objavljuju rad “The Pricing of Options and Corporate
Liabilities” u kojem daju, i danas nezaobilazan, model za vrednovanje opcija.

3 Uobicajeni su i engleski nazivi: very short term interest rate, spot interest rate.

* Ovako definiranoj kratkoro¢noj kamatnoj stopi u praksi je najbliza prekonoéna kamatna stopa.
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aproksimirati. Dakle, u nekom trenutku # r(z) oznaCuje stopu povrata u sljedeem
vrlo kratkom vremenskom intervalu. Zbog toga Sto su buduée vrijednosti kratko-
ro¢ne kamatne stope nepoznate i neizvjesne, pretpostavlja se da je r(¢) stohasticki
proces, tocnije difuzijski stohasticki proces. Poznato je da su difuzijski procesi,
zapravo, jedna klasa Markovljevih stohastickih procesa, pa ¢emo se najprije
podsijetiti $to je Markovljev proces.

Stohasticki proces {X, te T} naziva se Markovljevim procesom ako za svaki
prirodni broj n = 3, svaki izbor ¢t < t, <...<t, iz skupa T i svaki moguci izbor
realnih brojeva X;,Xy ..., X, , Vrijedi jednakost

[ s
P\A < xni(X

In

; \ v o<, v o)
=X, &, :xl)}: P(Atn S| E X )

- (2)

Posljednjom jednakoS¢u iskazuje se Cinjenica da razdioba vjerojatnosti
slucajne varijable X, u trenutku # =¢ ovisi samo o vrijednosti x, , procesa u
prethodnom trenutku ¢, (f,_, <t), ali ona ne ovisi o vrijednostima
X,_0,X,_3 .-, X; TAZMatranog procesa u prijaSnjim trenucima t,_, >¢,_,>..>1t,.
Drugim rijec¢ima, pretpostavlja se da su vrijednosti kratkoro¢ne kamatne stope u
buducénosti odredene samo njezinom sadasnjom vrijedno$¢u, a neovisne su o
vrijednostima koje su prethodile sada$njem stanju. Razdioba vjerojatnosti segmenta
{r(7), T = t} u potpunosti je odredena vrijednosS¢u od r(?).

Sada ¢emo definirati difuzijski stohasticki proces.

Kontinuirano vrijedan® Markovljev proces x(1),t € [0, T], naziva se difuzijskim
procesom ako njegova prijelazna vjerojatnost P(s.x,t,B)® zadovoljava sljedeca tri
uvjeta za svaki s € [0,T],x € Rie>0:

) lim—l— J-P(s,x,t,dy):O;

tos f — ¢
|y~x|>5

(i) postoji realna funkcija f{s,x) takva da je

1
lim — [Or=x)P(s,x,1,d9) = £(s,%);
tos f— g

|y-x|£g

5 Stohasti¢ke procese moZemo podijeliti na procese s diskretnim vrijednostima i na procese s
kontinuiranim vrijednostima. Ako je X, diskretna slucajna varijabla za svaki te T kaZemo da je
{X;: t € T} stohasticki proces s diskretnim vrijednostima, ako je pak X kontinuirana je slu¢ajna
varijabla za svaki te T, {X: t € T} stohasticki proces s kontinuiranim vrijednostima. Govori se jo§ o
diskretno vrijednim i kontinuirano vrijednim stohastickim procesima.

* P(s,x,t,B)=P[x(t) € Blx(s)=x]
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(iii) postoji realna funkcija h(s,x) takva da je

lim—— [ (y=x)? P(s,x,1,dy) = h(s,x).

tos f— ¢
|y-x|<e
f(s,x) se naziva ciljnim koeficijentom (drift coefficient), a h(s,x) difuzijskim
koeficijentom (diffusion coefficient) difuzijskog procesa x(t).

Uocimo da uvjet (i) znaci da velike promjene od x(#) u kratkom vremenskom
intervalu nisu vjerojatne.

Navodimo sada jedan vazan teorem ¢iji dokaz ovdje ne¢emo provoditi.’

Teorem. Neka je zadana stohasticka diferencijalna jednadZzba (SDJ)
dx(t) = f(t,x(t))dt +o(t,x(t))dz(t) 3)

s poCetnim uvjetom x(0,0) = c(w) = c i pretpostavimo da ona ima jedinstveno
rjeSenje x(t), t € [0, T]. Dalje, pretpostavimo da su funkcije f i ¢ kontinuirane s
obzirom na ¢. Tada je rjeSenje x(¢) difuzijski proces sa ciljnim koeficijentom f{#,x) i
difuzijskim koeficijentom (¢, x) = o> (¢,x).

Dakle, difuzijski proces x(#) zadovoljava SDJ (3). JednadZba (3) predstavlja
opéi oblik poznate Itoove SDJ, gdje je x =x(t) = x(¢,®) stohasti¢ki proces
definiran na nekom prostoru vjerojatnosti (,F, P)zat € [0,%) ili t € [0,T] .
Pritom je z =z(#,w) = z(¢) Wienerov proces® na istom prostoru vjerojatnosti.

U Itoovoj SDJ (3) funkcija f{t,x) predstavlja (uvjetno) ocekivanje, a funkcija
o’ (t,x) varijancu stohastiCkog procesa x(1).

Lako se tu pokazuje da difuzijski proces r(¢) zadovoljava Itoovu SDJ

dr(t)= f(t,r(t))dt+g(tr(t)dz(t), 4)

edje je f(t,r(1)) ciljni koeficijent, g*(t,r (1)) difuzijski koeficijent (varijanca) i

Z(t) y standardni Wienerov proces, pa uofavamo da kontinuiranost “osigurava”
malu vjerojatnost da ¢e se dogoditi nagle i velike (skokovite) promjene vrijednosti
od r(t).

7 Dokaz se mozZe naéi u Arnold, 1974, str. 153.

8 Wienerov proces stohasticki je proces {z(t), t € [0,%)} za koji je z(f) normalno distribuirana
slu¢ajna varijabla s oCekivanjem nula i varijancom s*(t)=s*(1)'¢ za svaki ¢t >0 , dok je z(0)=0 s
vjerojatnoscu 1.
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Opcenito o difuzijskim modelima vremenske
strukture kamatnih stopa

Vedina difuzijskih modela vremenske strukture kamatnih stopa zasniva se na
tzv. nearbitraznom principu i karakterizirani su slicnim pretpostavkama i svojstvima:

i) Modeli su jednofaktorski, to jest postoji jedinstvena varijabla koja odreduje
stanje ekonomije u vremenu # i u svim je modelima to kratkorocna kamatna
stopa r(¢) koju smo definirali jednadzbom (1);

it) kratkoro¢na kamatna stopa ima svojstva difuzijskog procesa (iz toga
proizlazi i naziv “difuzijski modeli vremenske strukture kamatnih stopa”),
pa je zadana Itoovom SDJ (4);

iii) trZiSte je efikasno: sve su relevantne informacije dostupne istovremeno
svim investitorima, ne postoje porezni ni transakcijski troSkovi i svaki se
investitor ponasa racionalno (koristi se svim dostupnim informacijama,
Zele¢i maksimirati svoj prihod). Ta pretpostavka implicira da svi investitori
imaju jednaka ocekivanja i da nikakva profitabilna arbitraza nije moguca.

Nepostojanje profitabilne bezrizi¢ne arbitraZe znaci da na konkurentnim finan-
cijskim trZiStima vrijednosni papiri koji ne sadrZe rizik imaju istu o¢ekivanu stopu
prihoda.

Cijene vrijednosnih papira uskladuju se zbog toga Sto ulagaci, nastojeci postici
Sto vecu stopu prihoda, arbitriraju izmedu razli¢itih vrijednosnih papira, koje
ukljucuju u svoj portfolio. Kada su sve moguénosti ostvarivanja takvih stopa prihoda
iscrpljene, cijene su vrijednosnih papira u stanju ravnoteZe i takvo stanje ovdje
podrazumijevamo.

U takvoj ¢e ekonomiji cijena obveznice u trenutku ¢ s vremenom dospijeca 7T,
P(1,T),ovisiti, dakle, ponajprije o kamatnoj stopi u vremenu do dospijeca, to jest o
segmentu {r (1),t <7< T} , gdje je r(¢) difuzijski proces. Stoga moZemo pisati

P, T)= P, T,r(t)). 5)

Da bismo dobili diferencijal dP, odnosno SDJ kojom opisujemo promjene
cijene obveznice, moramo se koristiti [toovom lemom, koja je Cesto koriSteno orude
u stohasti¢kom “racunu”, a omoguéuje racunanje stohastickih diferencijala sloZenih
sluéajnih funkcija. Ovdje je navodimo bez dokaza.’

 Dokaz Itoove leme i njen poopéeni oblik i nekoliko veoma ilustrativnih primjera njezine
primjene mogu se naci u Malliaris, Brock, 1988, str. 80-92.
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Itoova lema. Neka je u(t, x):[0, T] X R — R neprekidna funkcija, koje su
parcijalne derivacije u,,u, ,u, neprekidne funkcije. Pretpostavimo da je
x(t, m):[0, T] x R — R proces sa stohastickim diferencijalom

dx(t) = f(t)dt+ o(t)dz(1).

Neka je y(¢)= u(t,x(t)). Tada je i proces y(t) diferencijabilan na segmentu
0,7'| injegov je diferencijal dan sa

dy(t) :[u, (l,X(l‘))+ux(l,X(f))f(t)+éuxx(t,X(t))Gz(t)}dt +u(1,x(1))o(t)dz(1).

Prema Itoovoj lemi bit ¢e

2 2
ap=L i+ Lari ! (5 didr + 7 f(dr)zj. ©)
a a 2\aa &

Uvrstimo li diferencijal dr dan jednadzbom (4), a zatim primijenimo multipli-
kacijska pravila

(dt)* =0, (dz)* =dt, dt xdz =0, 7
dobivamo
sz%dt+—(fdt+gdz)+l§fg dt,
to jest
dP:(—+f— 1 2‘2 jdmggpdz ®)

Definirat ¢emo sada funkcije (i o na sljedeci nacin:

Jfﬁa

[, %]
- — ©)
WeTr(t)=pmm A G+ 5458 S5 PUTr),
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1 J
g— P, Tr). (10)

O'(t,T,r(t)) = —F(‘t—"—f";‘)— Py

Sada se jednadZba (8) moze pisati u obliku:
dP = Pu(t,T,r(t))dt — Po(t,T,r())dz. (11
Funkcije ,u(t,T,r(t))1 o (t,T,r(t)) jesu ocekivanje i varijanca veliCine >

u vremenu ¢ obveznice s vremenom dospijeca 7', uz danu tekucu stopu r(¢) =r.

Promotrimo sada situaciju u kojoj neki investitor u vremenu ¢ izdaje koli¢inu
W, obveznica s viemenom dospijeca 7, iistovremeno kupuje koli¢inu W, obvez-
nica s vremenom dospijeca T, . Ukupna vrijednost tako konstruiranog portfolia
W =W, — W, mijenja se prema jednadzbi

AW = (Wt T,) = Woaae, Tt~ (oo, T,) - o (L T))dz . (12)

Pretpostavimo da su koli¢ine W, i W, odabrane tako da budu proporcionalne
o(t,T,) ,odnosno o(z,T)) ,to jest

__ Wo(.T) __ Wo(@.T)
' ot T)-o(t.T,) o, T)-0o(t,T)

Tada u jednadZbi (12) nestaje stohasticki dio, to znaci da jednadZba poprima
oblik:

_ W1, T,)o (1,1, )= w(1,T, Jo(1,T, ))
o(1,T,)=o(1,T,)

aw di.  (13)

Ovako sacinjen portfolio trenutacno je bez rizika, jer u jednadzbi (13) ne
postoji stohasti¢ki dio dz. Opcenito, porast vrijednosti nekog pozajmljenog iznosa
W uz stopu r(t) bit ée (u uvjetima izvjesnosti)

dW = Wr(t)dt. (14)
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Usporedbom jednadzbi (13) i (14) dobivamo

IU(I,TZ)O'(Z‘,];)_,U(I: 7;)0'(1, T2) :r(f)
o(t1) -0, T,) :

Pomnozimo li tu jednadZzbu nazivnikom, dobit ¢emo
w1, 1)o@, 1) - u(t,T)o(t,1,) =r()o(t, 1)) - r()o(t,T,),
paje
Wt 1o (t,T) - r(O)o(t, 1) = ut, o (t,T,) - D)o (1, Ty).

Podijelimo li posljednju jednadZbu sa o(t, T,)-o(t, T,), nalazimo, da je

) =) _ p(t,T) = (1)
o1, 1) ot,)

(15)

Buduci da je ova jednadzba valjana za proizvoljne 7; i T, ,onda je omjer
u@,T) - ()
o(t,T)
bilo kojeg vremena dospijeca, uzimajuéi da je trenutacna kamatna stopa r (t) =r.

Dakle,

neovisan o 7. Oznacimo sa g(t,r) vrijednost toga omjera za obveznicu

w(t, T,ry—r
4 =27 _ T>t 16
q(t,r) o(Tr) (16)

Veli¢ina g(t,r) naziva se trZiSnom cijenom rizika zato $to odreduje porast
ocekivane trenutacne stope povrata na obveznicu za dodatnu jedinicu rizika. Veli¢ina
@((t,r(t)) koju definiramo uz pomo¢ trzisne cijene rizika na sljedeci nacin

O(1,r(1))=q(1,r(1))g(1,1(1)) an

naziva se premijom za rizik.
Jednadzbu (16) mozemo pisati i u obliku

ut,T,ry—r=q(t,ryo(t,T,r).
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Supstituiramo li y i o izrazima danima jednadzbama (9) i (10), nakon sredi-
vanja dolazimo do jednadzbe

P P 1 ,PP
_— —_—t — — = <
P +(f+gq)07 +2g s rP=0, t<T. (13)
Isti¢emo da cijeli naprijed navedeni izvod kao i rezultirajuca jednadzba (18)
vrijede zapravo za svaki vrijednosni papir “osjetljiv’ na promjenu kamatne stope,
kod kojeg nema isplate kamata odnosno prihoda prije vremena dospijeéa. Kada su
poznati karakter procesa r(t) (to jest funkcije fi g u jednadzbi (4)) i odredena
trziSna cijena rizika ¢(t,r), cijena vrijednosnog papira dobiva se rjeSavanjem jed-
nadZbe (18) s obzirom na odgovarajuci pocetni uvjet. Tako ¢e cijena nul-kupon
obveznice P(t,T,r) biti izraCunana s obzirom na pocetni uvjet tako da je nominalna
cijena te obveznice jedna nov¢€ana jedinica, to jest

P(T,T.r) =1. (19)

Posto odredimo rjeSenje jednadzbe (18), vremenska se struktura kamatnih
stopa tada lako racuna iz jednadZbe (1):

R(t’ T) = —%Ei;ﬁ'.

Rjesenja stohasti¢kih parcijalnih diferencijalnih jednadzbi paraboli¢kog ili
eliptickog tipa, kakva je i jednadzba (18), mogu se prikazati u integralnom obliku.'°
Tako se cijena nul-kupon obveznice, kao rjeSenje jednadZzbe (18) s obzirom na
pocetni uvjet (19), moZe prikazati u obliku

P(t,s)=E, exp(— fr(r Jdr - éjqz(r,r(r ))dz + Iq(r,r(r ))dz(© )] t<s  (20)

U posebnom slucaju kada je oCekivana trenutacna stopa povrata jednaka
za sve obveznice bez obzira na vrijeme dospijeca, i to

ult,s)=r(t),t<s,
Sto zapravo znaci da je ¢ =0, cijena obveznice dana je izrazom

P(t5) = E, exp[—j'r(r)drj. @

t

10 Potanje o tome vidjeti primjerice u Friedman, 1975, str.144-150.
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Ono po ¢emu se razlikuju pojedini jednofaktorski difuzijski modeli vremenske
strukture kamatnih stopa jest na¢in na koji se odreduju koeficijenti f i g u jednadzbi
(4), to znaci po tome kojim se specifi¢nim difuzijskim procesom prikazuje ().

Jednofaktorski CIR model vremenske strukture kamatnih stopa

Jednofaktorski CIR model vremenske strukture kamatnih stopa, kao i pretho-
dan op¢i model, za jedinstvenu varijablu, kojom se koristi u modelu, ima kratkorocnu
kamatnu stopu. U ovom modelu ona je zadana kao difuzijski proces:

dr(t)=k(0-r)dt +ordz(t). (22)

Ovaj proces ima sljede¢e vazno svojstvo: kamatna stopa r(¢) ne odstupa
znacajno i dugo od svoje sredisnje pozicije, odnosno dugorocne vrijednosti 6.
Vrijednosti 6 kamatna stopa tezi brzinom prilagodbe k. Za o,k 08>0 rjeSenje r(t)
jednadzbe (17) jedinstveno je i nenegativno.

Pretpostavlja se da je trZiSna cijena rizika dana izrazom
Vr(t)
q(t,r(t))=24 , A= const, (23)
o2
pa je, dakle, premija za rizik

D(t,r(t))= Ar(t). (24)

Navest ¢emo joS§ nekoliko za ovaj proces vrijednih i znacajnih rezultata vjero-
jatnosne prirode, ne dokazujudi ih.

Gustoca vjerojatnosti kamatne stope u vremenu s, uvjetovana njezinom
vrijedno§¢u u tekuéem trenutku ¢, dana je sljedeé¢im izrazom:

[ Yo

v (r (s),s;r(t), z) = ce-u-V(Kj

u

!
]Q(Z(uv) 5) i (25)
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gdje je _ 2k
C=——T""";
0_2 (1 _ e—k(_v—l))
u=cr(t)e™™?,
v =cr(s),
2k9 1

i I, modificirana Besselova funkcija prve vrste, reda o

o

la(2)= Zk'F(k+a+1)

Uvjetna ocekivana vrijednost "' i varijanca dani su sljede¢im izrazima:

E(r(s)l(1) = (1) 16(1-e779)  (26)

() 2
ar(r(s)lr(t)) = r(t)k-ak—}e—k(s-r) _ e—2k(s—t)) + e(j_k}]_ e—k(x-t))2' @n

Iz izraza (26) i (27) lako se moZe uociti da vrijedi:

lim E(rolr() =0, lim Var(r(s)r(n) =
lim E(r(s)r()) = r(1), %{ii%Var(r(s)V(t)) = G2 r(1)(s - 1),

Budu¢i da je u nekom trenutku ¢ P(1,7,r(t)) cijena bezrizicne diskontirane
obveznice s vremenom dospijeca T, koriste¢i se Itoovom lemom i diferencijalom
dr dan jednadZbom (22) ili direktno koristeéi se ve¢ gotovim rezultatom (18) za
prethodan opéi model, dobivamo da je trenutacna stopa povrata za tu obveznicu
dana izrazom:

' Ta vrijednost zapravo odgovara rjeSenju obi¢ne diferencijalne jednadZzbe (deterministi¢ka

verzija jednadzbe (17)):
dr=k(0 —r)du,r(t)=r,.
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kP 1, FP
ﬂ'i—[k(e )——+—+ o’r

P Py a PE } dt+0\/r———dz (28)

Na efikasnim trZiStima, trenuta¢na ocekivana stopa povrata za bilo koji ulog
jednaka je zbroju trenutacnog bezrizi¢nog povrata r i premije za rizik @. PrikaZzemo
li sada trenutacnu stopu povrata nul-kupon obveznice u obliku

5= u(t, T,r)dt +v(t, T;r)dz, (29)

nepostojanje profitabilne bezrizi¢ne arbitraZe u ovoj ekonomiji znaci, dakle, da
je

ut, T,ry=r+ %u(l, T,r). (30)

Usporedimo li jednadzbe (28) i (29), i umjesto ((¢,7,r) supstituiramo izraz
(30), dobit ¢emo ovu jednadzbu:

P 16°P

2k (31
PREYY . (D

P P
rP+lr?;7 ;,;k(@—

To je osnovna jednadZba za odredivanje cijene nul-kupon obveznice vrijednost
koje ovisi samo o kratkoro¢noj kamatnoj stopi r i o vremenu dospijeca 7-t. Zbog
pocetnog uvjeta

P, T,r)=1
dobiva se sljedece rjeSenje parcijalne diferencijalne jednadzbe (31):

P(t,T,r(t)) = A(t, D)7, (32)

gdje su A(#,T) i B(t,T) funkcije neovisne o r:

Y
_ et (33)
A(I,T)”{ [ 0 (T—1) 1]+¢1}
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e¢l1(T_t) -1
- , 34
B(.1) ¢2[e¢’(T"t) —1]+¢1 oY
k+A+¢ 2k6
b, = J(k+ A1) +207 , §, = ; Log, = . (35)

Cox, Ingersoll i Ross dokazali'? su da parametri difuzijskog procesa (22) imaju
ove ucinke na cijenu obveznice:

(1) Cijena obveznice rastuca je konveksna funkcija srediSnje vrijednosti kamat-
ne stope 01 padajuca konkavna brzine prilagodbe k, ako je kamatna stopa
veca od 0, odnosno rastu¢a konveksna funkcija brzine prilagodbe k, ako je
kamatna stopa manja od 6.

(2) Cijena obveznice padajuca je konkavna funkcija varijance o.

Bududi da nas kona¢no zanima vremenska struktura kamatnih stopa, izraz
(32) za cijenu obveznice supstituirat ¢emo u jednadzbu (1). (U skladu s tim modelom
umjesto R(t,T) i P(t,T) pisSemo R(t,T,r) i P(t,T,r).) Dobivamo

rB(t,T) - InA(t,T) 36)
7t '

R, T,r)=
Sto je kraée vrijeme do dospijeca, to jest §to je manja razlika 7, to je stopa

prihoda do dospijeca R(t,T,r) sve bliza tekucoj kamatnoj stopi, neovisno o vrijednosti
parametara:

m R(t,Tr)=r(t) (37)

Taj se rezultat lako moze dokazati primjenom L’Hospitalovog pravila:

BN -MACT) _ . BGD) | InAGD

T—t Tt [ —f Tt T—f¢ 1

ITin}R(t,T,r):lTin} -L,.

12 Vidjeti Cox, 1981.
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Prema jednadZbama (33) i (34) vrijedit ¢e dakle:

eHT0 g
8, [e"l‘“) - 1] + 4 eHT-0 _ ] 0
L, =rlim — =rlim 2{—}=
T T—1 P et -]+ g -0 L0
H(T-1)
=rlim he =Vﬁ=”=r(1)>

et (T -0k T g v g g,

¢ In ¢le¢z(7‘t)
3 ¢2[e¢|<r—:) _ 1]+¢1 . 1n¢le¢z<T—r) _ ln{¢z[e¢1(h) _ l] + ¢1} 0
L, =lim =¢;lim :[ }‘
Tt Tt Tt Tt 0
$,(T-1) #(T-1
~gtim B0 T e 0

Pl e g (emr—n _1) s -

Prema tome,

IimR(T,t,r)=L,—-L,=r(t).

Tt

R(t,T,r) doseZe grani¢nu vrijednost neovisnu o tekué¢oj kamatnoj stopi:

YI"Im R(IJT’F) = Roo = (¢1 _¢2 )¢3 (38)

I (38) se dokazuje primjenom L’Hospitalovog pravila, analogno dokazu
jednakosti (37).

Iz izraza za ¢, danog pod (35) mozemo dobiti da je

4 - (k+ 1) (39)
2

2
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Ako u (35) uvrstimo (39), R, moZemo pisati u sljede¢em obliku:

k+/1+¢1) 2k0

2 ¢ ~(k+A)*
2

- (k+A) 4k0 %8

- 2 (¢ —(k+)(p +(k+ D) k+i+g

R, =(¢ - 9,)¢, =(¢1 -

Imamo, dakle, da je

2k6
R, =(¢ —¢,)¢; “kiitg (40)

Dalje, ako se u jednakosti (39) koristimo formulom za razliku kvadrata,
nalazimo da je

=20,(¢=9,) . (41)

Konacno, navodimo jo§ jedan zanimljiv rezultat do kojeg dolaze autori modela
u radu [13]. Ako je

2k6 k@

Py ¢]<(t)< R

tada vremenska struktura kamatnih stopa, to jest krivulja stope prihoda poprima
grbavi oblik. Rastuéeg je oblika ako su vrijednosti od r(#) manje od grani¢ne

.. . kO
vrijednosti R, a padajuceg ako su vrijednosti od r(t) vece od e

Unato¢ velikoj prihvacdenosti jednofaktorskog CIR modela, on je naravno
doZivio 1 odredene kritike. CIR model najc¢esSce se prikazuje izdvojen iz okvira u
kojem je nastao. Stoga se ne vidi kako se do$lo do upravo ovog difuzijskog procesa
u prikazivanju promjene kratkorocne kamatne stope (jednadzba (22)), i do ovog
oblika trziSne cijene rizika (jednadZba (23)). Naime, te jednakosti imaju svoje
“zalede”, to znaci da se one izvode u tom Sirem okviru, $to se u takvom nacinu
prikazivanja modela ne vidi. Isto se tako Cesto kritizira nepromjenjljivost dugorocne
kamatne stope u tijeku vremena, $to u praksi najcesce nije sluca;.
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Primjena CIR modela na drzavne vrijednosnice Republike Hrvatske

O drZavnim vrijednosnicama Republike Hrvatske

Kratkoroc¢ni vrijednosni papiri

Prve su kratkoro¢ne vrijednosnice u Hrvatskoj (dragovoljni) blagajnicki zapisi,
koje je emitirala Hrvatska narodna banka pocevsi s aukcijama blagajnickih zapisa
u studenom godine 1993. Dakle, blagajnicki su zapisi osnovni vrijednosni papiri
kojima srediSnje banke provode politiku otvorenog trzista, reguliraju¢i koli¢inu
novca u optjecaju, a kamatna stopa na blagajnicke zapise orijentacijska je kamatna
stopa pri ugovaranju drugih vrsta kredita ili pri emisiji vrijednosnih papira. U
Hrvatskoj se izdavanjem blagajnickih zapisa HNB htjelo pridonijeti razvitku
financijskih trzista, odnosno njihovim se uvodenjem Zeljelo postiéi da se banke i
druge financijske institucije navikavaju na poslovanje kredibilnim vrijednosnim
papirom za koji se zna da ima izuzetno mali kreditni rizik. Dalje, veoma vaznu
ulogu blagajnicki zapisi imaju u sterilizaciji viSka likvidnosti domace valute. Cilj
je,dakle, da banke u svojoj aktivi nemaju novac koji ¢e plasirati kao kredite, nego
da ga zamijene nekim drugim oblikom imovine, a to je u ovom slucaju blagajnicki
zapis HNB. To, naravno, donosi i odredeni prinos.

Blagajnicki zapisi prodaju se uz diskont, to znaCi promptnim umanjenjem
nominalne vrijednosti blagajnickih zapisa za iznos pripadajuéih kamata, §to, dakle,
odgovara definiciji nul-kupon obveznice. Vrijeme dospijeca blagajnic¢kih zapisa u
Hrvatskoj mijenjalo se nekoliko puta. Primjerice 12. lipnja 1996. uvodi se
moguénost upisa blagajnic¢kih zapisa s rokom dospijeca 182 dana, a dokida se
mogucénost upisa blagajnickih zapisa s rokom dospijec¢a 7 dana. Naime, dragovoljni
su blagajnicki zapisi instrument sterilizacije novca, kojima Hrvatska narodna banka
nastoji imobilizirati viSak likvidnosti u financijskom sustavu na odredeni rok.
Blagajni¢kim zapisima na rok upisa od 7 dana ne postiZu se efekti imobilizacije
sredstava, ve¢ oni predstavljaju pretvaranje visoko likvidnih sredstava u neznatno
manje likvidna sredstva. Osim toga, smatralo se da je upis blagajnickih zapisa s
rokom dospijeéa od 7 dana na odredeni nacin ko¢nica daljem razvitku sekundarnog
trziSta. Imajudi u vidu razvitak sekundarnog trZista, jednako kao i ukupnu likvidnost
financijskog sustava i potrebu za imobilizacijom viSka likvidnosti na dulji rok,
uvodi se moguénost upisa dragovoljnih blagajnickih zapisa s rokom dospijeca od
182 dana.”

13 Dospijeca su blagajni¢kih zapisa 35, 91 i 182 dana. Blagajnic¢ke zapise Hrvatske narodne
banke na primarnome trZiStu mogu kupovati banke, Stedionice i Stedno-kreditne zadruge. Prema
vazeéim propisima nije ogranic¢ena kupnja blagajnickih zapisa na sekundarnom trzistu. Blagajnicke
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Blagajnic¢ki su zapisi Hrvatske narodne banke nematerijalizirani, a po potrebi
HNB izdaje Potvrde o blagajnickim zapisima. Apoeni blagajnickih zapisa bili su
100000 kuna, 500000 kuna, 1000000 kuna i 10000000 kuna. Navedeni su apoeni
od svrSetka godine 1997. zamijenjeni jednim apoenom od 100000 kuna.

Ista obiljeZja kao i blagajnicki imaju i trezorski zapisi Ministarstva financija.
Prva aukcija trezorskih zapisa s rokom dospije¢a 45 dana odrzana je 26. srpnja
1996. Osim tog roka dospijeca izdaju se i za rok dospijeca, od 182, 91 i 35 dana.
Pravo sudjelovanja u aukciji trezorskih zapisa imaju domace fizicke i pravne osobe.'*

Dugorocni vrijednosni papiri

Republika Hrvatska izdaje obveznice na domaéem i na medunarodnom trzZistu
vrijednosnica. Domace trziSte vrijednosnica ¢ine uglavnom obveznice koje je
Republika Hrvatska izdala u svrhu restrukturiranja gospodarstva, sanacije bankar-
skog sustava i radi preuzimanja duga od gradana koji su ostali bez svojih deviznih
depozita. Tim se vrijednosnim papirima ne trguje na sekundarnom trZistu, ve¢ oni
uglavnom figuriraju kao dematerijalizirani oblik koji banke potraZuju od drZave.
Obveznice izdane na domacem trZiStu, a koje su predmet trgovanja na sekundarnom
trzistu sljedece su:

1) Obveznice Serije JDA izdane su kao oblik refinanciranja glavnice po osnovu
stare devizne Stednje, jer tu glavnicu Republika Hrvatska po dospijecu
stare devizne Stednje nije mogla platiti.Te su obveznice izdane 30. lipnja
godine 1995. Izdane su u ukupnoj vrijednosti od DEM 153.700.000,00.
Nose kamate od 12% godiSnje. Glavnica i kamate amortiziraju se u 6
polugodisnjih isplata, a prva isplata dospijeva na naplatu 1. rujna godine
1996. Datumi placanja anuiteta, dakle, jesu 1. ozujkai 1.rujna svake godine.
Dospijece je obveznica u godini 1999.

zapise na sekundarnom trziStu mogu kupovati svi zainteresirani investitori, bilo pravne ili fizicke
osobe. U tijeku kolovoza godine 1995. Hrvatska narodna banka primila je viSe upita o moguénosti i
zahtjeva za upisom blagajnickih zapisa HNB od banaka u svoje ime za tudi raun, od stranih inozemnih
osoba. Postojalo je prili¢no veliko zanimanje stranih investitora za upis blagajnickih zapisa zbog
relativno visokih kamata i malog rizika. No, s aspekta provodenja monetarne politike nema interesa
da se strancima dopusti da upisuju blagajnicke zapise. Kada bi se to dopustilo, veoma vazan cilj
uvodenja blagajnickih zapisa ne bi bio ispunjen. Devize bi usle u zemlju, ¢ime se pojavljuje dodatni
pritisak na aprecijaciju te¢aja, dodatni kapitalni priljev. Ne bi bilo rije¢i ni o kakvoj sterilizaciji.

14 Stranim investitorima nije dopusten direktni pristup na aukcije trezorskih zapisa. Registarsku
knjigu upisanih trezorskih zapisa vodi Zavod za platni promet, a na zahtjev kupca izdaje se Potvrda
0 upisanim trezorskim zapisima u sljede¢im apoenima: 100000, 500000 i 1000000 kuna.
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Obveznice serije JDB izdane su u godini 1996. sa svrhom refinanciranja
drugog dospjelog anuiteta po osnovu obveznica po staroj deviznoj Stednji.
Izdane su u ukupnoj vrijednosti od DEM 147.100.000,00. Nose kamate
od 8% godisnje. Isplata glavnice i kamata po tim obveznicama obavlja se
u Sest polugodisnjih isplata, po€evsi od 1. travnja godine 1997. Datumi
placanja kamata, dakle, 1. travnjai 1. listopada svake godine. Dospijece je
obveznica u godini 1999.

Obveznice Serije JDA i JDB uvrstene su u prvu kotaciju Zagrebacke burze i
jedne su od najlikvidnijih vrijednosnih papira kojima se trguje na toj burzi.
Medunarodno trZiste hrvatskih drzavnih obveznica nesto je aktivnije od domacega.

3)

4)

5)

6)

U sije¢nju godine 1997. Republika Hrvatska izdala je Eurokunske obveznice
u ukupnoj vrijednosti od HRK 300.000.000,00. Obveznice su plasirane na
domacem i na medunarodnom trzZistu, a znacaj je njihova izdavanja jacanje
domaceg trZiSta kapitala. Obveznice nose kamate od 12,50% godiSnje.
Kamate se placaju polugodiSnje na dane 18. lipnja i 18. prosinca. Dospijece
je glavnice 18. prosinca godine 1998. Obveznice kotiraju na Zagrebackoj
i Luksemburskoj burzi vrijednosnica.

U veljaci 1997. Hrvatska je izdala eurodolarske obveznice. Vrijednost
emisije bila je USD 300.000.000,00. Obveznice nose fiksne kamate od
7% godiSnje, koje se placaju polugodi$nje 27. veljace i 27. kolovoza.
Dospijece je tih obveznica godine 2002. Obveznice kotiraju na Luksem-
burskoj burzi vrijednosnica.

U srpnju godine 1997. Republika Hrvatska izdala je i euroobveznice u
DEM. Obveznice su izdane u vrijednosti od DEM 300.000.000,00 uz
kamatnu stopu od 6,125% godiSnje. Isplata kamata je godiSnja. Placa se
16. srpnja svake godine, pocevsi od 1998. Glavnica ima dospijece 16.
srpnja godine 2004. Obveznice su uvrStene na Frankfurtsku burzu
vrijednosnica.

U ozujku godine 1998. Republika Hrvatska izasla je i na Spanjolsko trZiste
vrijednosnica, emisijom obveznica u Spanjolskim pesetama. Emitirano je
obveznica u vrijednosti od ESP 15.000.000.000,00. Kamate na te obveznice
su fiksne i iznose 6,50%, a placaju se godiSnje. Prve kamate dospijevaju
na naplatu 26. oZujka godine 1999., a glavnica e u cijelosti biti ispladena
26. oZujka godine 2001.
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Prilagodba modela i formiranje ulaznih podataka

U 4. tocki zakljucili smo da je cijena jedini¢ne nul-kupon obveznice u vremenu
t koja dospijeva u vremenu 7 dana izrazom (32):

P(t, T,r(t)) = A(t, T Je " (VECT)

gdje je
#1
¢1e¢z(T‘t)
A, T)= g ,
polet ™ - 1]+,
e¢1(T‘t) -1
B(1,T)= - ,
P LT R
k+1+¢ 2k0
6= (k+A)+20° , ¢ = 5 Lg, = =

Ali smo vidjeli da su u Hrvatskoj jedine nul-kupon obveznice blagajnicki,
odnosno trezorski zapisi, a sve su ostale obveznice s kuponskom isplatom kamata.
Najcesce je takva situacija i u drugim zemljama. No, i obveznice s kuponom mozemo
vrednovati uz pomo¢ ovoga modela, promatramo li svaku od njih kao portfolio
diskontiranih bududih isplata. Promatramo, dakle, klasi¢nu obveznicu koja imaocu
obveznice garantira odredeni broj preostalih isplata (periodi¢nih kamata i kona¢no
nominalnog iznosa obveznice), kojih vrijednosti izrazavamo vektorom C, a koje
se moraju realizirati u to¢no odredenim vremenima, koja ¢emo pohraniti u vektor
D. Vrijednost (cijena) takve obveznice u trenutku ¢ sada je dana sljede¢im izrazom:

V(1,C,D)=2.¢c,P(td,r). @)

d;>t

Koristimo li se tim izrazom, nul-kupon obveznica moZe se prikazati kao
obveznica s jednom preostalom isplatom koja se mora realizirati na datum dospijeca
te obveznice. Promatrajuci obveznice s kuponskom isplatom kamata kao portfolio
diskontiranih buducih isplata, to jest koriste¢i se relacijom (42), na osnovi podataka
o dugoro¢nim obveznicama Republike Hrvatske' i pregledom postignutih uvjeta
na aukcijama blagajnickih i trezorskih zapisa (Prilog 1. i Prilog 2.), dolazimo do

15 Tzvor: Ministarstvo financija Republike Hrvatske, Odjel za javni dug.
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ulaznih podataka za ocjenu parametara CIR modela. Preciznije, za dva datuma:
16. srpnja 1997. 1 26. oZujka 1998. na osnovi spomenutih podataka dolazimo do
45, odnosno 39 opservacija o datumu dospijeca, o vremenu do dospijeca izraZzenom
u godinama, o godi$njoj kamatnoj stopi i o cijeni drzavnih obveznica Republike
Hrvatske s fiksnim prihodom (s fiksnom kamatnom stopom). Dobijeni ulazni podaci
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prikazani su u Tablici 1.1 Tablici 2.

Tablica 1.

PODACI O VREMENU DOSPIJECA, O KAMATNOJ STOPI
I O CIJENI DRZAVNIH OBVEZNICA NA DATUM 16. SRPNJA 1997.

Redni broj Datum Vrijeme do dospijeca Godisnja kamatna Cijena
opservacije dospijeéa izraZeno u godinama stopa (u %)
1. 30.07.1997. 0,03836 7,00 099741
2. 30.07.1997. 0,03836 8,50 0,99688
3. 31.07.1997. 0,04110 10,95 0,99574
4. 13.08. 1997. 0,07671 7,00 0,99482
5. 20.08.1997. 0,09589 7,00 0,99353
6. 21.08.1997. 0,09863 9,00 099154
7. 27.08.1997. 0,11507 7,00 0,99224
8. 01.09.1997. 0,12877 12,00 0,98551
9. 10.09. 1997. 0,15342 8,50 098756
10. 11.09.1997. 0,15616 10,75 0,98418
11. 25.09.1997. 0,19452 10,15 0,98137
12. 01.10. 1997. 0,21096 8,00 0,98390
13. 08.10. 1997. 0,23014 8,50 0,98140
14. 15.10. 1997. 0,24932 8,50 0,97987
15. 20.11.1997. 0,34795 11,25 0,96358
16. 18.12.1997. 0,42466 12,50 095121
17. 18.12.1997. 0,42466 11,25 095574
18. 15.01.1998. 0,50137 10,50 095117
19. 27.02.1998. 0,61918 7,00 0,95897
20. 01.03.1998. 0,62466 12,00 093166
21. 01.04.1998. 0,70959 8,00 0,94685
22. 18.06. 1998. 0,92329 12,50 0,89696
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Redni broj Datum Vrijeme do dospijeéa Godisnja kamatna Cijena
opservacije dospijeca izraZeno u godinama stopa (u %)

23. 16.07.1998. 1,00000 6,125 0,94229
24. 27.08. 1998. 1,11507 7,00 0,92733
25. 01.09. 1998. 1,12877 12,00 0,87992
26. 01.10. 1998. 1,21096 8,00 091101
27. 18.12. 1998. 1,42466 12,50 0,84552
28. 27.02. 1999. 1,61918 7,00 0,89624
29. 01.03.1999. 1,62466 12,00 0,83184
30. 01.04.1999. 1,70959 8,00 0,87672
31. 16.07.1999. 2,00000 6,125 0,88790
32. 27.08. 1999. 2,11507 7,00 0,86666
33. 01.09. 1999. 2,12877 12,00 0,78564
34, 01.10. 1999. 2,21096 8,00 0,84353
35. 27.02.2000. 2,61918 7,00 0,83760
36. 16.07.2000. 3,00000 6,125 0,83666
37. 27.08. 2000. 3,11507 7,00 0,80997
38. 27.02.2001. 3,61918 7,00 0,78281
39. 16.07.2001. 4,00000 6,125 0,78837
40. 27.08.2001. 4,11507 7,00 0,75698
41. 27.02.2002. 461918 7,00 0,73160
42. 16.07.2002. 5,00000 6,125 0,74287
43, 27.08.2002. 5,11507 7,00 0,70746
44. 16.07.2003. 6,00000 6,125 0,69999
45. 16.07.2004. 7,00000 6,125 0,65959

Izvor: Ministarstvo financija Republike Hrvatske, Odjel za javni dug i izracun autora.
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Tablica 2.

PODACI O VREMENU DOSPIJECA, O KAMATNOJ STOPI
I O CUENI DRZAVNIH OBVEZNICA NA DATUM 26. OZUJKA 1998.

Redni broj Datum Vrijeme do dospijeca GodisSnja kamatna Cijena
opservacije dospijeéa izrazeno u godinama stopa (u %)
1. 1.4.1998. 0,01370 8,00 0,99895
2. 4.1998. 0,03562 9,00 0,99694
3. 4.1998. 0,03562 9,77 0,99669
4. 15.4.1998. 0,05479 8,49 0,99555
5. 15.4.1998. 0,05479 10,00 0,99479
6. 16.4.1998. 0,05753 8,90 0,99511
7. 16.4.1998. 0,05753 10,25 0,99440
8. 29.4.1998. 0,09315 9,00 0,99200
9. 29.4.1998. 0,09315 10,00 0,99116
10 30.4.1998. 0,09589 9,90 0,99099
11 13.5.1998. 0,13151 10,00 098754
12 14.5.1998. 0,13425 9,90 0,98741
13. 27.5.1998. 0,16986 9,50 0,98470
14 27.5.1998. 0,16986 10,00 0,98394
15 10. 6. 1998. 0,20822 10,00 0,98035
16 10. 6. 1998. 0,20822 9,50 0,98128
17 17.6.1998. 0,22740 10,00 097856
18 18.6.1998. 0,23014 12,50 097326
19. 8.7.1998. 0,28493 10,00 097321
20. 16.7.1998. 0,30685 6,125 098192
21 29.7.1998. 0,34247 9,50 0,96940
22. 18.8.1998. 0,39726 10,40 096146
23. 1.9.1998. 0,43562 12,00 095183
24. 9.9.1998. 045735 10,00 0,95733
25. 1.10. 1998. 0,51781 8,00 0,96093
26. 18.12.1998. 0,73151 12,50 091745
217. 1.3.1999. 0,93151 12,00 0,89981
28. 26.3.1999. 1,00000 6,50 0,93897
29. 1.4.1999. 1,01370 8,00 0,92495
30. 16.7.1999. 1,30685 6,125 0,92525




Z. ALJINOVIC, S. PIVAC, B. SEGO: CIR model i njegova primjena na drzavne vrijednosnice... 271
EKONOMSKI PREGLED, 54 (3-4) 249-287 (2003)

Redni broj Datum Vrijeme do dospijeéa Godis$nja kamatna Cijena
opservacije dospijeca izraZeno u godinama stopa (u %)

31. 1.9.1999. 1,43562 12,00 0,84985
32. 1.10.1999. 1,51781 8,00 0,88975
33. 26.3.2000. 2,00000 6,50 0,388166
34. 16.7.2000. 2,30685 6,125 0,87185
35. 26.3.2001. 3,00000 6,50 0,82785
36. 16.7.2001. 3,30685 6,125 0,32153
37. 16.7.2002. 430685 6,125 0,77412
38. 16.7.2003. 5,30685 6,125 0,72944
39. 16.7.2003. 6,30685 6,125 0,68734

Izvor: Ministarstvo financija Republike Hrvatske, Odjel za javni dug i izracun autora.

Rezultati
Ocjena parametara

Primjena CIR modela, odnosno jednadZbi (32)-(35):

P(t, T,r(t)) = A(t, T)e—’"(t)B(t,T) ,

#
et
A(t,T)= ” ,

¢2[e¢l(T )_1]+¢1

e?(T-1) _ ]
B(t,T)= - ,
¢2[e¢w t) _1]+¢1
. k+A1+¢ 2k6
¢1 = (k+/?’)2 +20° ) ¢2 :f]: ¢3 = ol ’

zahtijeva ocjenu parametara k, 6 i 0. RazliCiti autori primjenjuju razli¢ite metode
u ocjeni tih parametara. Neki se autori koriste podacima vremenskih nizova, a neki
podacima vremenskog presjeka. Izdvaja se metoda koju, na iskustvima drugih
autora, razvijaju i primjenjuju dvojica talijanskih autora (vidjeti [De Felice, 1993]),
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a u kojoj se koriste podacima vremenskog presjeka i vremenskih nizova zajedno.
No, doista mlado hrvatsko trZiSte drzavnih vrijednosnica ne omogucuje nam
koriStenje vremenskih nizova podataka, odnosno ne postoji dovoljno dugo razdoblje
kvalitetnih podataka. Stoga smo se odlucili na ocjenu parametara, sluzeci se
podacima vremenskog presjeka, i to koriste¢i se metodom koju primjerice 1989. u
radu (Castellani, 1989) koriste Castellani, De Felice i Moriconi, zatim Brown i
Dybvig godine 1986. u radu (Brown, 1986) i Moriconi u radu (Moriconi, 1991).
Rijec je o jednoj od metoda maksimalne vjerodostojnosti, gdje se za procijenjene
parametre uzimaju oni koji u jednadzbi

P(I,T,r(t)) = A(t,T)e"(f)B(t,T)

najbolje “podrzavaju” odnos cijene i vremena dospijeca svih opservacija. NaZalost,
bududi da je rije¢ o izuzetno sloZenoj jednadzbi (naravno uzimamo u obzir i
jednadzbe (33)-(35)), nije bilo moguce postici da se ocijene parametri k, 0 iG, pa
su ocijenjeni parametri ¢, ¢, i ¢,, i kratkorona kamatna stopa r(1).

Na osnovi podataka danih u Tablici 1. za datum 16. srpnja 1997., odnosno u
Tablici2. za datum 26. ozujka 1998., koriste(i se statistickim paketom STATISTICA,
Version 5.0 iz godine 1995., firme StatSoft, Inc., i to Rosenbrock pattern search
metodom, dolazimo do sljedeéih ocjena parametara.

Za datum 16. 7. 1997. dobijene su sljedeée vrijednosti parametara:

0,=0.251444,
0, =0.250254,
0, =19.72783,
r=0.093376 .

Prema jednadZbama (38) i (41) sada lako moZemo izracunati dugoro¢nu
kamatnu stopu i varijancu osnovnog procesa promjene kratkorocne kamatne stope:

R_=0.02348,
6% =0.000596.
Za datum 26. 3. 1998. dobijene su sljedece vrijednosti parametara:
¢, =0.250914,
¢, =0.250559,
¢, =20.1707,
r=0.093491
i pripadajuce vrijednosti dugorocne kamatne stope i varijance:
R_=0.00716,

6>=0.000178.
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Od dobijenih vrijednosti posebno je zanimljiv, ili bolje re¢i, neobican rezultat
za dugoro¢nu kamatnu stopu R_,vrijednost koje je izuzetno mala u oba slucaja.
Tako male dugoro¢ne kamatne stope ukazuju na padajuce krivulje stope prihoda,
odnosno na smanjenje kamatnih stopa s porastom vremena dospijeca.

Prognoza vremenske strukture kamatnih stopa

Dobijene vrijednosti parametara uvrstimo u jednadzbe (32)-(35) i za proizvolj-
no odabrano vrijeme dospijeca izracunamo vrijednost, odnosno cijenu nul-kupon
obveznice ili bilo kojeg vrijednosnog papira osjetljivog na promjenu kratkoro¢ne
kamatne stope, kod kojeg nema isplate kamata, odnosno prihoda, prije vremena
dospijeca. IzraCunane vrijednosti cijene uvrstimo zatim u jednadZbu (1):

In P(t,T)

R(1T) = -——

pa za svako vrijeme dospijeca lako izraCunamo pripadajucéu stopu prihoda.

Za oba datuma izracunali smo cijene i kamatne stope po kvartalima za vrijeme
od narednih pet godina i po polugodiStima za vrijeme od narednih osam godina.
Rezultati su dani u tablicama 3-6.

Kao S$to se dalo naslutiti prema vrijednostima dugoro¢ne kamatne stope, dobili
smo da se kamatne stope R(#,7,r) smanjuju s porastom vremena dospijeca.

Prema rezultatima danima u tablicama nacrtali smo odgovarajuce krivulje
stope prihoda. Dobili smo, dakle, da su pripadajuce krivulje padajuceg oblika, to
jestrijec je o tzv. inverznim krivuljama stope prihoda ( Slika 6-Slika 9).
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Tablica 3.

REZULTIRAJUCE VRIJEDNOSTI CIJENE I KAMATNIH STOPA
IZRACUNANIH KVARTALNO ZA VRIJEME OD PET GODINA
ZADATUM 16.7.1997.

(prema ocijenjenim parametrima: ¢, = 0.251444, ¢, = 0.250254,
¢, =19.72783,r =0.093376)

Vrijeme dospijeca Cijena Kamatna stopa
izraZeno u kvartalima
1 0.97745 0.09125
2 0.95638 0.08920
3 0.93666 0.08724
4 091818 0.08536
5 0.90084 0.08355
6 0.88452 0.08181
7 0.86915 0.08014
8 0.85465 0.07853
9 0.84095 0.07699
10 0.82799 0.07550
11 0.81570 0.07408
12 0.80404 0.07270
13 0.79295 0.07138
14 0.78240 0.07011
15 0.77234 0.06889
16 0.76274 0.06771
17 0.75356 0.06658
18 0.74477 0.06548
19 0.73635 0.06443
20 0.72827 0.06342

Izvor: IzraCun autora.
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Tablica 4.

REZULTIRAJUCE VRIJEDNOSTI CIJENE I KAMATNIH STOPA
IZRACUNANIH KVARTALNO ZA VRIJEME OD PET GODINA
ZA DATUM 26. 3. 1998.

( prema ocijenjenim parametrima: ¢, = 0.250914, ¢, = 0.250559,
¢, =20.1707,r =0.093491)

Vrijeme dospijeca Cijena Kamatna stopa
izraZeno u kvartalima
1 0.97754 0.09086
2 0.95681 0.08830
3 0.93763 0.08587
4 0.91986 0.08353
5 0.90338 0.08129
6 0.88807 0.07914
7 0.87383 0.07707
8 0.86057 0.07508
9 0.84821 0.07317
10 0.83667 0.07133
11 0.82588 0.06957
12 0.81578 0.06787
13 0.80633 0.06623
14 0.79746 0.06466
15 0.78913 0.06315
16 0.78130 0.06170
17 0.78305 0.06030
18 0.76699 0.05895
19 0.76045 0.05765
20 0.75427 0.05640

Izvor: IzraCun autora.
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Tablica 5.

REZULTIRAJUCE VRIJEDNOSTI CIJENE I KAMATNIH STOPA
IZRACUNANIH POLUGODISNIJE ZA VRIJEME OD OSAM GODINA
ZA DATUM 16.7.1997.

( prema ocijenjenim parametrima: ¢, = 0.251444, ¢, = 0.250254,
¢, =19.72783, r=0.093376)

Vrijeme dospijeca Cijena Kamatna stopa
izraZeno u polugodistima
1 0.95638 0.08920
2 091818 0.08536
3 0.88452 0.08181
4 0.85461 0.07853
5 0.82799 0.07550
6 0.80404 0.07270
7 0.78240 0.07011
8 0.76274 0.06771
9 0.74477 0.06548
10 0.72827 0.06342
11 0.71302 0.06150
12 0.69887 0.05972
13 0.68567 0.05806
14 0.67330 0.05651
15 0.66166 0.05507
16 0.65066 0.05372

Izvor: Izracun autora.
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Tablica 6.

REZULTIRAJUCE VRIJEDNOSTI CIJENE I KAMATNIH STOPA
IZRACUNANIH POLUGODISNJE ZA VRIJEME
OD OSAM GODINA ZA DATUM 26. 3. 1998.

( prema ocijenjenim parametrima: ¢, = 0.250914, ¢, = 0.250559,
¢,=20.1707,r =0.093491)

Vrijeme dospijeéa Cijena Kamatna stopa
izraZeno u polugodistima
1 0.95681 0.08830
2 0.91986 0.08353
3 0.88807 0.07914
4 0.86057 0.07508
5 0.83667 0.07133
6 0.81578 0.06787
7 0.79746 0.06466
8 0.78130 0.06170
9 0.76699 0.05895
10 0.75427 0.05640
11 0.74292 0.05403
12 0.73272 0.05183
13 0.72355 0.04978
14 0.71525 0.04787
15 0.70771 0.04610
16 0.70082 0.04444

Izvor: Izracun autora.
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Slika 1.

PROCIJENJENA KRIVULJA STOPE PRIHODA NA DAN 16.7.1997.
ZA VRIJEME OD PET GODINA
(Na osi apscisa vrijeme dospijeca izraZeno u kvartalima.)
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Slika 2.

PROCIJENJENA KRIVULJA STOPE PRIHODA NA DAN 26. 3. 1998.
ZA VRIJEME OD PET GODINA
(Na osi apscisa vrijeme dospijeca izraZeno u kvartalima.)
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Slika 3.
PROCIJENJENA KRIVULJA STOPE PRIHODA NA DAN 16.7. 1997.

ZA VRIJEME OD OSAM GODINA
(Na osi apscisa vrijeme dospijeca izrazeno u polugodistima.)

0.1 W
0.09 -
0.08 A
0.07 -

0.06 4

0.05 +

0.04 +

0.03 1+

0.02 +

0.01 +

L L L L L L L I -
T L L] L} L} L] L] ] 1

6 7 8 9 10 11 12 13 14 15 16




Z. ALJINOVIC, S. PIVAC, B. SEGO: CIR model i njegova primjena na drzavne vrijednosnice...
EKONOMSKI PREGLED, 54 (3-4) 249-287 (2003)

Slika 4.

281

PROCIJENJENA KRIVULJA STOPE PRIHODA NA DAN 26. 3. 1998.

ZA VRIJEME OD OSAM GODINA
(Na osi apscisa vrijeme dospijeca izrazeno u polugodistima.)
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Za oba se datuma, dakle, kamatne stope smanjuju s vremenom dospijeca. To
je smanjenje izrazenije za datum 26. 3. 1998. S tako malim kamatnim stopama,
vrijednost kojih se s vremenom smanjuje, bilo bi besmisleno raditi procjenu za
vrijeme dulje od osam godina.

Sto se tice dobijenih vrijednosti dugoro¢ne kamatne stope, one nam, zapravo,
nisu granica, kao §to je to inace slucaj. Jasno je da se ulaganja nece vrSiti ni u
slucaju mnogo vecih vrijednosti kamatne stope, a osobito ne za vrijednosti kamatne
stope koje su bliske vrijednostima R_=2,348% ili cak R_ = 0,716%!

Dakle, zanimljive su samo kratkorocne kamatne stope, odnosno postoji interes
za vezivanje sredstava samo na kratak rok.

U mnogobrojnim su dosadas$njim primjerima primjene ovoga modela u zemlja-
ma razvijenog financijskog trZista rijetki rezultati s padaju¢om krivuljom stope
prihoda. Franco Moriconi, primjerice, u radu (Moriconi, 1991), sluze¢i se jedno-
faktorskim CIR modelom i takoder podacima za vremenski presjek, procjenjuje
krivulju stope prihoda za svaki tjedan u vremenu od 9. sije¢nja 1990. do 21. srpnja
1992., za talijansko trziSte drZavnih obveznica. Svakog se tjedna kamatne stope
prognoziraju za vrijeme od narednih Sest godina. Do svrsetka 1990. rezultirajuce
krivulje stope prihoda rastuéeg su oblika, ravnog su oblika u tijeku godine 1991.,
od sije¢nja godine 1992. padajuceg su oblika. Inverzni oblik krivulje stope prihoda
dogada se pred ekonomsku recesiju u Italiji i dobro odraZava stanje nestabilnosti i
veliku krizu povjerenja. Naime, pojavljuje se sumnja u bezrizi¢nost drZzavnih
obveznica. Rizik da drzava ne vraca posudena sredstva nije, doduse, ukljucen u
na$ model, ali je vjerojatno da se racionalnim o¢ekivanjima ukljucuje u formiranje
trziSnih kamatnih stopa i na taj se na¢in odrazava u rezultiraju¢im krivuljama stopa
prihoda.

Ako bismo to iskustvo prenijeli na na§ slu¢aj, mogli bismo zakljuciti da u
Hrvatskoj joS uvijek ne postoji sigurnost kada se radi o dugoro¢nijem vezivanju
sredstava i da je, nazalost, trend padajucih kamatnih stopa joS izrazeniji za kasniji
datum, 26. 3. 1998. Naime, kamatne stope za narednih pet godina na dan 16. 7.
1997. krecu se u rasponu vrijednosti od 9,338% do 6,342%, a za datum 26. 3.
1998. one se krecu u rasponu od 9,349% do 5,640%.

Sto se ti¢e nagovjestaja ekonomske recesije krivuljom stope prihoda, ne bismo
htjeli povjerovati u buduée jo$ loSije stanje u nezaposlenosti, proizvodnji i u gospo-
darskim investicijama u Hrvatskoj. No, premda smo ovu analizu radili na osnovi
podataka iz godina 1997.1 1998., stvarnost je u proljec¢e 1999. u skladu s iznesenim
prognozama.

Postavlja se pitanje valjanosti usporedbe rezultata dobijenih za talijansko i
hrvatsko trziste drzavnih vrijednosnica. Isti je model kojim se koristi, ista je metoda
za ocjenu parametara, ali je velika razlika u kvaliteti koriStenih podataka. Talijansko
trziSte drzavnih vrijednosnica veoma je raznovrsno i za svaki je datum “bogato”
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doista Sirokim spektrom razli¢itih vremena dospijeca. Promatraju se cijene i kamatne
stope na sekundarnom trzistu, za koje je karakteristi¢na izrazito visoka frekvencija
trgovanja drzavnim vrijednosnicama. Svi potrebni podaci dobro se prate i biljeze,
pa su lako dostupni.

Podaci koji su koriSteni u ovome radu jesu cijene i kamatne stope na primar-
nome trzistu, jer drugi, zapravo, i ne postoje (osim za obveznice Serije JDA i JDB
kojima se trguje na Zagrebackoj burzi i doista su jedne od najlikvidnijih vrijednosnih
papira). Sto se ti¢e blagajnic¢kih i trezorskih zapisa, njihove bismo cijene, odnosno
pripadajuce kamatne stope, mozda mogli smatrati “trZiSnima”, jer se one utvrduju
na aukcijama na osnovi odnosa ponude i potraZnje. Ipak, ostaje ¢injenica da bi
mnogo mjerodavniji bili podaci, to jest cijene i kamatne stope ostvarene na
sekundarnom trZistu.

Rezultat dobijen na osnovi takvih podataka, i to uz manji broj opservacija za
svaki datum (manji broj razli¢itih vremena dospijeca) nego u “talijanskom slucaju”,
moZe biti upitan.

Stoga bismo ponajprije poZeljeli bogatiju i raznovrsniju ponudu drzavnih
vrijednosnica za kojima postoji velika potraznja i kojima se intenzivno trguje na
sekundarnom trZistu, a zatim redovito pracenje i biljeZenje za izloZenu analizu
potrebnih podataka. Ti bi podaci, naravno, morali biti lako dostupni, Sto bi ukazivalo
na postojanje zanimanja za rezultate ovoga tipa. Do toga vremena, nadamo se, da
ovaj rad moZe biti barem dobar primjer primjene jednofaktorskih difuzijskih modela
vremenske strukture.
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THE CIR MODEL AND ITS APPLICATION TO GOVERNMENT
SECURITIES OF THE REPUBLIC OF CROATIA

Summary

The term structure of interest rates has a long history of traditional theories. It is
important to economists because the relationship among interest rates on default free
securities that differ in their term to maturity, reflects the information available to the market
about the future course of events. The spread of inherently risky instruments (variable rate
securities and options) in the seventies, posed critical questions for traditional theories,
based on the hypotheses of certainty, and gave rise to a golden decade of revolution in the
methods of financial analysis on the basis of probability theory. In this paper we present the
basic new term structure model as one of the key products of this golden decade. It was
developed in this framework: continuous time, perfect and frictionless markets, diffusion
processes, no-arbitrage condition i.e. prices constrained by the hypotheses that equivalent
assets (or portfolios) in terms of cash flows and other characteristics must earn the same
return. We also show how Cox, Ingersoll and Ross specialize the basic model.

The CIR model is then used to extract the term structure of interest rates from observed
prices of (fixed rate) Croatian Government bonds. We assume, as the model requires, that
the risk of default can be ignored. The parameters of the model and the spot rate value are
estimated using cross-sections of prices for two dates in 1997 and 1998. The resulting yield
curves, corresponding to the estimated parameters, are the so-called inverse yield curves,
for both dates.

In many examples of the CIR model application in the countries with developed
financial markets, it is rather rare to find the results with falling yield curve. If there is such
a result, it may forecast the economic recession and reflect the existing state of instability.

The results in the present study show that in Croatia interest rates decrease with
maturity for both chosen dates, indicating that long term investment is not favourable. The
trend of falling interest rates is even more pronounced for the later date.

It is also important to emphasize that there is a significant difference between our
results and the results of similar research in countries with long tradition of developed
financial markets. Although the used model is the same, as well as the method for parameters
estimation, there is a difference between the quality of data. While in those countries the
observed prices and interest rates were taken from very frequent and liquid secondary
markets, we had to use the data from primary market, because the data on secondary markets
were very scarce.



