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Sjena odbojnog Rutherfordovog rasprsenja

Petar Zugec; Ivan Topi¢! Dario Rudect

Sazetak

U clanku prou¢avamo geometriju odbojnog Rutherfordovog raspr-
Senja te pokazujemo da ono stvara sjenu, koju analiziramo u razli¢itim
promatrackim sustavima.

Kljuéne rije¢i: Rutherfordovo rasprsenje, kulonsko medudjelovanje, sjena,
anvelopa

The shadow of repulsive Rutherford scattering

Abstract

We investigate the geometry of the repulsive Rutherford scattering,
showing that it casts a shadow which we analyze in various reference
frames.
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Ernest Rutherford

(1871.-1937.), otac
nuklearne fizike.

Johannes Wilhelm "Hans"
Geiger (1882.-1945.),
jedan od otkrivaca atomske
jezgre.

Ernest Marsden
(1889.-1970.), jedan od
proih nuklearnih fizicara u
povijesti.

Charles-Augustin de
Coulomb (1736.-1806.),
francuski fizicar po kojem
kulonska sila nosi ime.

Isaac Newton
(1642.-1726.), engleski
fizicar koji je prvi jasno
iskazao osnovne zakone
klasicne mehanike.

PEeTAR ZUGEC, IvaN Tori¢, Dario Rubpec

1 Rutherfordovo rasprSenje

Rasprsenje dvaju elektricnih naboja, danas poznato kao Rutherfordovo
rasprenje, jedan je od najpoznatijih i najbolje istrazenih fenomena u fi-
zici. U nizu povijesnih eksperimenata s pocetka 20. stoljeca, jos u vrijeme
nepoznate unutarnje strukture atoma, Hans Geiger i Ernest Marsden oba-
sjavali su tanke listie zlata snopom tada ve¢ poznatih a-Cestica [[1} 2, [3].
Neocekivani ishodi tih eksperimenata ubrzo su doveli Ernesta Rutherforda
do otkrica atomske jezgre [4]] — duboko skrivene u srcu atoma, u sigurnosti
okolnog elektronskog omotaca — i osnutka nuklearne fizike. Danas dobro
znamo da su bitni rezultati tih eksperimenata objasnjeni odbojnim rasprse-
njem pozitivno nabijenih a-Cestica u kulonskome polju takoder pozitivno
nabijene atomske jezgre (onih a-Cestica koje uspiju doprijeti u neposrednu
blizinu jezgre, gdje elektroni ne , smetaju” interakciji s jezgrom).

U svrhu njihova jasnog raspoznavanja jedan od dvaju naboja smatrat
¢emo metom (3to bi u Rutherfordovom eksperimentu odgovaralo atom-
skoj jezgri zlata), a drugi projektilom (koji bi odgovarao a-Cestici). U ti-
pi¢nom laboratorijskom sustavu u kojem mirujudi uzorak izlaZemo snopu
nabijenih Cestica ovakva podjela je sasvim prirodna, iako u osnovinista vise
od pitanja nomenklature. U promatrackim sustavima poput sustava cen-
tra mase u kojem se oba naboja sve vrijeme gibaju, nestaje razlika izmedu
koncepta mete i projektila, no i dalje éemo zadrZati uloge koje smo im pri-
dijelili u laboratorijskom sustavu. Prisjetimo se oblika kulonske sile kojom
tockasta nabijena meta (m) djeluje na to¢kasti nabijeni projektil (p):

QpQm 7 —7m
drey |Fp — Tm|3

Fnsp = (1)
Qp i Qm iznosi su elektri¢nih naboja projektila i mete, € je tzv. permi-
tivnost vakuuma, a 7, i 7m poloZaji su projektila i mete u danom proma-
tratkom sustaVLﬂ Poznavanjem sile kojom projektil i meta medudjeluju,
mozemo odrediti oblik njihova gibanja, tj. njihove putanje. Za to koristimo
drugi Newtonov zakon, najéesée primjenjiv u obliku F = md koji nam go-
vori da ukupna sila F koja djeluje na tijelo mase m uzrokuje promjenu nje-

ITrec¢a potencija koja se pojavljuje u izrazu (1]) nije pogreska! Naime, kulonsku silu navik-
nuti smo izrazavati koridtenjem relativnog polozaja 7 = 7, — 7 projektila i mete, kad je
notacijski jednostavno koristiti oznaku jedini¢nog smjera # u kombinaciji s drugom poten-
cijom nad ovisno$¢u o samoj udaljenosti 7, kako bi se jasno vidjelo poznato opadanje sile
s kvadratom udaljenosti: fmﬁp o #/r?. Medutim, pri potpunom raspisu preko zasebnih
polozaja 7, i 7 0znake jedini¢nih vektora postaju nezgrapne (jer jedinicna razlika vektora
nije jednaka razlici jedinicnih vektora), stoga je uobicajeno u brojniku ostaviti punu vektor-
sku razliku, a njezinu normu kompenzirati dodatnom normom u nazivniku: 7/ =7/
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gova stanja gibanja ubrzanjem H Drugi Newtonov zakon jest diferencijalna
jednadzba drugog reda za odredivanje putanje tijela jer je ubrzanje po defi-
niciji druga derivacija vremenske ovisnosti poloza]a tijela: @ = d?7/dt?. Pri
tome ¢emo koristiti tipi¢ne Newtonove oznake 717 za vremenske derivacije,
pri ¢emu broj tockica nad veli¢inom predstavlja stupanj derivacije. Tako
je 7 prva vremenska derivacija poloZaja, tj. brzina: 7 = ¥, dok je 7 druga
vremenska derivacija polozaja, tj. ubrzanje: ¥ = .

Kako sila iz (@ d]elu]e na projektil, njome je izravno odredeno njegovo
ubrzanje: mprp = Fm—>P Kad bismo poznavali silu Fp_m kojom projektil
djeluje na metu, mogli bismo odrediti i ubrzanje mete tijekom njihova me-
dudjelovanja: mm?m = Fpﬁm Tu silu znamo iz tre¢eg Newtonovog zakona
prema kojem su sile ko]lma dva tijela djeluju jedno na drugo istog iznosa, a

suprotnog smjera: Fpﬁm = Pm%p Ovime smo dosli do klju¢nih relacija:
Mpty = Fmﬁp, (2)
MmPm = _Fm%p/ (3)

kojima je odredeno gibanje dvaju naboja. Tehnicki problem pri rjeSavanju
ovih jednadZbi jest to 5to su vezane jer je putanja jednog tijela odredena pu-
tanjom drugog (na ubrzanje svakog pojedinog tijela kroz oblik sile utjece
i polozaj drugog). Da bismo tome doskocili, definiramo dvije zamjenske
veli¢ine, posredstvom kojih ¢e se prethodne diferencijalne jednadzbe ra-
zvezati. Jedna je poloZaj centra mase sustava Rem:

_ MpTp + MmPm

Rem = Zofp & Ml 4
= @

Dvostrukim vremenskim deriviranjem (d]) te uvrStavanjem (2)) i do-

lazimo do Rem = 0, $to znaci da bez dodatnih vanjskih utjecaja (tj. pod
djelovanjem samo unutarnjih sila) sustav kao cjelina ne ubrzava, odnosno
ne mijenja svoje stanje gibanjﬂ Rjesenje ovakve jednadzbe gibanja, tj. di-
ferencijalne jednadZzbe d?Rem/dr? =0, jednoliko je pravocrtno gibanje po
pravecu:

Rem(t) = Ro + Vemt, (5)

2F = md nije najopcenitiji iskaz drugog Newtonovog zakona! Ve¢ je sam Newton iskazao
taj zakon u obliku F = dp/dt: sila uzrokuje promjenu kolicine gibanja (P) sustava ili tijela na
koje djeluje. Samo se pod odredenim, koliko god uobicajenim uvjetima taj izraz svodi na
poznatiju inacicu F = md, Gija valjanost prestaje svaki put kad se masa na koju djeluje sila
mijenja, a sila djeluje i na te promjenjive dijelove mase. Valja naglasiti da drugi Newtonov
zakon ne definira silu (tj. prirodu sile), ve¢ ucinak sile, tj. posljedice njezina djelovanja.

30vo nije nidta drugo nego iskaz o¢uvanja koli¢ine gibanja: ukupna koli¢ina gibanja izoli-
ranog sustava ne mijenja se u vremenu (ne moZe se promijeniti nikakvim utjecajima iz
nutrine sustava; jedino vanjskim djelovanjem, kad sustav prestaje biti izoliran).
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konstantnom brzinom Ven,, uz Rg kao poloZaj centra mase u nekom izabra-
nom pocetnom trenutku. Na ovu relaciju vratit éemo se kasnije.
Druga zamjenska veli¢ina relativni je poloZaj 7 projektila spram mete:

7=T7p —Tm. (6)

Diferencijalnu jednadzbu za vremensku evoluciju relativnog polozaja do-
bivamo dvostrukim deriviranjem prethodne relacije: 7 = 7}, — ¥ kako bi-

smo ponovno iskoristili izraze za 7, i 7 iz (2)) i :

5 1 1\ = QpOm 7
=|—+—)Fk = . 7
' <mp + mm> TP dmregu 12 @)
Ovdje smo uveli veli¢inu y koja se naziva reduciranom masom sustava:
1 1 1
= — (8)

poomp o mym

Dok je ukupnom masom sustava 11, + 1y odredeno gibanje sustava kao
cjeline, reduciranom masom odredeno je relativno gibanje dvaju tijela unu-
tar sustava te njezinu pojavu moZemo razumjeti kao posljedicu pojave iner-
cijalnih sila. Naime, relativni poloZaj 7 projektila spram mete (koji je neo-
visan o promatrackom sustavu) moZzemo shvatiti i kao apsolutni polozaj
projektila u sustavu same mete, u kojem je ishodiste sve vrijeme vezano za
metu. Bududi da meta sve vrijeme ubrzava zbog kulonske sile projektila,
sustav mete je ubrzan, tj. neinercijalan. Za opis gibanja u neinercijalnom
sustavu potrebno je u rac¢un ukljuciti i neinercijalne sile, ¢ija pojavnost se
pri zamjeni varijabli 7, 7m — 7 manifestira kroz pojavu reducirane mase,
tj. efektivne mase zaduZene za ispravan opis relativnog gibanja unutar sus-
tava. RjeSavanjem diferencijalne jednadzbe (7)) rijesili bismo problem na-
laZenja putanja projektila i mete. Naime, ve¢ smo odredili putanju centra
mase iz 1) a inverzijom izraza za ﬁcm i7iz i @ uvijek mozemo re-
konstruirati polozaje projektila i mete u bilo kojem promatrackom sustavu:

o = Rem + AmF, (9)
Pm = R‘cm - /\p?/ (10>

gdje informacija 0 samome promatrackom sustavu ulazi kroz ¢lan Rem. Za
udjele pojedinih masa u ukupnoj masi sustava uveli smo pokrate:

mp,m
My + Mm

(11)

Apm =

jer ¢e zauzimati istaknuto mjesto u kasnijim rezultatima.
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1.1 Opcenito kulonsko medudjelovanje

Jednadzbu (7)) izveli smo vodeci se pri¢om o odbojnom kulonskom medu-
djelovanju, iako u ovome obliku ni u najmanjoj mjeri ne ovisi o toj pret-
postavci; sasvim je valjana i u opéenitom slucaju. Njezinim izravnim rje-
Savanjem odredili bismo vremensku ovisnost 7(t) relativnog polozaja dvaju
naboja. Bududi da su radijalna udaljenost r i radijalni smjer # koji se po-
javljuju u toj jednadZzbi prirodni vektorski elementi sfernog koordinatnog
sustava, tu diferencijalnu jednadzbu najjednostavnije je rjeSavati upravo u
sfernim koordinatama [[5]]. Za razliku od jedini¢nih smjerova £, § i Z Kar-
tezijevog koordinatnog sustava, ¢ije usmjerenje je jednako u svim tockama
prostora, radijalni smjer 7 (zajedno s preostalim sfernim smjerovima 6 i ¢)
ovisi o poloZaju u prostoru te je uvijek usmjeren od ishodista prema proma-
tranoj tocki. Upravo zato raspis vektora poloZaja preko sfernih vektorskih
elemenataﬁ poprima jednostavan oblik: 7 = 7, no po cijenu toga da oba
vektorska elementa ovise o veli¢ini kojom parametriziramo polozaj. U slu-
¢aju vremenske parametrizacije poloZzaja imali bismo ne samo vremensku
ovisnost koordinate (t), ve¢ i vremensku ovisnost smjera 7(¢) unutar koje
se ,skrivaju” i ovisnosti preostalih koordinata 6(t) i ¢(t) kojima je odredeno
gibanje promatranog tijela. U kontekstu naSeg problema sama vremenska
ovisnost ponesto je nezahvalna za ra¢unanje, a donekle i manje korisna od
samog geometrijskog oblika trazene putanje. Na srec¢u, odredenim mate-
matickim manipulacijama vremenska diferencijalna jednadzba (7)) moze
se prevesti u diferencijalnu jednadzbu po jednoj od sfernih koordinata,
najcesée po ¢. Njezinim rjeSavanjem izravno nalazimo geometrijski oblik
putanje r(¢), tj. parametrizaciju jedne geometrijske koordinate drugom.
Citav postupak prikazan je u zavrénome Dodatku (poglavlje , gdje po-
kazujemo da u slucaju kulonskog medudjelovanja (i opcenitije, u slucaju
svake centralne sile, poput gravitacijske, koja opada s kvadratom udalje-
nosti: F o #/12) oblik relativnog gibanja dvaju tijela odgovara jednoj je od
¢unjosjecnica: kruznici, elipsi, paraboli ili hiperboli. Ovaj ishod omanje
je matematicko ¢udo, jednostavnoséu i elegancijom gotovo predobar da bi
bio istinit. U polarnim koordinatama ravnine, ¢iju ulogu preuzimaju sferne
koordinate r i ¢ trodimenzionalnog prostora promatramo li gibanje u x-y

4Ciljano izbjegavamo frazu ,raspis u sfernim koordinatama” jer moze podrazumijevati i ko-
ristenje sfernih koordinata 7, 6 i ¢ u raspisu komponenata svojstvenih smjerovima nekog
drugog koordinatnog sustava. Na primjer, ¢esto koristen raspis vektora po Kartezijevim
komponentama (smjerovima), a preko sfernih koordinata poprima oblik:

7 =sinfcos ¢ £ +sinfsin ¢ § + cos 2.

Drugim rijeima, sasvim je prihvatljivo i vrlo uobi¢ajeno koristiti jedini¢ne smjerove jednog
koordinatnog sustava, a komponente raspisivati u koordinatama nekog drugog.
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ravninﬂ sve klase ¢unjosjecnica mogu se parametrizirati jedinstvenim iz-
razom:

s

rlp) = 1—esin(p —9) (12)
Pri tome se parametri ¢, ry i e odreduju iz pocetnih uvjeta (pocetnog po-
lozaja 7y i pocetne brzine 7y) koji su u uskoj vezi s ukupnom energijom i
ukupnom kutnom koli¢inom gibanja dvaju tijela u sustavu.

Vrsta ¢unjosje¢nice iz opéenite polarne jednadzbe (12)) odredena je pa-
rametrom e, zvanim ekscentricitet, dok je ishodiSte radijalne koordinate r
u fokusu (ili jednom od dvaju fokusa) ¢unjosje¢nice. Pri tome e = 0 para-
metrizira kruznicu, 0 < e < 1elipsu, ¢ = 1 parabolu, ae > 1 hiperbolu. Da
bismo tim izrazom mogli opisati obje grane hiperbole, moramo dozvoliti i
negativne vrijednosti radijalne koordinate. Prema 7 = r# to samo znaci da
se tocka s 7(¢) < 0 nalazi na poloZaju zrcaljenom s obzirom na ishodiste,
tj. na istom poloZaju kao i tocka s radijalnom koordinatom |r(¢)| i kutnom
koordinatom ¢ 4 7r. Pri tome valja drzati na umu da je ishodiste radijalne
koordinate r(¢) ujednom od fokusa hiperbole, a ne u to¢ki centralne sime-
trije, izmedu njezinih dviju grana.

Slika [1] prikazuje po jedan primjer iz svake klase ¢unjosje¢nica opisanih
izrazom ([12)). Sve one dijele isto ishodiste radijalne koordinate r(¢), ozna-
¢eno zvjezdicom, koje odgovara fokusu ili jednome od dvaju fokusa svake
putanje. Valja naglasiti da ne postoji ,hijerarhija veli¢ina” razli¢itih klasa
putanja, $to bi slika mogla lazno sugerirati. Niti su sve kruzne putanje
iz ([12]) sadrzane unutar geometrijskog podrugja svih elipti¢nih putanja, niti
elipti¢ne unutar paraboli¢nih, niti paraboli¢ne unutar hiperboli¢nih. Ge-
ometrijsko podrudje svih mogucéih putanja iste klase (tj. svih kruznica, svih
elipsa, svih parabola i svih hiperbola) ¢itava ja ravnina te se mnoge presi-

5Cinjenica da je gibanje ograni¢eno unutar ravnine duboko je fizikalna, kao posljedica me-
dudjelovanja centralnom silom. Centralna je svaka sila koja djeluje po spojnici dvaju tijela
(F o 7), to je slucaj i kulonske i gravitacijske sile. U sustavu jednog tijela, kao izvora sile,
moment sile M kojim ono djeluje na drugo odreden je vektorskim produktom njihove
spojnice (,kraka sile”) i same sile: M =7 x F. U istome sustavu kutna koli¢ina gibanja
L tijela na koje djeluje sila F odredena je vektorskim produktom L = 7 x 7 u kojem se, uz
isti 7, pojavljuje translacijska koli¢ina gibanja p toga drugog tijela. Iz svojstva centralnosti
sada slijedi da moment centralne sile kao vektorski produkt kolinearnih vektora i$¢ezava:
M = 0. A iz tzv. ,,drugog Newtonovog zakona za kruzno gibanje”, koji kaze da moment
sile uzrokuje promjenu kutne koli¢ine gibanja onog tijela na koje djeluje: M = dL/dt, ko-
nacno slijedi da je pod djelovanjem centralne sile kutna koli¢ina gibanja ocuvana jer njezina
promjena (M) iSCezava. Kako je po definiciji vektorskim produktom kutna koli¢ina gi-
banja okomita na ravninu razapetu vektorima 7 i p, iz konstantnog usmjerenja o¢uvane
vektorske velicine L slijedi da ravnina gibanja (u kojoj leZi translacijska koli¢ina gibanja p)
ne zakrece u prostoru! Drugim rije¢ima, gibanje se sve vrijeme odvija unutar jedne te iste
ravnine.
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Slika 1. Izabrani primjeri ¢unjosjec¢nica iz . Kod privla¢nog kulonskog
(ili svakog gravitacijskog) medudjelovanja moguce su sve klase
putanja: kruznice, elipse, parabole ili hiperbole (pune linije). Kod
odbojnog kulonskog medudjelovanja moguce su jedino hiperbo-
licne putanje, i to s ,,druge” grane hiperbole (isprekidana linija).
Sve putanje dijele isti fokus (zvjezdica) u kojem leZi jedno od dvaju
tijela.

jecaju. Specifican odnos putanja sa slike [I|izabran je samo radi vizualne
jasnoce. Punim linijama prikazani su mogudi oblici putanja u slucaju priv-
la¢nog medudjelovanja®, poput kulonskog medudjelovanja izmedu elek-
tri¢nih naboja suprotnih predznaka (QpQm < 0) ili gravitacijskog medu-
djelovanja kod kojeg je privla¢ni scenarij jedini mogué. U slucaju odbojnog
medudjelovanja izmedu naboja istih predznaka (QpQm > 0) moguce su
jedino hiperboli¢ne putanje duz kojih se naboj u gibanju otklanja od rele-
vantnog fokusa, $to je na slici[I| prikazano isprekidanom linjjom.

1.2 Odbojno kulonsko rasprSenje

U eksperimentalnoj fizici, upravo kao u Rutherfordovom pokusu, procesi
rasprsenja tipi¢no se ispituju propustanjem usmjerenog snopa cestica (pro-
jektila) na centar rasprsenja (metu). Kao se upadni snop projektila uobi-
¢ajeno ispusta s udaljenosti neusporedivo vec¢ih od dimenzija na kojima
se odvija bitan dio rasprSenja (npr. s udaljenosti od nekoliko centimetara
spram atomskih dimenzija za samo rasprSenje), snop je opravdano mo-

6Kod privlaénog medudjelovanja tip putanje odreden je ukupnom energijom dvaju tijela
unutar sustava. Pri dovoljno niskim energijama sustav je vezan, tj. putanja tijela je zatvo-
rena (elipsa ili kruznica). Za dovoljno visoke energije putanja je otvorena (hiperboli¢na),
tj. tijela su slobodna proizvoljno se udaljiti jedno od drugog. Grani¢ni slu¢aj izmedu tih
dvaju scenarija odgovara paraboli¢noj putanji. Razlika izmedu elipti¢ne i kruZne putanje
dodatno je odredena ukupnom kutnom koli¢inom gibanja u sustavu.
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delirati kao da aproksimativno dolazi iz beskonac¢nosti, $to u mnogocemu
olakSava matematicki tretman. Stoga ¢emo jednadZbe gibanja iz prethod-
nog poglavlja primijeniti na nabijene projektile koji su na nabijenu metu
ispusteni s beskonacne udaljenosti, svi u istome smjeru (usmjereni snop),
no s razli¢itim pocetnim odmacima od osi koja prolazi metom. Ova os, ¢iji
smjer odgovara smjeru pocetne brzine projektila, prirodno se namece kao
z-0s jer ona ima istaknuto znacenje i u sfernom [5] i u cilindri¢nom [l6] ko-
ordinatnom sustavu. S gy oznacit ¢emo pocetni otklon projektila od z-osi,
koji odgovara radijalnom odmaku (p-koordinati) iz cilindri¢nog koordinat-
nog sustava. Ova pocetna vrijednost naziva se udarnim parametrom (eng.
impact parameter) projektila. PoCetnu brzinu svih projektila, iznosa vy, us-
mjerit éemo duZz pozitivnog smjera z-osi, $to znaci da smo projektil ispustili
sa z-koordinate u negativnoj beskonacnosti. Tom polozaju odgovara gra-
ni¢na vrijednost pocetne sferne 9-koordinateﬂjednaka 7t. Ovim izborima
potpuno smo parametrizirali po¢etni polozaj i brzinu projektila (u sustavu
mete) te za njih uvodimo posebne oznake 7 i 7, u smislu:

Fo =70 = ) = eop — ( lim 20)2, (13)
by = 7(0 — ) = vp2. (14)

Pri tome smo pocetni polozaj u negativnoj beskona¢nosti izabrali parame-
trizirati pozitivnim parametrom zg, uz eksplicitno uveden minus, u svrhu
olaksanog uvida u kasnije predznake. Sve ovo ¢inimo kako bismo tu be-
skonac¢nost formalno drZali pod kontrolom, Sto ¢e kasnije postati bitno. Ovi
pocetni uvjeti dovoljni su da bismo jednoznacno rijesili jednadZbu giba-
nja (7)) te odredili putanju projektila u sustavu mete. Izvod je ponuden je u
zavrsnome Dodatku (poglavlje[3)), dok ¢emo ovdje samo navesti konacan
rezultat.

Kako se razli¢ite putanje razlikuju prema udarnome parametru g, mo-
Zemo ga smatrati identifikacijskom oznakom pojedinog projektilaﬂ

7Sada jest opravdano prijeci s ranije ¢-koordinate iz , punog raspona ¢ € [0,27), na
6-koordinatu raspona 6 € [0, 77] jer unaprijed znamo da za rjeSenje jednadZbe gibanja oce-
kujemo jednu granu hiperbole, za koju je kutni raspon od najvie 7t sasvim dovoljan. Pred-
nost takve parametrizacije je Sto se pri rjeSavanju problem ponasa kao da je dvodimenzi-
onalan (samo su dvije relevantne koordinate: cilindri¢ne p i z ili sferne 7 i 9).

8U trodimenzionalnom prostoru svaki pojedini projektil odreden je jo$ i specifi¢nom vrijed-
noséu @-koordinate, koja je jednaka i u cilindri¢nom i u sfernom koordinatnom sustavu.
Medutim, zahvaljujuéi izabranom usmjerenju koordinatnih osi i sfernoj simetriji kulonske
sile, p-koordinata potpuno je nebitna pri rjeSavanju jednadzbe (7). U tom smislu, zapis
pocetnog poloZaja iz ne parametrizira samo jedan projektil, ve¢ ¢itav skup projektila:
sve s pocetnim p-otklonom ¢y, a s bilo kojom vrijedno$¢u kutne ¢-koordinate. Drugim
rije¢ima, predstavlja ¢itav ,prsten” pocetnih poloZaja, ¢ime je osigurana puna tro-
dimenzionalnost problema koristenjem samo dviju cilindri¢nih (p i z) ili sfernih (7 i 6)
koordinata.
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Stoga Zelimo da ovisnost o g, tj. ,,potpis” specificne putanje bude jasno
vidljiv u zapisu konacnog rjeSen;

02
r(6;00) = : - (15)
\/ 03 + 1% sin [0 — arcctg(0o/x)] —
Sve ostale, , pozadinske” parametre obuhvatili smo pokratom:
oo Q0n "
4dmeguug

Po zavrsetku izvoda u poglavlju 3} rjeSenje prikazano je dvama ek-
vivalentnim oblicima iz (105)). Jednakovaljanost svih triju zapisa moZze se
pokazati koriStenjem trigonometrijskih identiteta. Svaki ima svoje pred-
nosti, ovisno o potrebama, i svaki posjeduje ovaj ili onaj oblik unutarnje
elegancije. Vidimo da se zapis iz savrseno uklapa u opéenitu parame-
trizaciju ¢unjosje¢nica iz ([12), pri ¢emu jednostavnom usporedbom izraza
mozemo identificirati sljedece korespondencije:

9 = arcctg(0o/x); e =/(00/K)2+ 1 19 =—05/x.

Za odbojno rasprsenje, kada je x pozitivan zbog naboja projektila i mete
istih predznaka, parametar ry je negativan. To nije problem jer ve¢ znamo
da je jedna od dviju grana hiperbole uvijek opisana negativnim vrijednos-
tima radijalne koordinate r. Tipi¢no (za pozitivan ry), to je ona udalje-
nija od fokusa koji je ishodiste te koordinate. U slucaju odbojnog rasprsenja
upravo je ta grana traZzeno rjeSenje, jer druga grana ne zadovoljava pocetne
uvjete i (14). Fizikalno, ona odgovara privlacnom rasprienju projektila
suprotnog naboja, odaslanog iz suprotnog smjera. Stoga negativni para-
metar ry osigurava da je relevantna grana hiperbole sada pozitivna.

Slika [2| prikazuje hiperboli¢ne putanje projektila za nekoliko razli¢itih
vrijednosti udarnog parametra gg. Na osima su navedene cilindri¢ne ko-
ordinate koje se za svaku toc¢ku putanje, u parametrizirane sfernim
kutom 0, izra¢unavaju temeljem dobro poznate veze sa sfernim koordi-
natama: z(6) = r(0) cosf i p(0) = r(0) sinf. Sve duljinske veli¢ine prika-
zane su u skaliranim, bezdimenzionalnim koordinatama oznacenima crti-
com nad danom veli¢inom, u smislu: ¥ = x/x. Naime, moZemo primijetiti
da skaliranjem svih duljinskih veli¢ina duljinskom skalom « (konkretno,

U ovome radu sustavno koristimo uobitajenu definiciju funkcije arkus kotangens
(arcctg x = 71/2 — arctg x) zato jer ona, za razliku od arkus tangens, vraca vrijednosti s
prirodnog intervala sfernog kuta 6, od 0 do 7.
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Slika 2. Primjeri hiperboli¢nih putanja za odbojno Rutherfordovo rasprse-
nje nabijenog projektila (unaprijed, unatrag te okomito na upadni
smjer) u sustavu nabijene mete, prikazane zvjezdicom u ishodistu.
Udarni parametri izraZeni su skaliranim vrijednostima gg = 0o/ *.

7 =r/xi0p = 00/x), jednadzba putanje poprima univerzalan oblik neovi-
san o pozadinskim parametrima iz x:

a@ (17)

7(6;00) = :
\/ 0% + 1sin (6 — arcctg go) — 1

Ovo svojstvo propagira se u sve daljnje rezultate te je vrlo prikladno za ana-
lizu i prikazivanje rezultata, bez potrebe za izabiranjem specifi¢nih vrijed-
nosti parametra x. Stoga sve kasnije graficke rezultate prikazujemo upravo
u tako skaliranim koordinatama. Ovo takoder pokazuje da Rutherfordovo
rasprsenje ima prirodnu duljinsku skalu (upravo x), unutar koje se odvija
bitan dio medudjelovanja, tj. gdje se moze ocekivati najveci doprinos ras-
prsenju.

Na slici [2| projektili su izabrane tako da je u sustavu mete jedan rasprSen
unatrag (gp < 1), jedan okomito na upadni smjer (go = 1), a jedan unapri-
jed (8o > 1). Daje upravo putanja s go = 1, tj. 0o = x ona koja je na granici
izmedu tih rezima, lako je potvrditi provjerom kona¢nog kuta rasprsenja.
On se u manifestira iS¢ezavanjem nazivnika, tj. divergencijom radi-
jalne koordinate duZz udaljenog kraka hiperbole. Najelegantniji izraz za taj
kut rasprenja, u oznaci §, mozemo is¢itati iz jednog od ekvivalentnih iz-
raza u ((105]), odakle za relevantnu nulto¢ku nazivnika nalazimo:

0 = 2arcctg(0p/x). (18)
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Prema tome, upravo gp = k vodi na 6 = 71/2, tj. rasprienje okomito na
upadni smjer. Zanimljivo je primijetiti da asimptote hiperbole ne prolaze
kroz metu, $to posebno vrijedi za asimptotu rasprSenog kraka. Asimptota
okomito rasprsene putanje, tako, sije¢e z-os u z = —1 umjesto u ishodistu
gdje lezi meta.

2 Sjena odbojnog rasprSenja

U (sveucilidnoj) literaturi, a i u popularnim izvorima (npr. [[Z]) putanje
projektila iz usmjerenog snopa dobro su poznate. Cak je dobro istraZen
i kvantnomehanicki opis Rutherfordovog rasprsenja u kojem je klasi¢no
gibanje projektila po izdvojenim putanjama zamijenjen opisom preko tzv.
kvantnomehanickih valnih funkcija [8]. No malo se poznatom ¢ini ¢inje-
nica da odbojno Rutherfordovo rasprenje baca sjenu! U to se vrlo lako
mozemo uvijeriti iscrtavanjem nekolicine razli¢itih putanja na istome grafu,
kao na slici3} Prikazane putanje rjeSenja su iz za razli¢ite vrijednosti
udarnog parametra gg, uz sve ostale parametre iz « iste, ukljucujudi i po-
Cetnu brzinu vy. Sasvim je jasno da (u sustavu mete, prikazane zvjezdi-
com) postoji ¢itav dio prostora u koji ne dopire nijedna putanja. Upravo taj
dio prostora smatramo sjenom rasprsenja, u analogiji s uobicajenom, optic-
kom sjenom u koju ne dopiru zrake svjetlosti. Privla¢no rasprsenje dvaju
naboja suprotnih predznaka ne stvara sjenu jer se putanje projektila (po-
novno hiperbole) zakre¢u prema meti, umjesto od nje. Kako smanjujemo
udarni parametar gy, tj. putanju projektila priblizavamo meti, tako se kod
privla¢nog rasprienja putanje sve vise zakrecu oko mete, prebrisujuci ¢itav
prostor i ne ostavljajuéi mjesta sjeni.

Najistaknutiji raniji tretmani sjene odbojnog rasprsenja mogu se pronaci
u [9,[10]. Valja primijetiti da jedan od tih izvora pedesetak, a drugi tridese-
tak godina star! Stoga postojanje sjene rasprsenja niposto nije novo otkrice.
Medutim, ovaj aspekt rasprsenja, matematicki ne odvise zahtjevan jednom
kad su nam poznati oblici putanja iz (15), jos uvijek je razmjerno nepoz-
nat i ne nalazi svoje mjesto u konvencionalnoj literaturi ¢ak niti u obliku
usputne napomene. U prilog tome govori i ¢injenica da pokusaji iscrta-
vanja nekolicine putanja kao na slici |3 s vremena na vrijeme dovode do
,ponovnih otkri¢a” sjene rasprsenja [[11]]. Kao odgovor na ovaj problem,
na Fizickome odsjeku Prirodoslovno-matematic¢kog fakulteta Sveucilista u
Zagrebu izradena su dva diplomska rada [[12,[13] te su kao rezultat tih is-
traZivanja objavljena dva stru¢na ¢lanka [[14, [15] u kojima su, vjerujemo,
otkriveni i neki otprije nepoznati detalji geometrije rasprsenja. Ovaj ¢la-
nak dio je nastojanja da se ova zanimljiva tema predstavi i jos vise pribliZi
domacoj publici.
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Slika 3. Nekolicina nagomilanih putanja iz (15]), za razli¢ite oy, koje uka-
zuju na postojanje sjene odbojnog Rutherfordovog rasprsenja.

2.1 Sustav mete

Odredivanje sjene rasprsenja svodi se na nalazenje rubnog podrucja pros-
tora u koji putanje projektila ne dopiru: tzv. anvelope [[16]] skupa putanja
iz ([15). Pri tome podsje¢camo da u proizvoljnom promatrackom sustavu
rjeSenje ([15]) predstavlja relativnu putanju projektila s obzirom na metu.
Prema definiciji relativne koordinate iz (f]) vidimo da tu putanju mozemo
smatrati i apsolutnom ako i samo ako smo u sustavu u kojem od mete zah-
tijevamo da sve vrijeme miruje u ishodistu (7, = 0, identicki, tako da
7p = 7). Takav sustav, po konstrukciji vezan uz metu, nazivamo upravo
sustavom mete. Stoga moramo biti svjesni da izravnim promatranjem pu-
tanje iz ([I5]), bez dodatnih prera¢unavanja oblika putanja izmedu proma-
trackih sustava, analiziramo rasprSenje projektila iskljucivo u sustavu mete.
S fizikalne strane valja razumjeti da smo ,u¢vriéenje” mete postigli cilja-
nim izborom koordinatnog sustava, vezavsi ishodiste za metu svojom od-
lukom, a ne ,pridrzavanjem” mete nekom vanjskom silom. U potonjem
slucaju u pocetnoj jednadzbi gibanja (7)) pojavila bi se masa samog projek-
tila m;, umjesto reducirane mase p.

Pitanje koje sad postavljamo jest: od svih putanja iz (zaistix, a za
razlicite gg) koja pod danim kutom 6 dolazi najblize meti? Uspijemo li to
rijeSiti, tj. nadi udarni parametar gy takve putanje, pripadnom tockom s
te putanje odredit ¢emo jednu od tocaka anvelope: upravo onu pod ku-
tom 6. Kako je ovisnost o g iz glatka (nema naglih niti skokovitih
promjena), udaljenost projektila od mete pod danim kutom 6 minimiziramo
tipicnom metodom ekstremizacije, tj. nalaZenjem nultocke derivacije po
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relevantnom parametru gy:
dr(6;00)| _ 0dpsinf —2K(1+c059)r2
5 ~3
dQO Qo0 QO
Pri tome trazimo upravo minimizacijsku vrijednost gy. Prethodni zapis re-
zultata derivacije ne treba isprva biti sasvim ocit, ve¢ preostaje nakon po-
nesto sredivanja. Derivaciju je pri tome najjednostavnije provesti koriste¢i

jedan od alternativnih zapisa iz ([105]). Za iS¢ezavanje prethodnog izraza
odgovorna je nultocka brojnika, $to vodi na minimizacijsku vrijednost:

2x(1 + cos 6) 2K
= = . 20
0 sin @ tg(0/2) (20)
Povratkom ove vrijednosti u ili ([105]), ¢ime pod danim kutom 6 za-
drzavamo tocku upravo s one putanje koja medu svim putanjama prilazi
najbliZe meti, preostaje:

r(6; o)

(6;00) = 0. (19)

et

B 4x _ 2K
1—cosf  sin?(6/2)

Ovo je trazena jednadZba ruba sjene (anvelope svih putanja) u sfernim ko-
ordinatama! Uspije li nas ovaj oblik rjeSenja podsjetiti na opéenitu parame-
trizaciju ¢unjosje¢nica iz (12)), tada mozemo prepoznati da smo dobili jed-
nadzbu parabole jer je pripadni ekcsentricitet uz kosinusni ¢lan jednak 1.
Ovime smo potvrdili slutnju koju je jos ispocetka sugerirala slika 3} Pre-
ciznije, dobili smo jednadZbu paraboloida jer ako koordinate r i 6 doista
tumac¢imo kao sferne koordinate prostora, nasuprot polarnim koordina-
tama ravnine, tada je njima parametrizirana dvodimenzionalna (parabo-
loidna) ploha u trodimenzionalnome prostoru. Medutim, da ne bismo os-
tali prepusteni nuznosti raspoznavanja parametarske jednadZzbe parabole,

(21)

sfernih koordinata na cilindri¢ne uobi¢ajenim transformacijama z = r cos 6
i p=rsinf. Primjenom na i eliminacijom ¢lana 6 izmedu izraza za
z(0) i p(0) (postupak u nekoliko jednostavnih koraka koji ostavljamo ¢ita-
telju za samostalnu vjezbu) dolazimo do eksplicitne ovisnosti z(p) jedne
cilindri¢ne koordinate sjene o drugoj. Da bismo izbjegli zabunu s jednadz-
bom putanje projektila, 5to ¢e kasnije postati bitno, za z-koordinatu sjene
koristit éemo oznaku Z. U tako zapisanim cilindri¢nim koordinatama jed-
nadzba sjene rasprienih projektila u sustavu mete poprima oblik:

2

z(p) = & —2x, (22)

$to je svima prepoznatljiv oblik jednadZbe parabole, tj. paraboloida.
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Prisjetimo se neovisnosti oblika putanja iz (7)), nakon skaliranja duljin-
skim parametrom x. JednadZbu sjene, kao izravne posljedice takvih pu-
tanja, takoder moZemo izraziti skaliranim, bezdimenzionalnim koordina-
tama: Z(p) = p?/8 — 2. Provjerimo jos i fokalnu duljinu f (udaljenost fo-
kusa i tjemena) dobivenog paraboloida. Bududi da je vodeéi koeficijent
opéenite kvadratne forme Z(p) = ap® + bp + ¢ izravno odreden fokalnom
duljinom: a = 1/(4f), temeljem usporedbe s vodec¢im ¢lanom iz lako
zaklju¢ujemo: f = 2x. A kako je udaljenost tjemena od ishodista u kojem
lezi meta jednaka je toj fokalnoj duljini: Z(0) = —2«, zaklju¢ujemo da se
meta nalazi to¢no u fokusu paraboloidne sjene!

k% %k

U [[17] posebno je istaknuto kako se postupak minimizacije iz uk-
lapa u opéeniti kontekst nalazenja anvelope [[18}[19] kad je ovisnost skupa
krivulja o relevantnim parametrima glatka. U [20, 21]] pokazano je kako
se do anvelope u nasem specificnom slu¢aju moZze do¢i i geometrijskom
konstrukcijom, zaobilaZzenjem postupka iz (19).

2.2 Sustav centra mase

Jedan od najbitnijih sustava u fizici sustav je centra mase. Po (klasi¢noj)
definiciji to je onaj sustav u kojem centar mase, poloZaja definiranog u (&),
sve vrijeme miruje (Vem = 0) u ishodistu. Drugim rije¢ima, to je onaj sus-
tav za koji u identicki vrijedi: Rem(t) = 0. Uvrtavanjem tog zahtjeva
u @D i , putanje projektila i mete u sustavu centra mase mozemo izra-
ziti izravno preko otprije poznate relativne putanje 7:

Py = AmF, (23)

a koja se u sustavu mete istovremeno podudarala i sa samom putanjom
projektila. U sustavu centra mase, ¢ije se ishodiSte nalazi u samome centru
mase negdje izmedu projektila i metﬂ i projektil i meta se gibaju, i tou
suprotnim smjerovima. Stoga smo u i uveli eksplicitnu oznaku
projektila i mete, no radi jednostavnosti zapisa izostavljamo oznaku sus-
tava (centra mase) u kojem te relacije vrijede. Slika {4 prikazuje nekolicinu

0Transformacije iz i netrivijalnije su nego $to se ¢ini. Naime, poloZaj centra mase
mete i svakog pojedinog projektila je razlicit pa zahtjev Rom = 0 za svaki projektil-meta par
podrazumijeva da su ,,u matemati¢koj pozadini” putanje projektila tako prerasporedene u
prostoru da se centri mase svakog projektil-meta para nadu u istoj tocki, kako bismo imali
jedinstven sustav centra mase za itav snop projektila.
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Slika 4. Nagomilane putanje projektila (odozdo) i mete (odozgo) u sus-
tavu centra mase, za Ay = 0.15, §j. A, = 0.85. U ishodistu (krizic¢)
leZi centar mase sustava.

putanja iz i za odnos masa A = 0.15, tj. Ap = 0.85. Zbog sredis-
nje vaznosti relativnog poloZzaja 7 unutar i , podsje¢amo na njegov
raspis po svim dosad spominjanim vektorskim smjerovima (sfernim, cilin-
dri¢nim i Kartezijevim) koristenjem iskljucivo sfernih koordinata za same
komponente jer je upravo njima parametriziran izraz ([15)):

Toop(0) =1(6;00) 7
7(6;00) sinfp +r(6;00) cos 6 2

r(6; 00) sin@ cos ¢ £ + r(6; 09) sin B sin ¢ 7 + r(6; 0p) cos 0 2.
(25)

Ovdje smo uveli eksplicitne oznake za ovisnost relativne putanje 7 o vari-
jabli 8 i parametrima g i ¢. Naime, putanja je jednodimenzionalni objekt pa
njezine toc¢ke mogu biti parametrizirane samo jednom nezavisnom varija-
blom, ¢iju ulogu u nasem slucaju ima 6. S druge strane, udarni parametar
0o i druga sferna koordinata ¢ odreduju koju to¢no putanju promatramo te
su za danu putanju konstantni parametri. Pri tome takoder valja primije-
titi da je ishodiste relativnog polozaja, tj. hvatiste jedini¢nih vektora iz
prema definiciji iz (6) u samoj meti. S druge strane, nakon transforma-
cija iz i polozaji 7 i 7m u sustavu centra mase izravno nasljeduju
smjerove jedini¢nih vektora iz (25]), no prema definicijama (9)) i hvati-
Ste svih tih jedini¢nih vektora pomice se u centar mase kao novo ishodiste
sustava.
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Sada Zelimo odrediti oblik sjene u sustavu centra mase ponavljanjem
postupka minimizacije iz (19), no ovaj put koriste¢i nove radijalne koor-
dinate r, projektila iz (23)). Sve one samo su skalirane konstantnim ¢la-
nom Ap, s obzirom na one iz : p = Amr. Stoga se minimizacijski uvjet:

drp(6; 00) _ mdr(G; Q) -0 (26)
doo o doo lao

samo prividno mijenja. Budu¢i da se svodi na nalaZenje nultocke istog broj-
nika kao i u (19), minimizacijsko rjeSenje gy potpuno je jednako onome
iz (20). Medutim, njegovim povratkom u r,(6; 0p), kao u (21), jednadzba
rp(6;00) = Amr(6; 0o) paraboloidne anvelope u sfernim koordinatama nas-
ljeduje dodatni multiplikativni ¢lan Apy,. Isti ¢lan propagira seiu cilindri¢ne
koordinate anvelope (z, = rpcos0 i pp = rpsinf), Sto nakon eliminacije
kuta 6 vodi na novu jednadZbu sjene projektila u sustavu centra mase:

2
0
Zp(py) = gyt — 2k, (27)

gdje za z-koordinatu sjene koristimo oznaku Z,, analognu onoj iz (22)).
Iz i sasvim je jasno da se u sustavu centra mase giba i meta, i
to na nacin potpuno simetri¢an gibanju projektila. Stoga u sustavu cen-
tra mase i meta baca svoju sjenu. Zahvaljujuéi uocenoj simetriji gibanja, u
sustavu centra mase uvijek moZemo zamijeniti uloge projektila i mete jed-
nostavnom zamjenom oznaka p <+ m. Sjenu mete zato ne trebamo izvoditi
iznova, ve¢ je mozemo odmah rekonstruirati iz (27)):

2
Zm(Pm) = _78;)\1;1( + 2/\pK, (28)

pri ¢emu smo zamjenom svih predznaka uzeli u obzir da meta dolazi iz
suprotnog smjera, s pozitivne strane z-osi.

U sustavu centra mase sjene dvaju naboja opcenito su razlicitoga oblika,
u skladu s primjerom sa slike[l] Za razliku od sustava mete, u sustavu cen-
tra mase samo je konacan dio prostora potpuno zasjenjen, na nacin da u
njega ne dopire nijedna putanja, niti projektila niti mete. Provjerom fokal-
nih duljina temeljem vodecih koeficijenata iz i nalazimo: fp = 2Am
i fm = 2Ap. Obje duljine ponovno odgovaraju udaljenostima tjemena pri-
padnih sjena od ishodiSta koordinatnog sustava, $to je izravno vidljivo iz
slobodnih ¢lanova. Stoga zaklju¢ujemo da obje sjene dijele jedan te isti fo-
kus, koji se takoder podudara i s poloZajem centra mase sustava. Jos jedna
matematicka podudarnost gotovo predobra da bi bila istinita!
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2.3 Kogibajuéi i laboratorijski sustav

Transformacijama (9 i u mogucénosti smo prijeci u bilo koji proma-
tracki sustav. Ta sloboda izbora manifestira se kroz oblik vremenske (ili
kakve druge) ovisnosti poloZaja centra mase Rcy u izabranom sustavu.
Drugim rije¢ima, o izboru promatrackog sustava ovisi gibanje para
projektil-meta kao cjelineEl Prema tome, sustav iz kojeg promatramo pro-
blem izravno odredujemo oblikom ponasanja Rem. Od svih mogucéih sus-
tava promatrat ¢emo inercijalne sustave, tj. neubrzane sustave u kojima na
projektil i metu ne djeluju vanjske sile pa se njihov centar mase po inerciji
giba jednoliko pravocrtno, konstantnom brzinom Ve, iz . Jos restriktiv-
nije, promatrat éemo samo one sustave u kojima se centar mase projektila
i mete giba u smjeru pocetne brzine projektila. Jo$ od taj smjer odgo-
vara usmjerenju z-osi, tako da razmatramo samo one sustave u kojima se
centar mase giba iskljuc¢ivo duz z-osi: Vem = VemZ. Takoder éemo zahtije-
vati da se meta u pocetnome trenutku nalazi u ishodistu sustava:

Fm(t = 0) = 0. (29)

Pocetni poloZaj projektila mora biti dosljedan s ranijim uvjetom za po-
Cetni relativni polozaj projektila i mete. Odredujemo ga iz (6)), i 29):

Folt = 0) = op — ( Jim z0)2. (30)

Ovakav specifi¢an podskup svih mogucih inercijalnih sustava nazvat ¢emo
kogibajuéim sustavima, gibanja usporednog pocetnome snopu projektila. Me-
du njima posebno se istice laboratorijski sustav, definiran dodatnim zahtje-
vom da meta u pocetnome trenutku miruje: 7 (t = 0) = 0.

Na prvi pogled mozZze se uciniti da prijelaz u kogibajuéi sustav nije nista
viSe od pukog, ne osobito zanimljivog tehni¢kog postupka. Medutim, sada
stvari postaju doista zanimljive, a sve naSe moZebitne koncepcije o banal-
nosti postupka redom ¢e se pokazati pogreSnima. Vrlo brzo otkrit éemo
da: (1) suprotno o¢ekivanjima, sjena rasprsenja ne moze nastati u bilo ko-
pojavom divergencije koju éemo morati ukrotiti te polinoma petog stupnja
s kojim ¢emo se morati numericki obrac¢unati; (3) sjena, ako postoji, vise
nije paraboloidna; (4) otvara se moguénost nagle promjene u kvalitativ-
nom ponasanju sjene, koja ima sva matematicka obiljezja faznog prijelaza
nalik termodinamickome prijelazu izmedu plina i tekuéine!

11 Ako se centar mase projektila i mete giba spram promatraca brzinom Vem, promatrac se,

naravno, spram istog centra mase giba u suprotnome smjeru, brzinom — V. Stoga pro-
matracke sustave jednako dobro moZzemo razlikovati i prema gibanju samog promatraca.
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2.3.1 Uvjeti postojanja sjene

Netko s dobrom intuicijom za kinematiku prijelaza izmedu promatrackih
sustava mogao bi naslutiti postojanje odredenih ogranicenja na samu mo-
gucnost nastanka sjene rasprSenja u danom kogibaju¢em sustavu. Stoga po-
kuSajmo unaprijed predvidjeti takva ograni¢enja kako ih naknadno ne bi-
smo morali traziti medu matematickim svojstvima kona¢nog oblika sjene,
koji ¢e se ionako pokazati podosta slozenim za analizu. U takvim razma-
tranjima obi¢no kre¢emo od sustava centra mase jer u njemu projektil-meta
par kao cjelina mirujeflz]pa se sustav centra mase ponasa kao svojevrsna refe-
rentna tocka za analizu bilo kojeg drugog sustava (¢injenica da se projektil
i meta zasebno ipak gibaju svojstvo je gibanja unutar sustava).

Gibanje projektila u sustavu centra mase potpuno je odredeno ovisnoséu
izraza o relevantnim parametrima. Smatramo li poznatom vremen-
sku ovisnost te putanje 7, (t), dobro utvrdenim matematic¢kim operacijama
iz nje izvla¢imo Zeljene podatke: prvom vremenskom derivacijom brzinu
projektila, drugom derivacijom njegovo ubrzanje, itd. Stoga za njegovu
pocetnu brzinu imamo: 7, (t = 0) = AnF(t = 0), a posredstvom 1) dalje
vidimo: ?p(t = 0) = AmvpZ. Dakle, iznos pocetne brzine projektila u sus-
tavu centra mase jest Amvp. Sad nas zanima iznos brzine projektila u bilo
kojem kasnijem trenutku. Dok se priblizava meti, ona ga odbojnom kulon-
skom silom usporava, dakle brzina mu se smanjuje. No nakon najblizeg
priblizenja (vidi sliku2) pocinje se udaljavati od mete, koja ga sada odboj-
nom silom ubrzava od sebe. Vidimo da je tijekom pocetnog priblizavanja
maksimalni iznos brzine projektila upravo pocetna vrijednost Anvp, jer se
nakon toga smanjuje. No hoce li ga tijekom udaljavanja meta ubrzati na
koju veéu vrijednost? Primijetimo da pukim skaliranjem iz projektil
zadrzava hiperboli¢ni oblik putanje iz sustava mete. Kako je hiper-
bola simetri¢na oko simetrale svojih asimptota (pravca koji prolazi spojni-
com mete i tiemena hiperbole), iznosi kinemati¢kih veli¢ina takoder su si-
metri¢ni duZz ,ulaznog” i ,izlaznog” kraka, tijekom pribliZzavanja i tijekom
udaljavanja. Stoga zaklju¢ujemo da iznos brzine projektila tijekom ubrza-
vanja raste upravo prema pocetnoj vrijednosti Amvp. Prema tome, A0y je
apsolutni maksimum iznosa brzine projektila u sustavu centra mas

2Kogibajuéi sustav s Vem = 0 ne podudara se sa sustavom centra mase, zbog razlike u is-
hodistu, a i zbog prostornog preuredenja putanja u sustavu centra mase, koje smo ve¢
komentirali. Prema (29)), ishodiste kogibajuceg sustava podudara se s pofetnim poloza-
jem mete, dok je ishodiste sustava centra mase uvijek izmedu projektila i mete. Za Ry
iz u sustavu centra mase identicki vrijedi Ry = 0, a u kogibajuéem sustavu s Ve = 0
prema , @l) i za svaki pojedini projektil-meta par imamo: Ry = ApTp(t =0).

130vo se jog jednostavnije pokazuje oduvanjem ukupne energije, koja se sastoji od kinetickih
i potencijalnih doprinosa. No energiju nismo dosad spominjali pa ne¢emo ni ovdje.
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Promotrimo sada gibanje projektila u kogibajuéem sustavu u kojem se
centar mase (1. projektil-meta par kao cjelina) giba brzinom Ven = Vem?.
Posebno je korisno promatrati ponasanje tjemena sjene, koje nastaje kao
posljedica odboja frontalne putanje unatrag, tj. putanje projektila udarnog
parametra g9 = 0, koji izravno nalije¢e na metu. Ako se u danom kogiba-
juéem sustavu frontalna putanja uspije odbiti unatrag, tjeme sjene uspjet
¢e se stvoriti. Na temelju kontinuiranosti prijelaza izmedu putanja, tj. glat-
kog ponasanja putanja s promjenom udarnog parametra ¢, zaklju¢ujemo
da ¢e se uspjeti oblikovati i dijelovi sjene u neposrednoj blizini tjemena.
Stoga zaklju¢ujemo da u takvim sustavima sjena rasprSenja postoji.

No 5to ako je brzina Ve toliko visoka da se frontalni projektil ne moze
odbiti unatrag pa se sve vrijeme nastavlja gibati unaprijed? Tjeme sjene
vige se ne moZe stvoriti u pp = 0. Mogu li se barem oblikovati neki os-
tali dijelovi sjene? Za to promotrimo z-komponentu konac¢ne brzine bilo
kojeg projektila. Ve¢ smo zakljucili da je Anvo kona¢ni i maksimalni iz-
nos brzine svih projektila u sustavu centra mase. U negativnom z-smjeru
upravo frontalni projektil postize taj iznos, tj. bas$ je on ,najjace odbijen
unatrag”. Konacne brzine svih ostalih projektila ,,manje su usmjerene una-
trag” zbog otklona od z-osi po zavrsetku rasprsenja, i to pod kutom ras-
prienja iz (18)). Zaklju¢ujemo: za z-komponentu brzine bilo kojeg pro-
jektila u sustavu centra mase, u privremenoj oznaci V, (o), uvijek vrijedi
V. (00) > —Amvo. Ako je frontalni projektil potisnut unaprijed previsokom
brzinom centra mase, tako da Vem — Amvp > 0, onda se niti jedan drugi
projektil ni u kojem trenutku ne moZze rasprsiti unatrag. Slijedi da se tjeme
sjene nigdje ne moze stvoriti, a argumentom kontinuiranosti niti koji drugi
dio sjene. Dakle, pod prethodnim uvjetom na brzinu centra mase, ekviva-
lentnog oblika Ve > Amvo, svi projektili nastavljaju se gibati unaprijed (ne
strogo duz z-osi, ve¢ z-komponenta brzine sve vrijeme ostaje pozitivna).
Njihove putanje prebrisuju ¢itav prostor, a sjena rasprSenja postaje neos-
tvariva!

Postoji jo$ jedan zanimljiv, komplementaran scenarij. Kako je Ay,vg mak-
simalan iznos ukupne brzine bilo kojeg projektila u sustavu centra mase, to
posebno vrijedi i za z-komponentu; u ranijoj oznaci: V;(0p) < Amvp. Samu
maksimalnu vrijednost ostvaruju svi projektili u po¢etnome trenutku, kad
su tek odaslani prema meti, upravo duZz z-osi. Giba li se sada centar mase
tolikom brzinom unatrag da je maksimalna z-komponenta brzine projek-
tila u kogibaju¢em sustavu potisnuta unatrag: Vem +Amvg < 0, tada se i
u svakom kasnijem trenutku projektili nastavljaju gibati unatrag. Kako su
u kogibajué¢em sustavu projektili ispusteni s pocetnog poloZaja besko-
na¢no udaljenog od ishodista, pod upravo identificiranim uvjetom
Vem < —Amvp svi projektili jos se viSe udaljavaju od ishodista, nikad ne
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dopirudi na kona¢nu udaljenost od mete. Stoga moZemo redi da je u tom
slucaju zasjenjen ¢itav prostor (jer njjedna putanja ne zadire u dio prostora
,kona¢nih koordinata”), $to nazivamo trivijalnom sjenom rasprsenja. Sam
oblik sjene u tom slucaju odreden je beskona¢no udaljenom ravninom po-
Cetnih polozaja iz s koje su ispusteni svi projektili.

Vidjeli smo, dakle, da u slucaju Vem > Amvp sjena rasprsenja uopée ne
postoji, a u slucaju Vem < —Amvp njezina se granica ne nalazi na konac-
noj udaljenosti od ishodista. Zaklju¢ujemo da (netrivijalna) sjena postoji
jedino pod uvjetom:

—Am?y < Vem < Am0g & Am > |Vem|/vo. (31)

Lijevi uvjet zahtjev je na brzinu centra mase projektila i mete znamo li od-
nos masa iz Ay,. Desni uvjet ogranicenje je na odnos njihovih masa znamo
li u kojem se kogibaju¢em sustavu nalazimo. Kako prema uvijek vri-
jedi A <1, sjena odbojnog Rutherfordovog rasprsenja ni u kakvim okol-
nostima ne moZe postojati u kogibaju¢em sustavu u kojem se centar mase
projektila i mete giba brZe od njihove pocetne relativne brzine (|Vem| > vp).

2.3.2 Putanje u kogibajuéem sustavu

Kad bismo htjeli provesti detaljan izvod putanja projektila u kogibaju¢em
sustavu, trebali bismo unaprijed poznavati odredene detalje izvoda iz po-
glavlja 3] Da ovdje ne bismo odve¢ odvlacili od glavne poante, tek ¢emo
ukratko predstaviti najvaznije i najzanimljivije korake. Zainteresirani cita-
telj ¢itav izvod moZe pronacdi u [[13} [15]].

Pocetni korak je odredivanje veze izmedu geometrijskih parametara pu-
tanje i vremena t proteklog od ispustanja projektila. To vrijeme od sredi$nje
je vaznosti u (5]) za opis gibanja centra mase u danom kogibaju¢em sustavu.
U izvodu iz poglavlja [3| pocetna tocka za odredivanje te ovisnosti diferen-
cijalna je jednadzba (62). Dok su u njoj izbor sferne koordinate ¢ i oblik
¢lana { iz prilagodeni opéenitom izvodu putanja u kulonskome po-
lju, ovdje odmah navodimo oblik relacije prilagoden nasem specificnom
problemu rasprsenja. Notacijskim prijelazom ¢ — 0 te identifikacijom

¢ = —ggvy iz pocetnih uvjeta i (T4)), imamo:

do _ QOUO
dt = (000 32)

Kako nam je rjesenje r(6; o) iz poznato kao funkcija kutnog parame-
tra 8, prethodni izraz ovako dovodimo u oblik spreman za integraciju:

/ O g — — L i [ 200 00)de" (33)
=— im [ r*(6'; .
0 0000 Op—m Jy Qo

58



SJENA ODBOJNOG RUTHERFORDOVOG RASPRSEN]JA

gdje crtica formalno razlikuje varijable integracije od varijabli iz granica
integracije. Navodimo primitivnu funkciju za integral s desne strane:

0
/ r2(0';00)d0" = — (0o cos 8 + xsin 6) 7(6; 09) + koo In (%tg% - 1)
(34)
kako bi se ¢itatelj sam mogao uvjeriti da uvrstavanje donje granice inte-
gracije 6y — 7 iz vodi na divergenciju rjeSenja. Naglasavamo da se
doista radi o neograni¢enome rastu, a ne neodredenome izrazu od kojeg
bismo ocekivali dobro definiranu kona¢nu grani¢nu vrijednost. Ta besko-
nacnost je stoga nepovratno usadena u rjesenje t(6; 0o ) trivijalnog (lijevog)
integrala iz . Posredstvom pomaka Vet iz (5)) koji je preko ugra-
den u putanju mete u kogibajuéem sustavu:

"m(6;00) = Ro+ cht(gi ) — /\p7(9? ) (35)

zaklju¢ujemo da ¢e se sama meta odmaknuti beskonac¢no daleko s pocet-
nog polozaja prije nego li se nade s projektilom na kakvoj kona¢noj uda-
ljenosti. Ovo je lako razumjeti jer projektil kona¢nom brzinom mora s po-
cetnog polozaja prije¢i beskona¢nu udaljenost do mete, dok se sve to
(beskonac¢no potrebno) vrijeme meta udaljava od ishodista, i zbog kulon-
skog odboja i zbog stalnog gibanja centra mase sustava.

Je li ovime daljnji ra¢un postao beznadan? Niposto! Sve Sto trebamo je
na formalno ispravan nacin parametrizirati beskonac¢nost koja se pojavljuje
te je limesima izolirati od ostatka izraza. Upravo smo zato jos od za
pocetnu udaljenost duz z-osi uveli kontrolni (pozitivni) parametar zo. Za
koordinate iz sustava mete, iz kojeg smo preuzeli pocetnu diferencijalnu
jednadzbu (32), uvijek vrijedi ctg @ = z/p. Stoga isto vrijedi i u pocetnom
trenutku iz (13]), kad je z(t = 0) = —lim;y 0 20 i p(t =0) = gp. Sada je
jednostavno reparametrizirati pocetni kutni otklon iz ka(f%}

eﬁlgln 0y = zglinoo arcctg(—z0/00), (36)
Uvrstavanjem ovako preinacene donje granice integracije u primitivnu funk-
cijuiz (34)), od ¢itavog desnog integrala iz preostaje izraz u kojem neki
¢lanovi nose ovisnost o 6, dok drugi nose limesom ,,ukroéenu” beskonac-
nost zg. Jo$ neemo posebno izolirati te divergentne doprinose, sve dok
ne dodemo do relevantnog izraza u kojem ¢e biti najprakti¢nije provesti tu
ekstrakciju.

14Zasto uopée prelazimo na parametrizaciju preko zg umjesto da smo samo nastavimo s 8?
Jer su sve putanje iz (B0) pustene s istog pocetnog zp, a ne 6! Uskoro ¢e nam trebati i
eksplicitan uvid u svu ovisnost o udarnome parametru o, a koja je, prema , dijelom
skrivena unutar 6. Stoga je trebamo jasno , ogoliti”.
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Kao rezultat uspjesno provedene integracije iz sad imamo vremen-
sku ovisnost £(6; 0p) koju ovdje nec¢emo raspisivati, ve¢ ¢emo samo ilustri-
rati daljnji postupak. Kombinacijom i (9) nalazimo izraz za putanju
projektila u kogibajuéem sustavu:

75(6;00) = Ro + Vemt(6; 00) + AmF(6; 00) (37)

u koji trebamo uvrstiti upravo odredeni £(6; 0p). Podsje¢amo da je prema
nasoj definiciji kogibajuceg sustava Vem = VemZ. Raspis relatlvnog 7 po
komponentama ve¢ imamo 1z Pocetm poloza] centra mase Ry izravno
slijedi uvrstavanjem ( . i(B0) u , odakle je: Ry = ApTp(t = 0). Nakon
zgrtanja svih doprinosa, lako identificiramo p- i z-komponentu rezultata:
7p(6300) = pp(0;00)p +2p(8; 0)Z, gdlje je:

Pp(6;00) = Apo + Amr(6; 0o) sin 6, (38)
zp(0;00) = —Ap lim zg + Vemt(60; 00) + Am7(6; 00) cos 6. (39)
Zp—>00

Vidimo da se sve beskonacnosti z, neke jos uvijek skrivene unutar izraza
za t(60; 0p), pojavljuju samo u z-komponenti. Nakon detaljnog raspisa (koji
ostavljamo ¢itatelju za vjezbu) napokon ih izoliramo od kona¢nog ostataka
izraza, skupljajudi ih sve unutar ¢lana:

(40)

Vi Vem 2
Z()E<;;n—)\p) hmzo—f——xl In— ZO

Z)O Zp— 0 Ke

Ovdje se dodatno pojavljuje baza e prirodnog logaritma kao posljedica stra-
teSke apsorpcije i odredenih konstantnih ¢lanova, kako ih ne bismo stalno
povladili za sobom u relevantnom ostatku ovisnosti. Sada je z-komponenta
rastavljena na nacin: zp(6;00) = Zo + Zp(6; 00), gdje je upravo Z,(6; 0o)
konacan, relevantan ostatak ovisnosti s kojim ¢emo dalje racunati. Prijela-
zom na Zp-koordinatu pomaknuli smo ishodi$te sustava za Zy duz z-osi,
$to znaci da nastavljamo promatrati rasprSenje oko tocke beskona¢no uda-
ljene od pocetnog polozaja mete.

Koordinatama pp (6; 00) i Zp (6; 0o) sad su potpuno odredene putanje pro-
jektila u kogibaju¢em sustavu, no u parametarskom obliku! Kutni parame-
tar 6 sve je vrijeme ostao izvorna kutna koordinata iz sustava mete (isho-
dita vezanog za metu) i viSe ne odgovara sfernoj kutnoj koordinati 0, iz
kogibajuceg sustavﬁ a koja je sada dana s: 6, = arcctg(Z,/pp).

15Zgodno je napraviti usporedbu s poznatom parametrizacijom Kartezijevih koordinata
elipse: x = acosw iy = bsina. Uz duljine a i b dviju poluosi elipse, parametar a podsjeca
na polarnu koordinatu ¢, po analogiji s parametrizacijom kruZnice radijusa R: x = R cos ¢
iy = Rsin ¢ . Da « ipak nije polarni kut lako se uvjerimo iz: tg ¢ = y/x = (b/a) tga.
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SloZenost izraza za pp i (posredno) za Zp, iz i sugerira da ¢e
biti jednostavnije nastaviti s njima negoli s jo$ sloZenijom radijalnom uda-
ljenos¢u , / p}% + Zf, od novog ishodista, pomaknutog za Zy. Nadalje, radi
transparentnosti daljnjih razmatranja Zelimo izraziti ovisnost jedne koor-
dinate o nekoj drugoj iz istog sustava, stoga iz ovisnosti o, (6; 00) i Zp(6; Qo)
eliminiramo parametar 6 kako bismo izravno povezali pp i Z,. Ovaj pos-
tupak ostavljamo za vjezbu zainteresiranome citatelju. Pri tome je uputno
izraziti ¢lan tg(0/2) u ovisnosti o p, te ga uvrstiti u izraz za Zp, nakon
Cega preostaje rjeSenje za oblik putanje projektila u kogibaju¢em sustavu,
pomalo zastradujuceg izgleda:

Vi — A
Zp(p;00) = mW( P +mﬁp @—p)

00 )\mQO /\mQO Am
2 (41)
Vem 00(pp —00)  x(pp — Apeo)
+ +1 =
Am%o 2K 200(pp — Qo)

Puni zapis putanje sada je oblika: 7 (0p; 00) = ppp + [Z20 + Zp(0p; 00)]2.

2.3.3 Sjena u kogibajuéem sustavu

Kao i u ranijim postupcima ekstremizacije iz i (26), zelimo odrediti
krajnju putanju ,iza” koje ne dopire nijedna druga, a kojom ¢e biti odre-
dena tocka s ruba sjene rasprSenja. Pri tome ponovno moramo definirati
geometrijske okolnosti pod kojima je traZimo. Ranije smo trazili putanju
koja pod danim kutom 6 najblize prilazi ishodi$tu radijalne koordinate r.
Kako sada imao ovisnost Z-koordinate o p-koordinati, pitamo se: na danoj
udaljenosti pp od z-osi, koja putanja (za koji udarni parametar ) postize
ekstremalan doseg duz iste osi? Odgovor ponovno nalazimo tipi¢nim pos-
tupkom ekstremizacije: deriviranjem izraza po udarnome parametru
0o te nalaZenjem nultocke gy dobivene derivacije:

dZ,(op; 0o)
dQQ

= {(Amo0 + Vem) 8 (0p — 200) (0p — 30)*+

Q0

[/\m()\mUO + ch)éo - (/\mUO — ch)(pp — @0)] %
op(Apdo — pp) } / [2Ameoxd(op — 80)?] = 0.

(42)
Dok su postupci iz i bili minimizacije radijalnih udaljenosti od
ishodista, (42)) odgovara maksimizaciji dosega putanja u z-smjeru, ali samo
zbog usmjerenja pocetne brzine iz u pozitivnome smjeru z-osi.
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Ekstremizacijski uvjet iz polinom je petog stupnja za §p. Dobro je
poznata ¢injenica, dio opée kulture svakog ozbiljnijeg matematicara, da
se rjeSenja opcenitog polinoma stupnja veéeg od 4 ne mogu zapisati u ra-
dikalima (kori$tenjem osnovnih matematickih operacija te korijena kojeg
god stupnja) [22} 23], za razliku od opée poznatih rjeSenja kvadratne jed-
nadzbe. Cak i da je ekstremizacijski uvjet ispao polinom treceg ili Cetvrtog
stupnja za koje postoje analiti¢ka rjeSenja (Cardanovo rjeSenje za treéi stu-
panj [24]25]] i Ferrarijevo rjeSenje za Cetvrti stupanj [26]27]), ne bismo od
toga imali osobite koristi jer je njihov raspis dug i nepregledan. Stoga nul-
tocke brojnika iz (#2)) moramo odredivati numeri¢kim metodama, koje su
danas nasiroko i spremno dostupne u raznim programskim jezicima.

Uz pretpostavku da smo odredili maksimizacijsku vrijednost do(pp),
oblik sjene Z, odredujemo povratkom tog rjeSenja u , u smislu:
Zy(pp) = Zplop; 00(op)]. Nomoramo uzeti u obzir da polinom petog stup-
nja opcenito ima do pet razlicitih rjeSenja, od kojih neka mogu biti i kom-
pleksna [28]]. U slu¢aju vise realnih rjeSenja, kako prepoznati ono bitno?
Hoc¢emo li uopée imati vise netrivijalnih kandidata na raspolaganju ili ée
odmah biti o¢ito koja su rjesenja neprihvatljiva? Sva kompleksna i nega-
tivna rjeSenja svakako moZemo odbaciti s obzirom da udarni parametar
00(pp) kao radijalna udaljenost od z-osi mora biti nenegativan. Stovise, on
mora zadovoljavati i strozi uvijet:

0 < do(pp) < pp (43)
jer se zbog odbojnog kulonskog potiska projektil neprestano udaljava od
z-0si, tj. mogao je krenuti jedino s manjeg radijalnog odmaka od bilo kojeg
pp na kojem ga kasnije nademo. Detaljna numericka analiza pokazuje da
ovaj uvjet ipak nije dovoljan da bismo njime uvijek izdvojili relevantnu nul-
tocku brojnika iz ([#2)), jer se ponekad pojavljuju visestruki realni kandidati
koji zadovoljavaju (43)). Na srecu, ista analiza nudi i jednostavan recept za
identifikaciju bitnog rjeSenja u tom slucaju. Indeksiramo li s i sva rjeSenja
Q(()Z) (pp) kompatibilna s , jednadzbu sjene nalazimo kao:

Zp(pp) = mlax {Zp [PpF é(()i) (Pp)] } (44)

Drugim rije¢ima, nije relevantno maksimalno rjeSenje, ve¢ ono koje rezul-
tira maksimalnim dosegom projektila duz z-osi. Ovaj recept je lako razu-
mjeti. Dok su negativna i kompleksna rjeSenja samo matematicki artefakti,
svako nenegativno rjeSenje doista odgovara nekome od lokalnih ekstrema.
Ovi ekstremi javljaju se u odredenim okolnostima zbog netrivijalnog (i do-
nekle neocekivanog) nagomilavanja putanja dalje od ruba sjene; naravno,
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unutar dijela prostora ispunjenog putanjama. Medutim, nijednu putanju
ne moZemo nadi ,iza” one putanje koja za dani pj, postiZze maksimalan od-
mak duZ z-osi, stoga upravo ona odreduje tocku s ruba sjene. Upravo je
identifikacija takve putanje smisao postupka iz (44]).

Budu¢i da nam nije dostupan zatvoreni analiticki izraz za rjeSenje 0o (op)
polinoma petog stupnja, nemamo niti zatvoreni izraz za oblik sjene iz ([44)).
Stoga je neke opcenite aspekte sjene u kogibaju¢em sustavu tesko istraziti.
U takvoj situaciji detaljne numericke analize mogu biti od velike koristi jer
daju nasluti razli¢ita svojstva sjene, koja se ponekad mogu razmjerno jed-
nostavno potvrditi ili opovrgnuti. Zbog nedostatka zatvorenih analitickih
izraza nije ¢ak niti sasvim jednostavno odrediti poloZaj tiemena sjene, ;.
tocku Z,(0) koja lezi na samoj z-osi. Medutim, vjestim a tehnicki nezah-
tievnim dosjetkama ne samo da se moZe egzaktno odrediti poloZaj tiemena,
vec i cjelokupan grani¢ni oblik ponaSanja sjene: i oko tjemena (za pp — 0)
i u asimptotskom podrugju (za p, — o0). U oba grani¢na slucaja sjena po-
novno pokazuje paraboloidno ponasanje. Od svih parametara tih dvaju
paraboloidnih reZima, navodimo samo poloZaj tiemena:

Vem Am0o + Vem
Kln ———M——,
(%] Am¥0 — Vem

Z5(0) = —2Amx + (45)
koji divergencijom za Vem — £Am0 jasno odrazava uvjete postojanja (ne-

trivijalne) sjene iz (B1]).

2.3.4 Laboratorijski sustav

Da bismo adekvatno ilustrirali neke od posljedica putanja u kogiba-
juéem sustavu, morat ¢emo izabrati neke specifi¢ne vrijednosti pozadin-
skih parametara. Laboratorijski sustav, u kojem meta u pocetnome tre-
nutku miruje: 7m(tf = 0) = 0, posebno je prikladan iz dva razloga. Prvi
je njegova vaZnost u praksi jer se vedina eksperimenata s rasprsenjem do-
ista provodi ispustanjem snopa projektila na mirujuéu metu. Drugi raz-
log ¢e biti smanjenje broja nezavisnih parametara koje moramo birati, za-
hvaljujuéi ogranic¢enju koje definicija laboratorijskog sustava postavlja na
njih. Buduéi da meta u pocetku miruje, projektil nosi svu relativnu brzinu
iz : ?p(t = 0) = voZ. Brzinu centra mase (koja je u svakom kogibaju-
¢em sustavu konstantna, tako da je mozemo odrediti iz bilo kojeg trenutka
pa stoga i pocetnog) nalazimo uvrstavanjem utvrdenih brzina projektila i
mete u vremensku derivaciju izraza (@):

Vem = Rem = ApFp(t = 0) = Apovo2, (46)

8to za iznos brzine iz (1)) podrazumijeva: Vem = Apvo. Kako se ona uvijek
pojavljuje u omjeru s vy, prema Vem /v = Ay rijesili smo se dvaju parame-
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tara (Vem i vg) koje bismo u kojem drugom sustavu morali zasebno birati.
Prisjetimo se jo$ da prema uvijek vrijedi Ap + Am =1, stoga je dani
laboratorijski sustav odreden samo jednim parametrom: ili Ap ili Am.

Prije nego nastavimo, primijetimo jednu zanimljivost. Ve¢ smo zakljucili
da se nasljedivanjem divergentnih ¢lanova unutar meta pomakne za
beskonacénu udaljenost Zy iz (40)) sa svojeg pocetnog polozaja. U kogibaju-
¢em sustavu u kojem se meta ispocetka giba, ovaj efekt lako je pripisati toj
pocetnoj brzini. Naime, zamislimo hipotetski scenarij u kojem se projektil
giba putanjom ([37)), istom kao dosad, dok se meta ,misti¢no” (u potpunom
neskladu s tre¢im Newtonovim zakonom) sve vrijeme giba samo po iner-
ciji, konstantnom brzinom pocetnog iznosa. Zbog usadene beskonac¢nosti
u vremenskome ¢&lanu #(6; gp) iz projektilu je u svakom slucaju po-
trebno beskonacno vrijeme kako bi dosegnuo metu na kojoj god konac¢noj
udaljenosti. Do tada ¢e se meta pocetnom brzinom pomaknuti s pocetnog
polozaja, neovisno o kulonskom odboju od projektila. Medutim, ovaj argument
vrijedi samo u sustavima u kojima meta doista ima pocetnu brzinu kojom
bi se nastavila gibati. No u laboratorijskom sustavu ona ispocetka miruje!
Je li stoga u laboratorijskom sustavu pomak Zj konac¢an? To je lako provje-
riti uvrstavanjem ranijeg zahtjeva Vem /vg = Ap u , za ¢ime preostaje:

2y = Apxz(l)iinoo In ZK%. (47)
Zaklju¢ujemo da je sama kulonska interakcija dovoljno jaka da potisne metu
beskonacno daleko s pocetnog poloZaja! No njezin doprinos tome pomaku
je slabiji od doprinosa pocetnog gibanja mete jer odavde vidimo da je od-
govorna jedino za ,meksu”, logaritamsku divergenciju iz (40)).

U nastavku, slika 5| prikazuje nekolicinu putanja projektila u laborato-
rijskom sustavu, nakon uvrstavanja Vem/vp = Ap u . Prema uvjetu
iz sjena rasprSenja u laboratorijskom sustavu postoji samo ako Ay > Ap,
tj. samo ako je projektil laksi od mete: A, < 0.5. Obje prikazane vrijed-
nosti A, sa slikerazmjerno su visoke jer je pri niZima oblik sjene vizualno
slican paraboli pa nam nije osobito zanimljiv.

Kako se oblik sjene opée moze mijenjati izmedu promatrackih sustava?
Ne bi li svi promatraci trebali vidjeti istu, paraboloidnu sjenu, koja je sva-
kog pojedinog od njih samo na razli¢itim polozajima u prostory °P Za po-
Cetak primijetimo da &im smo prihvatili da se sam oblik putanja iz (41]) mije-

16Promjena oblika paraboloida izmedu sustava mete i sustava centra mase — i -
nije neocekivana jer je pomak ishodista izmedu tih dvaju sustava razli¢it za svaki pojedini
projektil pa su time putanje artificijelno prerasporedene izmedu tih dvaju sustava. No
razlika izmedu kogibajucih sustava je samo u brzini gibanja promatraca duz z-osi. Ta
razlika ne utjece na poetnu prostornu raspodjelu projektila iz (B0) jer je brzina centra
mase svakog pojedinog projektil-meta para ista, tj. ne ovisi o njihovim poloZajima.
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Slika 5. Putanje projektila u laboratorijskom sustavu za dvije vrijednosti A,
vrlo bliske gornjoj granici za postojanje sjene rasprsenja (Ap < 0.5).

nja s prijelazom izmedu kogibajucih sustava (koji se odrazava kroz ovisnost
0 Vem), nuzno smo prihvatili i moguénost promjene svake njihove geome-
trijske posljedice, pa tako i same sjene. Pozadinski razlog promjene oblika
je to Sto se Citava sjena ne formira istovremeno! Medu svim projektilima
ispustenima istovremeno, svaki pojedini doseZe svoju tocku na sjeni u razli-
¢itim trenucima; detalj koji je postao bitan sve otkad je vremenska evolucija
putanja usla u igru preko ¢lana #(6; 0p). Stoga ne trebaju svi promatraci vi-
djeti ,jednu te istu” sjenu, zbog vremenske zadrske u formiranju razli¢itih
tocaka sjene. Razlika u gibanju dvaju promatraca tijekom te vremenske
zadrske dovodi i do razlike u pomaku pojedinih toc¢aka sjene iz jednog
sustava, $to opravdava promjenu njezina cjelokupnog oblika u drugome
sustavu.

Oblik sjene u laboratorijskom sustavu, jasno vidljiv na primjerima sa
slike 5} nalazimo iz ekstremizacijskog uvjeta ([#2), uz Vem = Apvo. Pro-
blem se svodi na numericko nalazenje nultocaka g (op) polinoma petog
stupnja iz brojnika. Pri tome numericko nalaZenje iznova ponavljamo za
svaku pojedinu vrijednost koordinate p, u kojoj zelimo iscrtati ili na koji
drugi nacin ispitati sjenu, jer se variranjem p, mijenja sam polinom (4.
njegovi koeficijenti). Istaknuti primjeri tako odredenih sjena prikazani su
na lijevome grafu sa slike [f} Desni graf prikazuje ponasanje ekstremiza-
cijskih rjeSenja do(pp) konzistentnih sa zahtjevom . Slu¢aj A prika-
zuje ,idealnu” okolnost kad za svaku vrijednost p, imamo samo jedno pri-
hvatljivo rjeSenje, kojim je bez ikakve zadrske odredena tocka s ruba sjene:
Zy(op) = Zplpp; 00(pp)]. Medutim, u slucaju C postoji raspon koordinate
pp unutar kojega se javljaju visestruki kandidati za 9o (op) — na ovome pri-
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AN = 0.475
AP~ 0.490
A9 = 0.496

AN = 0.475
AP~ 0.490
A = 0.496
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Slika 6. Primjeri sjene rasprsenja u laboratorijskom sustavu (ljjevi graf) te

ponasanje rjeSenja § ekstremizacijskog problema u trima pri-
kazanim slucajevima (desni graf). Slucaj B odgovara faznome pri-
jelazu izmedu glatke sjene (slucaj A) i prelomljene sjene (slucaj C).

mjeru do tri razli¢ita! Upravo je svrha postupka iz izdvojiti bitno rje-
Senje, odgovorno za formiranje sjene. Na ovome primjeru porastom pp,
prihvatljivo rjeSenje diskontinuirano prelazi s donje grane na gornju, na
mjestu oznacenom vertikalnom isprekidanom linijom. To znaci da pos-
toji ¢itav niz putanja projektila, odredenih udarnim parametrima g9 duz
tog vertikalnog skoka, koje uopce ne doprinose stvaranju sjene. Te putanje
,uvukle” su se u dio prostora potpuno prebrisan ostalim putanjama, uda-
ljivsi se od ruba sjene. Taj diskontinuirani prekid medu putanjama koje
oblikuju sjenu dovodi do njezina , prijeloma” te stvaranja ostroga vrha duz
njezina ruba. Nacin na koji do toga dolazi meduigrom pojedinih putanja
jasno je prikazan desnim grafom sa slike[5] Sada razumijemo da ostri pri-
jelom sjene s tog grafa nije tek vizualni artefakt koji bi se toboZe ispostavio
glatkim kad bismo ga poblize pregledali, ve¢ da se doista radi o usje¢enome
vrhu. Slucaj B sa slike[6| prikazuje prijelazni scenarij izmedu A i C, kad po
prvi put dolazi do prijeloma sjene, tj. ispoljavanja ostrog vrha. Preciznija
vrijednost parametra A, pri kojoj se to dogada iznosi A, ~ 0.489756, $to od-
govara omjeru masa mp /mm ~ 0.959846, te se ona nalazi numericki. Ono
$to oduzima dah jest ¢injenica da takva kvalitativna promjena u ponasa-
nju rjeSenja 0o (0p ) i posljedi¢no sjene ima sva matematicka svojstva faznog
prijelaza! Upravo takav matematicki oblik faznog prijelaza nalazimo u do-
bro poznatom prijelazu izmedu tekuéine i plina unutar van der Waalsovog
modela realnog plina. U slucaju sjene rasprsenja radi se samo o matema-
tickoj analogiji jer je fazni prijelaz izmedu onoga $to bismo mogli nazvati
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glatkom sjenom (slucaj A) i prelomljenom sjenom (slucaj C) ovisan o gibanju
promatraca, a ne samo o intrinzi¢nim svojstvima projektila i met Dru-
gim rije¢ima, stanje sjene ovisi o promatrackom sustavu, a fazni prijelaz se
dogada u promatracevu videnju sjene. Nastavak rasprave o ovoj uzbud-
ljivoj analogiji s termodinamic¢kim faznim prijelazom zainteresirani ¢itatelj
moZe pronacdi u [[15]].

3 Dodatak

Krec¢uéi od diferencijalne jednadzbe (7)) izvest cemo opcenito rjeSenje ((12)
za relativno gibanje dvaju tijela koja medudjeluju silom oblika Foc?/r2.
Unaprijed ¢emo koristiti ¢injenicu da je pod djelovanjem centralne sile pu-
tanja ograni¢ena unutar jedne ravnine zbog o¢uvanja kutne koli¢ine giba-
nja kao vektorske veli¢ine, okomite na ravninu gibanja. Zahvaljujuci tome
opravdano je birati najpovoljnije usmjerenje koordinatnih osi i ravnina, koje
¢e nam olaksati daljnje racune. Jedan od najprirodnijih koordinatnih sus-
tava za opis gibanja u ravnini cilindri¢ni je sustav, u ¢ijim koordinatama
raspis poloZaja 7, brzine 7 i ubrzanja # poprima oblik:

7 =pp+ 22, (48)
7 =pp + o9 + 22, (49)
F=(p—p¢?)p+ (4 +209) 0+ 22 (50)

Medutim, za potrebe opisa hiperboli¢kih putanja iz najprikladnije su
sferne koordinate (jer je njima pravilno opisan nacin na koji smo izabrali
,uroniti” sve te putanje u trodimenzionalni prostor), stoga ¢emo koristiti
raspis kinematickih veli¢ina u sfernim koordinatama, opéenitog oblika:

1, (51)
7 =i? + 100 + rgsin0¢, (52)
7= (r — 16% — r¢? sin’ 9) 7+ (ré + 270 — r¢? sin  cos 9) 0+

=l
Il

. (53)
(r(p sin @ + 27¢ sin 6 + 2r6¢ cos 9) Q.

Namjeravamo izvesti opcenit oblik putanje pod djelovanjem F o« # /72 sile,
medu kojima se nalaze i zatvoreni oblici (elipse i kruznice) koje je tesko

7Pokazuje se da je za dane mase projektila i mete fazni prijelaz uvijek moguce postic¢i va-
riranjem brzine Ve, tj. prilagodbom promatraceva gibanja. Medutim, za danog proma-
traca (unaprijed odredeni Ver ) fazni prijelaz moZe se izazvati promjenom masa projektila

i mete samo ako je Ve < 01ili Ve /Amvo > 6v/15/25 = 0.9295 [I5]].
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parametrizirati sfernom 6 koordinatom ¢&iji je raspon 6 € [0, 7t]. Stoga ci-
ljano provodimo izvod preko ¢ koordinate (¢ € [0,27)). U svrhu pojed-
nostavnjenja postupka postavit ¢emo se u jedinu ravninu unutar koje je kut
6 konstantan: x-y ravninu Kartezijevog sustava, gdje je sferna 6 koordinata
svake tocke jednaka 6 = 7r/2. Uvrstavanjem ove vrijedosti u i
ostaje: P o

7 =it + 19, (54)
F=(i—r¢?)7+ (rp+2i9)9. (55)

Za potrebe opisa hiperbolickih putanja pod djelovanjem odbojne kulonske
interakcije, ovisnost o kutu 6 osigurat ¢emo jednostavnim , preimenova-
njem” ¢ — 6. Ovaj postupak opravdan je time Sto bismo dobili isti oblik
diferencijalnih jednadZzbi da smo ih izabrali rjeSavati izravno po 6, a posta-
vivsi se u ravninu konstantnoga kuta ﬂ

Buduci da trazimo opcenito rjeSenje jednadzbe gibanja (7)), dozvolit éemo
proizvoljne pocetne uvjete; naravno, unutar x-y ravnine koju smo unapri-
jed postavili tako da se poklapa s ravninom gibanja. Pocetne uvjete ¢ine
pocetni polozaj 7y = 7(tg) i podetna brzina @y = 7(t) u nekom proizvolj-
nom pocetnom trenutku fp. Unutar x-y ravnine proizvoljne pocetne uvjete
ispocetka ¢emo parametrizirati Kartezijevim koordinatama:

7o =rp (cos @oX + sin ¢o7) , (56)
To =1 (cos Py + sin Dy7), (57)

gdje je @o kutni otklon vektora pocetnog poloZaja od x-osi, a ®y kutni ot-
klon vektora smjera pocetne brzine od x-osi. Kako ¢emo rac¢un nastaviti u
sfernim koordinatama, ove vektore prikladno je izraziti preko kompone-
nata svojstvenih sfernim jedini¢nim smjerovima 7 i ¢. Oblik pocetnog po-
lozaja je trivijalan: 7y = rof. Sto se ti¢e vektora brzine, komponentu uz Ze-
ljeni smjer (uz uvjet da su relevantni smjerovi medusobno okomiti) uvijek
je lako odrediti projekcijom na taj smjer, u ¢emu nam pomaZe skalarni pro-
dukt: 7y = (7 f’ + (7o - ¢) . Imajudi raspis vektora 7y u jednom skupu

§ i

koordinata iz (57)) te znajuéi njihovu vezu s novim skupom koordinat

18Pozivamo Citatelja da provjeri da se dobivaju jednadZbe istog oblika kao (54) i (55)) bilo da
rjeSavamo problem u cilindri¢nim koordinatama unutar ravnine z = const., bilo u sfernim
koordinatama unutar ravnine ¢ = const.
YUnutar x-y ravnine relevantne veze Kartezijevih i sfernih jedini¢nih smjerova su:
7 = cos goX + sin ¢oF,
¢ = —sin @oX + cos ¢oF,
i ovise o koordinatama trenutnog poloZaja (dakle kutu ¢y), bez obzira na to Sto tran-
sformiramo komponente vektora neke druge vrste (u ovome slucaju brzine, relevant-
nog kuta ®)). Odavde imamo redom: £-7=cosqg, 77 =singy, £-¢ = —singy,
7@ = cos@g.
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u nekoliko jednostavnih tehnickih koraka nalazimo:

?0 = l’of’, (58)
50 =0 [COS(QDO — CD())? — sin((po — CD())@] , (59)

gdje smo radi preglednosti zapisali i oblik po¢etnog polozaja.

Uz sve sastojke spremne, rjeSavanje jednadzbe gibanja pocinjemo
usporedbom ¢lanova uz neovisne (medusobno okomite) smjerove 7 i ¢ s
onima iz (55). U (7)) ¢lan uz ¢ id¢ezava, $to za pripadni ¢lan iz (B5)) znai:

1d(r%9)

T = 0. (60)
Ovdje je od velike prakti¢ne koristi bilo prepoznati da izraz s lijeve strane
jednakosti mozemo prikazati derivacijom jedinstvenog ¢lana r2¢ jer isce-
zavanje Citave derivacije znaci da je ¢lan pod njom konstantan. Primijetimo
da se on 1zravn0 po]avlju]e u vektorskom produktu polozaja iz i br-
zine iz Fx7=—12¢, jerje f x ¢ = —9 Stoga ga moZemo 1zohrat1
]ednostavnom projekcijom na dani smjer: r>¢ = —(7 x 7) - §. Kako je taj
¢lan u svim trenucima jednak nekoj konstantnoj vrijednosti: r2¢ = ¢, tra-
Zenu konstantu ¢ moZemo odrediti upravo iz pocetnih uvjeta:

rg+2rp =

= —(70 X ?70) é = —T1900 sin(qoo - CD()). (61)
Sada moZemo izraziti ¢lan kutne brzine kao:
. /
¢ =3 (62)

Sto uvrstavanjem u 7-komponentu ubrzanja iz (55)) te usporedbom s pri-
padnom komponentom iz ([7)) vodi na sredisnju diferencijalnu jednadZzbu:

> QpQm 1

3 dmeou r2

(63)

koju je potrebno rijesiti po radijalnoj koordinati r. Ova jednadzba rjeSava
se tipi¢nom supstitucijom:

S| -

u

(64)

Namjeravamo zaobiéi nalaZenje vremenske ovisnosti r(t) te umjesto toga
izravno odrediti geometrijski oblik putanje (), stoga operator vremenske
derivacije prosirenim deriviranjem povezujemo s operatorom kutne deri-
vacije:

d d(p d > d
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Ovdje smo prepoznali pojavu kutne brzine ¢ = d¢/dt te na njezino mjesto
uvrstili ve¢ poznat izraz iz (62)) i koristili (64)). Primjenom ove relacije
drugu vremensku derivaciju radijalne koordinate iz (63)) moZemo prevesti

u:
o dr d/d1 2d (,,d1 5 ,d2u

Povratkom ovog rezultata u (63)):

d u Q Qm
2.2 _ 2,3 _ =p=m 2
— Py a7 2u = Treo” (67)

te dijeljenjem ¢itavog izraza s —¢?u? dolazimo do tzv. Binetove jednadzbe:

d2 u Qp Qm

— tu= el (68)

Binetovu jednadZbu rijesit éemo na vise razli¢itih nac¢ina zbog neobi¢ne
vaznosti takvog tipa jednadzbi u fizici. Posebno je bitna njezina veza s jed-
nadzbom gibanja harmonickog oscilatora, pomaknutog stacionarnog polo-
Zaja opisanog ¢lanom s desne strane jednakosti. Op¢eniti oblik jednadzbe
takvog oscilatora za veli¢inu x (koja u fizici moZe biti polozaj, tlak, gus-
toca, elektri¢no ili magnetsko polje i nepregledan niz drugih primjera) jest:
% + wjx = K. Clan wy naziva se prirodnom frekvencijom oscilatora, dok
je konstanta K izravno povezana s pomakom stacionarne vrijednosti s ob-
zirom na ravnoteznu vrijednost slobodnog oscilatora. Jedino sto razlikuje
Binetovu jednadzbu od one harmonickog oscilatora jest ¢injenica da Bine-
tova jednadZba nije diferencijalna jednadZba po vremenu, ve¢ po kutu. No
po matematickoj strukturi (gotovo) su posve jednake.

Pri rjeSavanju Binetove jednadZbe za ¢itav nezgrapni ¢lan s desne strane
iz uvest ¢emo pokratu:

C=— QpQnm _— £ . (69)

4rteourdvl sin®(pg — Po) r2 sin? (g — Py)

gdje smo nakon raspisa ¢ prepoznali konstantu x koju smo bili uveli jos
u ([T6]). Poput ranije koristenih oznaka s to¢kicom nad danom veli¢inom za
vremensku derivaciju iste veli¢ine, sad c’emo radi preglednosti uvesti i kom-
paktnu oznaku za kutnu derivaciju: v’ = du/dg i u” = d?u/d¢?*. Napos-
ljetku, rijesit ¢emo ¢ak i malo opcéenitiji slucaj Binetove jednadZbe, oblika:

" +k2u=C, (70)

70



SJENA ODBOJNOG RUTHERFORDOVOG RASPRSEN]JA

pri éemu smo ciljano uveli konstantu k, ¢ija je vrijednost u ocito k = 1.
Time smo osigurali istovremeno rjesavanje svih drugih jednadzbi poput Bi-
netove (kao one harmonickog oscilatora) u kojima se pojavljuje derivacija
po nekoj drugoj veli¢ini umjesto po kutu. Naime, pored ¢lana u iz Bine-
tove jednadzbe stoji bezdimenzionalan broj (bez fizikalnih jedinica, a koji
je u nasem slucaju upravo 1) samo zato jer je kut ¢ iz derivacije u” sam
bezdimenzionalan. U slucaju kakve druge derivacije (npr. po vremenu,
polozaju, ...) uz u mora stajati dodatan ¢lan, barem kao nosac¢ fizikalnih
jedinica koji bi u¢inio sve ¢lanove u jednadZbi dimenzionalno kompatibil-
nima. U jednadZbi ¥ + wjx = K harmoni¢kog oscilatora taj ¢lan je upravo
kvadrat prirodne frekvencije w3, koji nosi dimenziju recipro¢nog kvadrata
vremena, ba3 poput operatora druge vremenske derivacije d?/dt? iz ¢lana
i. Parametrizacijom k2 iz (70)) osigurali smo da ¢lan k nosi istu fizikalnu
jedinicu kao i veli¢ina po kojoj je deriviran prvi ¢lan u”. U slucaju kutne
derivacije k je bezdimenzionalan, u sluc¢aju vremenske nosi dimenziju vre-
mena, i sl.

U svakom nacinu rjeSavanja bit ¢e nam potreban oblik pocetnih uvjeta
za supstitucijsku veli¢inu u: njezina pocetna vrijednost 1 i pocetni pri-
rast uj. Ove pocetne vrijednosti ve¢ su odredene pocetnim poloZzajem 7
i poletnom brzinom v iz i . Medutim, njihova veza nije nuzno
sasvim ocita, §to posebno vrijedi za (. Kako ¢emo po potrebi prelaziti s
vremenske na kutnu varijablu, po¢etnom trenutku ¢ty pripisujemo pocetnu
kutnu koordinatu ¢y = ¢(tp), tako da pod pocetnim vrijednostima ostalih
¢lanova podrazumijevamo bilo njihovu vrijednost u trenutku £, bilo pod
kutnim otklonom ¢g. U tom smislu, pocetna vrijednost u je trivijalna:

1
Uupg = . (71)
S druge strane, za u{, (u oznaci pocetne vrijednosti derivacije, a ne derivacije
pocetne vrijednosti) potrebno je malo raspisa:

- 1 dr
90 ( r? d4’>
U predzadnjem koraku ponovno smo iskoristili prosireno deriviranje pa
se pozvalina dt/dg|y, = (dg/dt|s,) ! da bismo uspostavili vezu s otprije
poznatom radijalnom brzinom # i kutnom brzinom ¢. Sad je jedino pitanje
odakle njih i8¢itati. Obje se nalaze u raspisu brzine po sfernim koordina-

tama iz (54) te ih u bilo kojem trenutku mozemo izolirati projekcijom na
relevantni smjer: ¥ =7-71i ¢ =7-$/r. Bududi da nas zanimaju upravo

du
de

1 dr

®o o 7’3 dt

dt
tode

17
up = = 5= 72
0 % T%q) ( )

fo
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u poletnom trenutku, na mjestu vektora brzine ¥ jednostavno koristimo
pocetnu brzinu 7y iz (59)), odakle slijedi:
177 1
wh=——2" = . (73)
rodo-¢  rotg(po— Do)

Sve je spremno za izvod rjeSenja Binetove jednadZzbe.

Prvi izvod.

JednadZzba (70)) i oblik njezina rjeSenja toliko su poznati (obi¢no u kon-
tekstu harmonickog oscilatora) da je se tipi¢no rjeSava pretpostavkom rje-
Senja:

u(g) = acos(¢/k) + bsin(¢/k) + Ck?, (74)
gdje se nepoznati koeficijenti a i b odreduju iz pocetnih uvjeta. Ovisno o
potrebama, kao ekvivalentan oblik pretpostavljenog rjeSenja ¢esto se koristi
iu(p) = Usin(g/k — ¢) + Ck?, u kojem su nepoznati koeficijenti U i & tri-
gonometrijskim relacijama povezanis a i b iz (74). Nedostatak ove metode
je to 8to zahtijeva intuitivan ili iskustven uvid u problem. Prednost je u br-
zom i jednostavnom postupku odredivanja kona¢nog rjeSenja, pri cemu je
rjeSavanje sustava linearnih jednadZzbi u svrhu nalaZenja a i b najsloZenija
potrebna metoda. Taj sustav jednadZzbi dobiva se izravnim uvrstavanjem

pocetnih uvjeta i u pretpostavljeni oblik rjeenja (74]). Za potrebe

uvrstavanja pocetne derivacije u(, naprosto deriviramo ((74)):

u'(¢) = —(a/k)sin(@/k) + (b/k) cos(@/k). (75)
Sad uvrstavamo u te u ([75)). I'radi preglednosti i radi opce-

nitosti izraze za u i u(, jo$ ne¢emo raspisivati, stoga:

u(po) =ug = acos(go/k)+ bsin(po/k) + Ck? = uy, (76)
(o) =uy, = —(a/k)sin(@o/k) + (b/k)cos(@o/k) = uj.  (77)

Rjesavanjem ovog sustava jednostavno nalazimo:

a= (up— Ckz) cos(¢o/k) — kuf) sin(¢@o/k), (78)
b = (ug — Ck*) sin(¢o/k) + kufycos(¢po/k), (79)

Sto povratkom u daje kona¢no rjesenje:

u(g) = (uo — Ck?) cos|(¢ — @o) /K] + kug sin[(¢ — po) /k] + Ck>. (80)
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Drugi izvod.

U drugome pristupu jednadZzbu rjeSavamo izravnom integracijom.
Za to je prvo moramo svesti na diferencijalnu jednadzbu prvog reda, ma-
kar po nekoj novoj veli¢ini. U tu svrhu ¢lan u” prepoznajemo kao prvu
derivaciju od u’ te ponovno primjenjujemo prosireno deriviranje:

S d <du> Cde du'dudu (81)

Tdp\dp) T dp  dude "du
Time smo izvornu diferencijalnu jednadzbu drugog reda po vremenu za
veli¢inu u preveli u jednadzbu prvog reda po u, a za veli¢inu u':

/!
S (82)

!/
u
du

Ovaj izraz dovodimo u oblik spreman za integraciju:

w'du’

. —C- kK 2u = ddu = (C—k2u)du (83)

te integriramo obje strane jednadzbe primjenjujudi granice integracije koje
moraju u medusobnoj korespondenciji izmedu dvaju integrala:

u'(u) , u (ﬁ/)2 u'(u) 72 u
~d~’=/ C — k2a)dn —ca- 2|7 (s4
/L16 ! uo( u) = 2 u " 2k2 i (84)

Tildom nad veli¢inama samo smo oznacili da su podintegralne varijable
formalno razli¢ite od onih iz granica integracije. Nakon uvrstavanja gra-
nica integracije imamo:

u' ()2 = (ul)2 2 _ .2
[ ()} (O) :C(u_uo)_quZMO’

(85)

odakle samo treba izraziti ovisnost u’(u):

' (u) = iJ (u})2 42 <C(u —1up) — M) (86)
0 0 K2 :

Sada 1 eksplicitno raspisujemo kao derivaciju du/d¢ dija je ovisnost o u
dana prethodnim izrazom, koji u sljede¢im redcima necemo raspisivati. Tu
relaciju ponovno mozemo dovesti u oblik spreman za integraciju:

du du
=

— M,(Ll) u/(u)

- — dg (87)
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koji integriramo uz odgovarajuce granice integracije@

uodi ¢
— = d¢. 88
/uo u' (i) ®0 ¢ (88)
Lijevi integral nesto je sloZeniji od desnoga, koji je trivijalan:
— Ck? u @
+karcsin u—Ck - ol . (89)
V(0 — CR2? 4 (kup)> 00
Po uvrstavanju granica integracije:
—_Ck2 — CkK2 —
arcsin u— Ck — arcsin o — Ck =42 ? %o
\/(uo —Ck2)? + (ku(’))2 \/(uo —Ck2)? + (ku(’))2
(90)

samo trebamo rijesiti prethodnu jednadzbu po u:

— 2 2 . @ — Qo ku6 5
u(p) = :I:\/(uo — Ck2)” + (kug)” sin [ Pk arcctgm + CK2.
(91)

Ovo je traZeno rjesenje, ekvivalentno ranijemu iz (80). Ova ekvivalent-
nost moZe se provijeriti primjenom trigonometrijskog identiteta za sinus
zbroja kutova: sin(a &+ ) = sina cos B £ cos a sin . Takoder smo iskoris-
tili jednakos arcsin(x/\/x? + y?) = arcctg (y/x) kako bismo taj ¢lan do-
veli u jednostavniji oblik, konzistentniji sa zapisom iz (I5)). Zaostala slo-
boda predznaka tehnicki je artefakt koji ne podrazumijeva da su oba rje-
Senja dozvoljena, ve¢ da se mora izabrati onaj predznak koji je u skladu s
pocetnim uvjetima. Naime, kompatibilnost ovog specificnog rjeSenja s bilo
kojim skupom pocetnih uvjeta moZe se posti¢i na dva nacina: (1) ili tako da
je amplituda pred sinusom strogo nenegativna, a fazni pomak (ne pocetni
kut!) pod sinusom poprima vrijednosti iz intervala Sirine 277; (2) ili tako da
fazni pomak pod sinusom poprima vrijednosti iz uzeg intervala, Sirine 7,
no po cijenu da se amplitudi pred sinusom pridruZzuje predznak po vo-
lji. U naSem slucaju korijenski ¢lan iz amplitude po definiciji korijena strogo
je nenegativan, dok arkus funkcija pod sinusom vraca vrijednosti s inter-
vala $irine 7r. Dakle, u obje mogucénosti za iskazivanjem rjeSenja narusen

2y i opcenito bismo mogli uzeti pofetne uvjete u razli¢itim pocetnim to¢kama, ne
nuzno u istoj ¢g. Na primjer, pocetne vrijednosti za u i u’ iz mogle su odgovarati
kutnoj koordinati ¢; u nekom trenutku f1, a pocetni polozaj i po¢etna kutna koordinata
iz nekom drugom kutu ¢, u trenutku #,. Isto smo mogli napraviti i pri izboru dvaju
pocetnih uvjeta iz i . No tolika razina opcenitosti nije nam potrebna.

21Zbog specifi¢nosti definicija arkus-funkcija jednakost iz glavnog teksta vrijedi samo za po-
zitivne x i y. Ispravnija jednakost je arcsin(x/\/x2 + y?) = /2 — arcctg(x/|y|). No ovo
je kompenzirano nuznim izborom predznaka iz .
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je po jedan od zahtjeva potrebnih za njegovu potpunu opcenitost. U
to je kompenzirano zaostalom slobodom predznaka koji se mora paZljivo
izabrati na temelju usporedbe s po¢etnim uvjetima. Formalno govoredi, ti-
jekom rastava sinusa zbroja pojavljuje se &lan sin{arcctg[ku))/ (1o — Ck?)]}
koji je nenegativan na (grani¢nim vrijednostima prosirenom) intervalu vri-
jednosti [0, 7] koje vraca arkus kotangens. Rezultat tog dijela rastava u ko-
naénici mora odgovarati &lanu ug — Ck? iz , koji moZe biti i negativan.
Stoga je potrebno ,,ru¢no” osigurati ispravnost predznaka pravilnim izbo-
rom u (91)). Upravo je zbog ove tehni¢ke zamrsenosti u opéenitom slucaju
(bez poznavanja faze rjeSenja unaprijed) bolje pretpostaviti oblik rjesenja
iz umjesto alternativnog oblika u(¢) = Usin[¢/k — )] + Ck?, nepoz-
natih konstanti U i ¢.

Treéi izvod.
Tredi pristup temelji se na konstrukciji kompleksnoga ¢lana:

w = u+ iku' (92)

gdje se k pojavljuje zbog kompatibilnosti fizikalnih jedinica dvaju ¢lanova u
zbroju. Pri tome je izbor samog k daleko od nuznog; on se pojavljuje tek kao
najprikladniji nosac to¢no onih jedinica koje su nam potrebne. Derivacijom
ovakvog ¢lana u imaginarnom dijelu pojavljuje se druga derivacija 1", koju
moZemo izraziti iz diferencijalne jednadzbe (70)):

w' = + ik = +ik (C - k%) = —i(u +iku') + iCk = —%w +iCk.
(93)
Upravo zbog prirode ovisnosti izmedu u” i u, odredene diferencijalnom
jednadzbom koju rjeSavamo, dogodilo se malo ¢udo: s desne strane izraza
pojavio se pocetni ¢lan w, ¢ime smo konstruirali diferencijalnu jednadzbu
prvog reda za sam w. Pripremom za integraciju:

de (@ —CK) e - e (94)
te integriranjem uz odgovarajuc’e granice integracije:
wle)  dw i[9 wlg) i e
= — = D 1 oo 2 — _ =
./wO a-ce k), = Wm@=c] P, ©5
preostaje rjeSenje:
wig) = CK - ! = 2\ ,—i(¢p—go)/k 2
n = e = fle-w) = w(p) = (wo— Ck) e Lo

(96)
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Pocetnu vrijednost wy lako nalazimo izravnim uvrstavanjem poznatih po-
Cetnih uvjeta u (92): wy = ug + ikup,. Prema samoj konstrukciji iz (92)), tra-
Zeno rjeSenje sve vrijeme skriva se u realnome dijelu kompleksnog ¢lana:
u(p) = Rew(g), stoga jos samo trebamo izolirati taj realni dio. U tu svrhu
raspisujemo kompleksni eksponencijalni ¢lan:

w(g) = [ (uo — CK?) + ikuty| | cos[(g — po) /K] — isin[(@ — g0) /K] | + CK*
(97)
kako bismo nakon mnoZenja dvaju kompleksnih brojeva is¢itali:

u(e) = (up — Ck?) cos|[(¢ — @o)/k] + kug sin[(¢ — @o) /K] + Ck%.  (98)

Oblik ovog rjesenja identi¢an je onome iz (80). Primijetimo da smo, za raz-
liku od drugog izvoda, konstrukcijom kompleksnog ¢lana problem rijesili
samo jednom integracijom. Pri tome smo za cijenu jedne integracije dobili
dvije veli¢ine: trazenu ovisnost u(¢) iz realnog dijela te njezinu derivaciju
koja se sve vrijeme skriva u imaginarnom dijelu: u’(¢) = [Imw(¢)]/k.

k %k ok

Kao sto smo vidjeli, iako se oblik rjeSenja iz izravnije uklapa u uobi-
¢ajenu parametrizaciju ¢unjosjecnica iz , u opcéenitom slucaju je prik-
ladniji oblik rjeenja iz (B0)), tj. (98)), stoga cemo upravo taj oblik iskoristiti
u opéenitijom zapisu traZenog rjeSenja za geometrijski oblik putanje r(¢).
Prisjetimo se definicije supstitucijskog ¢lana u iz te u kontekstu svojeg
problema uvrstimo k = 1, jer smo ¢lan k samo privremeno uveli radi op-
¢enitosti izvoda, da bi bio primjenjiv i na $iru klasu problema od nasega.
Izravno slijedi:

1
ug — C) cos(¢ — ¢o) + ugsin(¢ — @) +C’

r(p) = ( (99)

Za potpuni uvid u ulogu pocetnih uvjeta samo je potrebno raspisati ¢la-

nove ug, uh i C iz ([71)), i (69)).

Sad ¢emo opcenito rjeSenje primijeniti na problem iz glavnog dijela
teksta, uvrstavajuci konkretne pocetne uvjete iz i (T4)). Pri tome ulogu
Kartezijevih koordinata x, y i sfernog kuta ¢, koji su bili prikladniji za izvod
i parametrizaciju opéenitog oblika putanje, notacijskim prijelazom ¢ — 6,
po — bp te Py — O pripisujemo cilindri¢nim koordinatama z i p te sfer-
nom kutu 6, koji su prikladniji za parametrizaciju ¢itave klase hiperboli¢nih
putanja koje nas zanimaju u kontekstu glavnog problema. Svode¢i pocetne
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uvjete i na tako prilagoden oblik iz (56)) i (57)), tj. parametrizira-

juéi ih normom i kutnim otklonom pripadnih vektora:

7o =ro (cos 62 + sin Opp) , (100)
To =vp (cos ©pZ + sin Opp) , (101)

za pocletni polozaj nalazimo: rg — co0 i 6y — 7, a za usmjerenje pocetne
brzine (od samog pocetka parametrizirane iznosom vy ): ®p = 0. U skladu
s time, za pocetnu vrijednost 1 iz (71)) izravno slijedi:

up = 0. (102)

Pokusajem izravnog uvrstavanja g, 0 i ©p u izraz za pocetnu vrijednost i,
iz : uy — 1/(co-tgm) =1/(c0-0), dolazimo do neodredenog izraza,
stoga ga moramo pazljivije izra¢unati. Pri tome smo slobodni odmah uvr-
stiti @g = 0 jer je to egzaktan kutni otklon pocetne brzine (upravo smo ga
tako sami izabrali), dok 6y — 7t vrijedi samo u limesu, jer da je egzaktan,
pocetni poloZzaj iz (13]) ne bi mogao imati p-komponentu, tj. lezao bi na
z-0si. Stoga u limesu promatramo ponaSanje izraza uy, = 1/(ro tg6p):

up = lim lim = lim lim <— 1 ) = —l, (103)
r—oo gy rotgly  ro—oe gy o sin 6y 00

gdje prijelaz s tangensa na negativni sinus slijedi iz ponaSanja tangensa

oko 7r. Posljednja jednakost slijedi prepoznavanjem ¢lana rgsinfy kao

p-komponente pocetnog poloZzaja iz ([100)), za koju smo u izabrali 9.

Ovime smo takoder smo odredili i vrijednost konstante C iz (69):

c—_% (104)

5
%
Sada imamo sve $to potrebno uvrstiti u kako bismo rekonstruirali kon-
kretno rjesenje u skladu s postavljenim pocetnim uvjetima (uz, prisjetimo
se, notacijsku zamjenu ¢ — 6 te 6y — 77):
2 2
% %
r(0) = — = : (105)
00sin® — (1 + cosb) 2cos? (Qotg% _K)

Ekvivalentnost dvaju izraza slijedi temeljem trigonometrijskih identiteta te
oba predstavljaju jednakovaljane inacice izraza ([15]) iz glavnoga teksta.

Zadatak. Zelite li se sami okusati u izvodu hiperbolicnih putanja odbojnog
Rutherfordovog rasprsenja, no bez ulaZenja u opcenit oblik gibanja u polju kulon-
ske sile, izvedite oblik putanje iz (T05]), t]. koristenjem sferne 6 koordinate
(umjesto @) od samog pocetka, uz izravnu primjenu specificnih pocetnih uvjeta iz

i (14)), umjesto onih opcenitih iz i (57).
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Zavrsna rijec

U sveucilidnim udZbenicima oblik putanje iz (12), odnosno tipi¢no
se izvodi u kontekstu Keplerovog problema, vezanog uz gibanje dvaju ne-
beskih tijela u gravitacijskom medudjelovanju, dok se poglavlja o Ruther-
fordovom rasprsenju obi¢no usredotocuju na tzv. udarni presjek rasprse-
nja, veli¢inu od velike vaznosti u fizici. Za razliku od kulonske sile, gravi-
tacijska je u matemati¢ckom pogledu restriktivnija jer je uvijek privla¢na —
ne dopusta moguénost odbojnog medudjelovanja. Medutim, dok su u po-
lju odbojne sile (takve da F « #/r%) moguce jedino hiperboli¢ne putanje, u
polju privla¢ne sile mogude su sve Cetiri klase putanja (kruzne, elipti¢ne,
paraboli¢ne i hiperboli¢ne), tako da se u kontekstu gravitacijskog problema
ne gubi mnogo na opdenitosti rjeSenja. Ve je Newton geometrijskim me-
todama znao dokazati da su putanje dvaju gravitacijski vezanih nebeskih
tijela (npr. planeta i zvijezde) elipse. Jos i prije njega Johannes Kepler nas-
lutio je to iz opazackih astronomskih podataka, sto je danas poznato kao
prvi Keplerov zakon planetarnog gibanja. Ove spoznaje u istaknutoj su su-
protnosti s ranijim srednjovjekovnim (zapravo, starogrékim) shvacanjima
prema kojima se nebeska tijela gibaju po bespotrebno sloZenim putanjama
(danas neslavnim epiciklima; slika[7)), podredenima o¢uvanju ideje 0 Zem-
lji kao srediStu svemira. Upravo matematicki opis gibanja koji smo prika-
zali u ovome Dodatku stoji izmedu srednjovjekovnih poimanja planetarnih
orbita i suvremenog shvac¢anja nebeske mehanike.

Slika 7. Srednji vijek.
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