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Matematicka indukcija i specijalizacija primijenjena
na sumu reciproc¢nih translatiranih produkata

Petar Svircevié!

U ovom ¢lanku éemo definirati sumu recipro¢nih translatiranih produkata, koje ¢emo
sumirati metodom matematicke indukcije, a onda primjenom specijalizacije do¢i do
zanimljivih suma konacnih i beskonac¢nih redova. Na kraju éemo dati jednu dosta
sloZenu nejednakost vezanu za transcedentnu vrijednost

2k=11n2
k=17
Definicija 1. Zadan je aritmeticki niz
ay,ar,az,...,dy,. .. (1)
gdjeje ay = a1+ (n—1)di a; =a. Niz a1ay . .. ag, axas...dgs1y. -, Aulnil - - - Gpik—1

zovemo konacni n-cClani niz translatiranih produkata elemenata aritmetickog niza ili
samo niz translatiranih aritmetickih produkata.

Definicija 2. Suma
1 1 1

Sad _ I
kn —_— DR
aydy . ..ag aras .. .Ag+1 Anlp41 - - - Aptk—1

(2)

. 1
:;(a+(i—1)d)(a+id)...(a+(i+k—2)d)

je zbroj reciproc¢nih translatiranih aritmetickih produkata ili samo suma reciprocnih
produkata, a suma
<ad 1 1 1

S = - () (3)
ayay .. .dg aas . ..Aag4+1 anlp+1 -« - Aptk—1

alternativna suma reciprocnih translatiranih aritmetickih produkata ili samo alternativha
suma reciprocnih produkata.

Napomena 1. Vidimo, da uvedena oznaka S,‘f,‘f za sumu sadrzi Cetiri parametra, i to
dva na poziciji eksponenta i dva na poziciji indeksa, a znacenja su im evidentna. Dakle
a = a; je prvi Clan aritmetickog niza, a d diferencija tog niza. Nadalje, k je broj faktora
u produktu uzastopnih ¢lanova navedenog niza i kona¢no n je broj sumanada uzastopnih
recipro¢nih vrijednosti produkata aritmeti¢kog niza. U predstoje¢im razmatranjima mora
biti ispunjen uvjet ¢; #0 (j=1,2,....,n+k—1) 1 k=2,3,4,..., a u alternirajuem
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slu¢aju moZze biti £k = 1,2,3,4,... Ovi uvjeti su jasni, jer kada bi bilo k = 1, ne bi
postojale eksplicitne formule za

sty Lo Lo
tn at+d  a+2d T a+(n—-1)d
a1 1 1 1
[fj—— R () |y ———
" a+d+a+2d (=0 a+ (n—1)d

Nadalje, moZe se pokazati da je red S{¢_ divergentan. Recimo i to, da je u specijalnom

slu¢aju harmonijski red S!1 =1+ 3 + 3 + 1 + ... sporo divergirajudi, tako je npr.

1 1 1

11

Sl 1043:1+§+§+...+10j<100.
I na kraju napomenimo, da se u matematickoj analizi pokazuje

—11 1 1 1 1
=]1—-=-—4+-=—4+—-—...=1In2. 4
Stoc 2737175 n @

Napomena 2. Najprije ¢emo dokazati lemu 1, koju ¢emo zatim Koristiti za izvod
eksplicitne formule za sumu SZZ.

LLema 1. DokaZzimo ovaj rastav u parcijalne razlomke

1 L[ z(}z)
B<x"n):x(x+1)...(x—|—n) ol ;(_1) x+i

(5)

Dokaz. Sada ¢emo taj identitet dokazati matemati¢kom indukcijom. Ako je n = 1,

o 1 (l) ()

x(erl):x_erl:ﬁ X x+1

(1)

iz (5) slijedi . Nadalje, nije nuzno, ali

moZemo pokazati, da je (5) tonoizan=21n=3:

() ()

1 1
xr+rDE+2) 20| x x+1 xt2)”
1 - () 6 G 6)
x(x+D(x+2)(x+3) 7 3! X x+1 x+2 x+3

Jasno je, da smo na osnovu ovih rastava i heuristicki doSli do (5). Sada éemo
matematickom indukcijom i dokazati taj rastav. Dakle, pretpostavimo da za n = k
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vrijedi

1 1< ;
B(x’k):x(x—i—l)...(x—i—k)zﬁ Z(il)x—i—i ' ©)

Ako je sada n =k + 1 iz (6) slijedi

1 1 1< (f)
B(x’kJrl):x(x—i—l)...(x—i—k) Xkl K ;(71) (x+i)(x+k+1)

%i k£1>_l<xiix+i+l>
4 a4

k+1—l)(x—|—l x—i—k—i—lZ k+1—l

. k+1) 1 . o

'; x+i  (k+ D) (x+k+1) ; ( i )
e (’“l”) . ST

:(k+1)!;(_1) x+i _(k+1)!(x+k+1);(_l)(ktl>
| el (k—l—l) 1 (1— 1)

T (k1)< = T k+DIx+k+1)

n'Z )E—i-)l

Dakle (5) je u potpunosti dokazano. [J

1

Ak j An = . d f. PR
o (a+(n—1)d)(a+nd)...(a+ (n+k—2)d) iz definicije
(2) slijedi
- 1
Szf(f:AlJrAzwL...JrAn: i —
1:21 1 (a+ (i+j—2)d)
k=2 (k 2) k-2 (k 2)
= _1 ldk 1 a+ld Tl)d 7
l:O [:0
ili
1 k=2 (k?2>nd
S = et 2 Y : (8)
(k— 1)ldrk=1 @t it Dd)

l

i
o
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Dokaz. Za k=2 je

1
ala+d) * (a+d)(a+2d) et (a+ (n—1)d)(a+ nd)

)
+l 1 1 n +l 1 1
d\a+d a+2d " d\a+(m—-1)d a+nd

ad __
S2n

ili

2 —1)! a  a+nd | a+nd
gdje je po definiciji (8) = 1. Nije nuzno, ali imamo
1 1
S5 = + +
7 ala+d)(a+2d) ' (a+d)(a+2d) (a+3d)
1
(a+ (n—1)d)(a+nd)(a+ (n+1)d)

2-2 2-2
gad 1'd2_1<< 0 ) ( 0 )) n )

+

BN U SR
2d*\a a+d a+nd a+(n+1)d

(372) (372) (3—2) (3—2)
B 1 0 B 1 7 0 B 1
(3 -1)a3! a a+d at+nd a+@m+1)d]|
jer na osnovi toga moZemo heuristicki pretpostaviti, da je (7) odnosno (8) to¢no. Dakle,
d
ako u identitet (6) uvrstimo x = J;,n in=k—1, dobivamo
1 a+nd
Apy1 = —B k—1 10
= < 7 > (10)
i konacno
1
a d a d a d
w A =8, + =...=8n.
k Tk T G nd)a+ (n+ Dd) ... (a+ (n+ k— 1)d) kot
(11)
pa je time, uz dosta ispisa, teorem dokazan matematickom indukcijom. [
Dokazimo
50
Sl = 12
koo fl'dklz (a+1d) 12
Dokaz. Ako n — oo iz (8), ako brojnike i nazivnike dijelimo s n, dobivamo

22 (7%)4

atoje (12). O
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Sada ¢emo prikazati razliite primjene T1 i K1 u obliku zadataka.

Zadatak 1. Dokazimo

sir= L L Ly Lo (13)
212 0237340 7 T an4+ 1) om0

Rjesenje. Tu sumu moZemo dobiti i napamet, a Koristili smo je ¢ak i u osnovnoj
Skoli. Dakle, ako je a=d =11 k =2, tada iz (8) slijedi (13).

i . L o1 1 r 3 .
Provjera. Ako je n;S,ta;la]e racunski nJrﬂanf...f“,apomocu
13) takoder S} ! = —— = =,
(13) takoder S, 3 351 4
Zadatak 2. DokaZimo
1 1 1 n(n+3)
Sin = = . 14
W T2317234° +n(n+1)(n+2) 4n+1)(n+2) (14

Rjesenje. 1z (7) slijedi

1/1 1 1 1 n(n+3)
SU:_ - _ = =— 7 15
an 2(1 2 n+1+n+2) 4n+1)(n+2) (15
Ako bismo posumnjali, da (14) nije to¢no, mogli bismo je dokazati matematickom
1(1+3 1
indukcijom. Dakle, S}} = 53 0 _i I;L(l 1_2) =% Sto je to¢no. Bududi je
Sy + ! =..=5
T+ )(n+2)(n+3) b

§to je dokaz valjanosti formule (14).

Zadatak 3. DokaZimo

1 1 1 n(n+2)
Six = — ... = . (16
WST 35357 T o D Dn+3) 3@+ D3 O

Uputa. Ako u (8) uvrstimo a =1, d =2 i k = 3, nakon sredivanja slijedi (16).
Primjenom (7) ili (8) rijeSimo zadatke od Z4 do Z8.
Zadatak 4. Dokazimo
1 1
a(a+d)(a+ 2d)(a+ 3d) + (a+d)(a+2d)(a+3d)(a+4d)
1
(a+(n—1)d)(a+nd) (a+ (n+ 1)d) (a+ (n+2)d)

(G 6 G (G () G

EIVE a  atd  at2d atnd a+(nt)d  a+ (n+2)d

ad __
S4n -

+...+

(17)
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Zadatak 5. DokaZimo jednakost

1 1 1
S}"i:1-2-3-4+2-3-4-5+"'+n(n+1)(n+2)(n+3)
B n(n®*+6n+11) (18)
C18(n+ ) (n+2)(n+3)
Zadatak 6. DokaZimo jednakost
Si2 = 1 + ! +.ot !
" 1-3-5-7 3-5-7-9 2n—1)2n+1)(2n+3)(2n +5) (19)

n(4n* + 18n + 23)
452+ 1)(2n+3)(2n+5)°

Zadatak 7. Dokazimo

ad 1 1
S3 = ala+d)(a+2d)(a+3d)(n+ 4d) * (a+d)(a+2d)(a+3d)(a+4d)(n+ 5d)
1

(a+ mn—1)d)(a+nd)(a+ (n+1)d) (a+ (n+2)d)(a+ (n+3)d)

(@ G) 6 6)

4t a  a+d a+2d a+3d

G) () G G

a+nd a+n+10)d  a+(n+2)d a+(n+3)d

+...+

(20)
Zadatak 8. DokaZimo
11 1 1 1
S =1 2345" 23456 " n(n+1)(n+2)(n+3)(n+4)
B n(n+5)(n* + 5n+ 10) @D
C96(n+1)(n+2)(n+3)(n+4)
Primjenom K1, tj. (12), rijeSimo zadatke od Z9 do Z24.
Zadatak 9. DokaZimo
55;:%+%+3;4+...:1. (22)
Zadatak 10. Dokazimo
12 1 1 1 1
SS%e=7T3T35t57+t =3 (23)
Zadatak 11. Dokazimo
22 1 1 1 1
Zadatak 12. Dokazimo
i1 1 1 1 1
S3°°:1-2-3+2-3-4+3-4-5+"':Z' (25)
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Zadatak 13. Dokazimo

P SN U SR S
37 1.3.5 ' 3.5.7 5.7.9 77712
Zadatak 14. Dokazimo
L L S
37 2.4.6 4.6-8 6-8-10 T 32
Zadatak 15. Dokazimo
siro=—+t -t 4t L
47 1.2.3.4 '2.3-4.5 " 3-4.5.6 18
Zadatak 16. Dokazimo
7 UL S S 1 SR
47 1.3.5.7 "3.5.7-9 '5.7-9.11 90"
Zadatak 17. Dokazimo
SZ 2 1 + 1 + 1 — L
407 92.4.6.8 4-6-8-10  6-8-10-12° "~ 288"
Zadatak 18. Dokazimo
S5l = : + 1 + : F= e
57 1.2.3.4.5 2.3-4.5-6 3-4-5-6-7 96
Zadatak 19. Dokazimo
S3 2, = 1 + 1 + ! b=
37 1.3.5.7.9  3.5.7-9-11  5-7-9-11-13 =~ 840
Zadatak 20. Dokazimo
S3% = 1 + ! + 1 T
57 2.4.6-8-10 4-6-8-10-12  6-8-10-12-14 '~~~ 3072
Zadatak 21. Dokazimo
Skbe = ! + 1 + ! +
ke W2k 23 (k1) 34 (kF2) T
B 1
o (k—1)(k— 1D
Zadatak 22. Dokazimo, da za alternirajuc¢u sumu vrijedi
_ 1 1 1 1
5L = b —— 4 ...=2In2-1.

1.2 2.3 3.4 4.5
RjeSenje. 1z matematicke analize imamo

<l 1 1 1 1 1
=1- —— -4+ —-—...=In2.
S1oo 2737175 !
Jasno je
1 1 L 1 1 L
1-2 23 3.4 4.5 7
1 1 1 1 1 1 1 1
= —_ — = — —_ — = + _ — = — _ — =
1 2 2 3 3 4 4 5
1 1 1 1
=—1421—-z4+-—=-+-—...]=2In2-1
* ( 27373715 ) e
radi (36).
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(30)

(31

(32)

(33)

(34)

(35)
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Zadatak 23.

=11 1 1 1
- - - L=2m2-2. (37
3= 1.2.3 2.3.4 345 456" 8 (37)

Rjesenje. Ako primijenimo rastav

1
nn+1)(n+2)

12 1
<En+1+n+2> (38)

| =

na naSu sumu, tada dobivamo:

=11
S3oo

Zadatak 24. Vrijednost od In2 moZe se izracunati akceleriranom konvergencijom

pomocu formule

1 1 1 1 1 1
IHZ(n+ﬁ)+<ﬁ+m)+(m+m)+... (39
ili pisano u obliku

o0

1 1
1n2:;((4n+1)(4n+2) * (4n+3)(4n+4>' o

Rjesenje.

1—

N =
W] =
|
ENJS
_|_
| =
|
I
N
I
N | —
N—
+
W =
|
N

B N

Zadatak 25. Dokazimo nejednakost

1 1 1 1

12k 23 ksl 734 (k+2) 45 kt3)
2112
<

= (k—1)!

(41)
ako je k€ {1,2,3,...}.
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RjeSenje. U [3] (zadatak 23) je dana suma

1 1 1 1
1-2~...-k72-3~...~(k+1)+3-4-...-(k—|—2) *4-5....-(k+3)+"'

?]/1_11;1)? - (k—ll)! [(k11>”<k11> (1%)
+...+(’,§:}) (1—%+...+(—1)"ﬁ)}

iz koje slijedi (41). Ta nejednakost je zanimljiva jer taj alternativni red ima vrijednost

C . 212
sume manju ili jednaku transcendentnom broju W
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