O jednoj nejednakosti iz MFL-a br. 207

Julije JakSeti¢', Josip Lopati¢®, Marjan Praljak®, Robert Soldo*

U ovom ¢lanku vratit ¢emo se na zadatak 2738. koji se pojavio u davnom MFL-u br.
207 godine 2001./2002. Naime, zadatak je glasio:

Zadatak. Neka su ay > 1, ay > 1,...,a, > 1, realni brojevi. DokaZi da je
n n
211
H(l—i—ak)Z—(l—i—Zak). (1)
k=1 ntl k=1

Uz zadatak bilo je priloZeno rjeSenje koje je imalo pogreSku u koraku, jer je krivo
primijenjena A-G nejednakost. Tu pogresku ovdje popravljamo, te dajemo tri dokaza
dane nejednakosti.
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Rjesenje 1. Dokaz provodimo matematickom indukcijom.
Baza indukcije: za n =1 tvrdnja je trivijalna.
Pretpostavka indukcije: pretpostavimo da vrijedi

n—1

2n71 n—1
H(l +a) > —(1 + g ak>, za neko n > 1.
n
k=1 k=1

Korak indukcije: dokaZimo da tada vrijedi nejednakost (1). Koristeéi pretpostavku
indukcije, imamo
n n—1 n—1
H(lJrak):H(leak)'(lean)Z (1+Zak>~(l+an).
k=1 k=1 k=1
Da bi dokazali ovu nejednakost dovoljno je dokazati:
2n71 on
14+8,-1)1 n) >
—(1+S,0)(1+a,) = =
n—1

gdje smo oznacili S, = Z a.

n—1

(1 4+ Sui—1 + an),

k=1
Sredivanjem gornje nejednakosti dobivamo
nSn—lan+an+Sn—1an+Sn—l >n— 1 +nSn—1 + nay. (2)

Da bi dokazali nejednakost (2) krenimo od oéite nejednakosti: n(a, — 1) > 0, odakle
slijedi:
na, +a, —n > a,.
Zbog ocite nejednakosti S,—; > n — 1, iz prethodne nejednakosti, dalje slijedi
Su—1(na, +a, —n) > (n— 1a,
= nS,—1ay + Su—1a, — nS,_1 = na, — a,
= nS,_1a, +a, +S,_1a, > nS,_1 + na,.
Dodavanjem nejednakosti S,_; > n — 1 gornjoj, dobivamo nejednakost (2).
* Kk %

U drugom dokazu dane nejednakosti éemo koristiti poznatu Bernoullijevu® nejedna-
kost, to¢nije jednu njenu posljedicu.

Bernoullijeva nejednakost. Neka je n prirodan broj i x > —1 realan broj. Tada
vrijedi
(I+x)">14nx.

Jednakost vrijedi ako i samo ako je n =1 ili x = 0.

Tvrdnja 1. Za realne brojeve x; > —1, k = 1,2,...,n koji su istog predznaka,
vrijedi nejednakost
(I+x)(I+x) .- (I4+x) > 1+x1+x20+ ...+ x5

Jednakost vrijedi ako i samo ako je n = 1.

Obje ove tvrdnje se jednostavno dokazuju matematickom indukcijom i dokaz ovdje
necemo obrazlagati.

5 Jacob Bernoulli (1654.—1705.), §vicarski matematicar

Matematicko-fizicki list, LXXII 4 (2021. — 2022.)



RjeSenje 2. Uvedimo supstituciju a; = 1 4 2x;. Pocetna nejednakost prelazi u

[1—1—2 +2xk}

odnosno, sredivanjem dobivamo ekvivalentni oblik
T +x) >

1(1+n+22n:xk>
k=1 k=1
= H(1+Xk >1+—ZXI<
k=1

Zbog nejednakosti navedene u tvrdnji 1 dovoljno je dokazati

n 2 n
1+kz:1:xk21+n+—1;xk,

Sto je pak ekvivalentno s 1 >

n

H(2 + 2xk) Z

k=1

n

?, odnosno §to je ekvivalentno s n > 1, Sto je
n
naravno tocno. Ovim smo dokazali i zadanu nejednakost.

RjeSenje 3. Sada uvedimo supstituciju 1 4 a; = 2x;. Pocetna nejednakost postaje

H2xk> —( Jrz 2xk71 )
odnosno u ekvivalentnom obliku
(n—i—l)ﬁxk—Zzn:xk—i—n—lZO. (3)
k= =1
Lijevu stranu nejednakosti (3) promatrat éemo kao afinu funkciju po svakoj varijabli

.f(x17x27"'7xn) = (I’l+ I)ka *22Xk+n* 1.
k= =1

Pokazat ¢emo da je ta funkcija u svakoj od n varijabli, uz fiksnih preostalih n — 1
varijabli, rastuéa. Bez smanjenja opcenitosti fiksirat ¢emo prvih n — 1 varijabli, te
pokazati da je pripadna funkcija rastu¢a u n-toj varijabli.

Neka su x, y proizvoljni realni brojevi takvi da je x > y. Dokazat ¢emo da je

e, %0, Xnm1, %) > F (X1, X2, ooy X1, Y)- (4)
n—1 n—1

U tu svrhu oznaCimo S,_; = Zxk i Py = ka. Sada, nejednakost (4) moZemo
k=1 k=1

zapisati u ekvivalentnom obliku

(n+ DPpoix —2(Sp—1+x)+n—1>m+ )Py —2(Su—1+y) +n—1,
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odakle sredivanjem dobivamo ekvivalentni oblik
(n+ DPy_ix— (n+ 1)Pp_yy > 2(x—y)
— mn+ DHPp1(x—y) >2(x—y)

2
<~ P, | > —.
nl_n+1

2
No, buduéi da je x, > 1 (k=1,2,...,n—1), vrijedi P,—; > 1, a zbog 1 > porrl
n
vrijedi i gornja nejednakost, ¢cime smo dokazali nejednakost (4).

Stovise, dokazali smo da je dana afina funkcija rastua u svakoj od n varijabli,
uz fiknih preostalih n — 1 varijabli. Specijalno, zaklju¢ujemo da se njena najmanja
vrijednost postize za najmanje vrijednosti varijabli x; > 1 (k = 1,2,...,n). Stoga,
najmanja vrijednost dane funkcije postize se za x; = x; = ... =x, = 1 1 ona iznosi
Sfmin = 0. Dakle, f(x1,x2,...,x,) > 0, ¢ime je nejednakost (4) dokazana.

kK k

Na kraju dajemo nekoliko komentara vezanih uz nejednakost (1) i nekoliko sli¢nih
zadataka za samostalno rjesavanje.

1. Uz oznaku ap = 1 nejednakost (1) se moZe zapisati

= 205
(1 +a) > ( ak). (5)
k=0 n+l k=0

PokaZite da nejednakost (5), u stvari, vrijedi za sve a; > 1, k=0,1,...,n (.

bez ogranicenja ap = 1.)

Ispitajte kada vrijedi jednakost u (1) i (5).

Akoje 0 <, <1, k=0,1,...,n onda u (1) vrijedi suprotna nejednakost.
. Nekaje ay > 1, k=1,2,...,n. Dokazite da vrijedi

= W

n

[t +a) zzﬂfl(iak—mz).

k=1 k=1

9]

1
. Neka je a; > 1 n > 2, k < n. DokaZzite nejednakost
n—

n n—1 "
(1+a) > (nj) Zak.
=1

s

k=1
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