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PREGLEDNI ZNANSTVENI RAD

DOPRINOS MATEMATICKOG MODELIRANJA
UPRAVLJANJU PROJEKTIMA

Drazen Pavli¢, dipl. ing. mat.

SAZETAK: U ovom radu obraden je doprinos matemati¢kog modeliranja upravlja-
nju projektima kroz pregled najpoznatijih matematickih modela koji se koriste u postup-
ku planiranja projekata. Takoder, dan je i osvrt na rezultate tih modela, odnosno njihovu
prakti¢nu primjenjivost u praksi. Rad se osvrée i na doprinos operacijskog istrazivanja
rjesavanju stvarnih, prakti¢nih problema, kroz razvoj matematickih modela i koristenje re-
zultata analize pri donosenju odluka. Temelji na kojima se razvijalo upravljanje projektima
od pocetka njegova razvoja dobro su definirani, kao i problemi pri upravljanju projektima
koji se pokusavaju rijesiti. U opisivanju ovih problema matemati¢ko modeliranje odigralo
je klju¢nu ulogu te ponudilo rjesenja u obliku PERT, alokacije resursa, nivelacije resur-
sa, Monte-Carlo simulacija, kriticke analize i drugih. Tijekom posljednjih pet desetlje¢a
razvoja, dok je upravljanje projektima pokusavalo uspostaviti vlastite procedure i procese
zadrzavajuéi svoj vlastiti filozofski stav, matematicko modeliranje nastavilo je razvijati sve
slozenija rjesenja sve slozenijih modela, motivirano viSe matemati¢ckom dojmljivoséu a
manje potrebom rjesavanja problema iz stvarnog svijeta. Medutim, tijekom posljednjeg
desetljeca ili nesto vise, matematicari su poceli graditi modele projekata koji su sustavni i
dinami¢ni i objasnjavaju mnoga ponasanja projekata koja konvencionalni modeli dekom-
pozicije ne ¢ine; u isto vrijeme svijet projektnog menadZzmenta poceo je shvacati ogranice-
nja svog filozofskog stava i graditi novu teoriju za moderne, sloZene dinami¢ne projekte.

Kljuéne rijeci: matematicko modeliranje, matematicki modeli, operacijsko istrazivanje,

upravljanje projektima, metode upravljanja projektima

JEL: C44, C60

1. Uvod

Upravljanje projektima je disciplina planiranja i upravljanja resursima na nacin da
oni isporuce kompletan rad potreban za dovrsetak projekta u unaprijed zadanom opsegu,
vremenu i tro$ku. Upravo ova tri kljuéna ¢imbenika uspjeha projekta (opseg, vrijeme i
trosak) predstavljaju glavna ogranicenja koja se postavljaju na projektne aktivnosti, jos u
pocetnoj fazi planiranja projekta.
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Planiranje vremenskog rasporeda aktivnosti, izrada rasporeda resursa na aktivnostima,
optimalno koristenje resursa, motivirali su matematicare na izradu razlicitih matematickih
modela kojima su pokusali modelirati situacije iz stvarnog svijeta upravljanja projektima.
Takoder, usporedno s razvojem projektnog menadzmenta kao discipline, razvijale su se i
matematic¢ke metode koje su trebale pomo¢i voditeljima projekata u izradi preciznijih pro-
jektnih planova. Medutim, pokazalo se da su matematicka pitanja o moguénostima izrade
modela, postojanju rjeSenja, izra¢unljivosti i odstupanju rezultata modela od ocekivanog
rezultata funkcije cilja i dalje ostala samo pitanja koja su golicala mastu matematicara i
znanstvenika. Takoder, vazno je imati na umu da voditelji projekata dolaze iz razlic¢itih
struka, s razli¢itim akademskim obrazovanjem, i ne nuzno dobrim poznavanjem matema-
tickih modela, postupaka i metoda. U tom smislu, matemati¢ki modeli i metode trebaju
biti $to jednostavnije za primjenu kako bi pronasle svoju stvarnu primjenu i bile prihvace-
ne od strane voditelja projekata i ostalih koji su ukljuceni u procese planiranja.

Bududi da je doprinos operacijskog istrazivanja upravljanju projektima, koji se tako-
der razmatra u ovom radu, u velikoj mjeri temeljen na modelu dekompozicije, razmatra-
nja u ovom radu uglavnom su omedena na ogranicenja u vidu opsega, vremena i troska
(trostruko ogranicenje opseg-vrijeme-trosak).

2. Matematicko modeliranje

U kontekstu upravljanja projektima, upravljanje viemenom jedan je od najvaznijih
¢imbenika koji utje¢e na uspjesnost projekta.

Tehnike upravljanja projektima temelje se na pretpostavi da se projekt moze dekom-
ponirati na njegove sastavne dijelove ras¢lambom strukture rada (WBS), te potom pojedi-
nac¢no pratiti svaki od tih sastavnih dijelova. Razli¢ite metode, dakle, temelje se na uprav-
ljanju pojedina¢nim dijelovima trostrukog kriterija opseg-vrijeme-tro$ak, kako slijedi:

1. Opseg projekta. Glavna “tehnika” ovdje je, naravno, ras¢lamba strukture rada

(WBS).

2. Vremenski okvir projekta. Temelj analize vremenskog okvira projekta su naravno
projektne mreze, bilo u obliku AON (aktivnost na ¢voru) ili AOA (aktivnost na
luku); ove su tehnike bile preteca razvoja PERT metode u programu US Polaris.

3. Trosak projekta. Kada se izraduju procjene troskova, cesto se koristi ras¢lamba
strukture troskova (CBS). Kako se organizacijska struktura projekta cesto rascla-
njuje koriste¢i ras¢lambu strukture organizacije (OBS), ovo nam daje trodimen-
zionalnu matricu (WBS x OBS x CBS) poznatu kao kocka za kontrolu troskova.
Pored pocetne procjene troskova projekta, ras¢clamba troskova se takoder moze
koristiti za praéenje napretka potro$nje u odnosu na vrijeme i napredak projekta,
pod pretpostavkom da su aktivnosti zakazane u osnovnom vremenskom planu,
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koriste¢i ideje analize ostvarenih vrijednosti koja promatra ukupni planirani tro-
sak ukupno planiranog rada (BCW), ukupni stvarni trosak stvarno izvedenog
rada (ACWP) i ukupni planirani trosak planiranog rada (BCWS) kako bi se

odredila odstupanja u tro$kovima i rasporedu.

Doprinos matematickog modeliranja u prvim danima upravljanja projektima bio je
usmjeren na vremenske okvire projekta, temeljene na mreznim metodama planiranja. Me-
dutim, iako procjena ukupnog trajanja jednostavne mreze zahtjeva jednostavne aritmetic-
ke operacije zbrajanja, kada dodamo ogranicenja resursa, uzmemo u obzir nesigurnost,
dodamo zahtjeve prepoznavanja najvaznijih (ili “kriti¢nih®) aktivnosti, postoji dovoljno
razloga za primjenu matematickog modeliranja koje bi nam trebalo omoguciti bolje razu-
mijevanje mreznog plana aktivnosti.

Projekti, neovisno o industriji kojoj pripadaju, imaju neka zajednicka svojstva, koja
obi¢no ukljucuju (1) nesigurnost u definiranju aktivnosti, (2) nejasne ili nedovoljno po-
znate rezultate aktivnosti, (3) nesigurnost u trajanju i trosku aktivnosti, (4) neiterativne
aktivnosti, (5) petlje i iteracije s prethodnim aktivnostima i (6) paralelne puteve. Zbog
takvih svojstava, da bi se moglo u¢inkovito planirati, potrebno je primjenjivati tehnike
planiranja koje uzimaju o obzir unaprijed zadana vremenska i troskovna ogranicenja. S
druge strane, pretjerane iteracije i dugotrajno planiranje doveli bi do dugotrajnog i skupog
planiranja, te odgadanja pocetka projekta $to za brojne organizacije moze imati izrazito
negativne posljedice. Prema mnogim definicijama projekti se odvijaju u neizvjesnoj i ne-
predvidivoj okolini pa se u tom smislu neizvjesnost moze smatrati svojstvom sustava. U
stvarnom svijetu javljaju se razne vrste neizvjesnosti koje nastaju u nejasnim okolinama a
dodatno potpomognute sa slucajnosti dovode do temeljne vrste subjektivne nesigurnosti.

Neizvjesnost je dvojba, neznanje osobe da procjeni koji ¢ée se moguéi ishodi dogodi-
ti. Nedostatak znanja izravno povecava stupanj neizvjesnosti i subjektivnosti u prosudbi.
Suprotno tome, informacije i znanje smanjuju neizvjesnost povecavajuéi objektivnost sta-
vova i kvalitetu odluéivanja.

Pocetkom 20.stolje¢a, Henry Gant i Fraderick Taylor predstavili su Gantov dijagram
(Gantogram) koji je prikazivao poéetak i zavréetak projekata. Medutim, ukupni vremen-
ski raspored projekata koji se temelje na povezanosti projekata s prethodnim projektima
(slijedno ili linearno povezanim) i njihova analiza nisu bili mogu¢i ovom tehnikom. Stoga
su 1950. godine od strane skupine znanstvenika za operacijska istrazivanja razvijene mrez-
ne metode CPM (Ciritical Path Method) i PERT (Program Evaluation and Review) koje
su otklonile navedene probleme i omogucile sveobuhvatnije tehnike za kontrolu i dizajn
projekata (Kuznetsov, 2015)".

Ogranicene moguénosti CPM i PERT metoda za modeliranje slozenih mreza u ko-
jima je prisutan visok stupanj neizvjesnosti dovele su do toga da veliki znanstvenici poput

! Kuznetsov, N.: “Managing the company in the setting of implementing large-scale development programs,”
Asian Social Science, str. 193. — 2003, 2015.
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Pritskera i Whitehousea i Pritskera i Happa uvedu vjerojatnosni GERT (Graphical Evalu-
ation and Review Technique), funkcije generiranja momenta i PERT za rjesavanje proble-
ma s aktivnostima kojima su pridodane vjerojatnosti. Pritsker je razvio GERT metodu i
koristio je za razli¢ite évorove te uveo uporabu simulacije u toj metodi.

3. Uloga operacijskog istrazivanjo v matematickom modeliranju

Modeli operacijskih istrazivanja izgraduju se kako bi se razumjelo sto se dogodilo,
sto se dogada ili procijenilo $to ¢e se dogoditi sa projektom, analizom razlicitih stanja i
njihovih u¢inaka na ishode projekta. Osnovni je zahtjev svakog projekta da njegovi ciljevi
moraju biti dobro definirani, a projekt usmjeren ostvarenju tih ciljeva.

Operacijsko istrazivanje je analiticka metoda rjesavanja problema i donosenja odluka
koja je korisna u upravljanju organizacijama. U operacijskom istrazivanju, problemi se
ras¢lanjuju na osnovne komponente, a zatim se rjesavaju matematickom analizom prema
definiranim koracima (Lewis, 2019)2.

Proces operacijskog istrazivanja moze se u grubo podijeliti na sljedece korake:
1. Identifikacija problema koji je potrebno rijesiti

2. Izgradnja modela oko problema koji oslikava stvarni svijet i varijable

3. Primjena modela za pronalaZenje rjesenja problema

4. Testiranje svakog rjeSenja na modelu i analiza njegova uspjeha

5. Primjena rjeSenja na stvarnom (polaznom) problemu

Discipline koje su sli¢ne, ili se preklapaju s operacijskim istrazivanjem ukljucuju sta-
tisticku analizu, teoriju igara, teoriju optimizacije, umjetnu inteligenciju i mreznu analizu.
Sve ove tehnike imaju za cilj rjesavanje slozenih problema i poboljsanje kvantitativnih

odluka.

4. Znacajke operacijskih istrazivanja

Tri su primarne znacajke svih operacijskih istrazivanja:

1. Optimizacija — svrha operacijskih istrazivanja jest posti¢i najbolje performanse u
datim okolnostima. Optimizacija takoder uklju¢uje usporedbu i suzavanje poten-
cijalno mogucih rjesenja.

2. Simulacija — ukljucuje izgradnju modela ili replikacija s ciljem testiranja rjesenja
prije njihove primjene.

* Operations research (OR), hetps:/fwhatis. techtarget.com/definition/operations-research-OR, pristup 01.07.2021.
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3. Vjerojatnost i statistika — ukljucuje primjenu matematickih algoritama i podataka
za otkrivanje korisnih spoznaja i rizika te pouzdano predvidanje i testiranje mogu-
¢ih rjesenja.

5. Vaznost operacijskih istrazivanija

Podrucje operacijskih istrazivanja pruza snazniji pristup donosenju odluka od uobi-
¢ajenog softvera i alata za analizu podataka. Znanstvenici koji se bave operacijskim istra-
zivanjima mogu izraditi cjelovitiji skup podataka, razmotriti sve dostupne moguénosti,
predvidjeti sve mogude ishode i procijeniti rizike. Pored navedenog, operacijska istraziva-
nja mogu se prilagoditi odredenim poslovnim procesima ili slu¢ajevima kako bi se odredi-
lo koje tehnike su najprikladnije za rjesavanje problema.

6. Primjena operacijskih istrazivanjo

Operacijska istrazivanja mogu se primijeniti na mnostvo slucajeva, ukljucujuéi:

o JIzradu rasporeda i upravljanje viemenom

o Urbanisti¢ko i poljoprivredno planiranje

e Planiranje resursa poduzeéa® i upravljanje lancem opskrbe*

e Upravljanje zalihama

e Mrezna optimizacija i inZenjering

e Optimizacija usmjeravanja paketa

e Upravljanje rizicima

U podru¢ju upravljanja projektima uvelike su zastupljena, ¢ak prema PMBOK i pre-

poznata kao zasebna podrucja znanja, izrada rasporeda i upravljanje vremenom, planiranje
resursa i upravljanje rizicima.

7. Mrezni modeli

Metode mreznog planiranja zasnivaju se na primjeni teorije grafova, moderne algebre
i matematicke statistike. Metode mreznog planiranja zasnivaju se na grafickom prikazu
medusobnih ovisnosti aktivnosti kojeg nazivamo mrezni dijagram. Metode mreznog pla-
niranja uklanjaju nedostatke metoda linijskog planiranja time $to se definira struktura
projekta i to neovisno o vremenskoj analizi. Ove metode omogudavaju izvodenje vremen-

% eng. Enterprise resource planning (ERP)
*eng. Supply chain management (SCM)
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skih proracuna mreznog dijagrama, optimalnu raspodjelu resursa, trazenje najboljeg eko-
nomskog rjeenja (primjenom vremenskih rezervi), te odredivanje vjerojatnosti dovrsetka
projekta unutar zadanih ogranicenja.

Metode mreznog planiranja medusobno se razlikuju po (1) naéinu prikazivanja ak-
tivnosti u mreznom dijagramu (ADM?, PDM¢, AOA’, AON¥), (2) metodi vremenske
analize (orijentirani na dogadaje ili orijentirani na aktivnosti), (3) na¢inu odredivanja tra-
janja aktivnosti (stohasti¢ki ili deterministicki), (4) statistickim metodama za odredivanje
vjerojatnosti realizacije, (5) algoritmima za optimizaciju tro$kova i raspodjele resursa, te
nekim drugim specifiénim zahtjevima.

8. Deterministicki mrezni modeli

Prvi radovi na temu Metode Kriticnog Puta (engl. Critical Path Method — CPM) i
PERT (engl. Programme Evaluation and Review Technigue) pojavili su se 1959. godine.
Medutim, iako je rjesenje osnovnog CPM modela (deterministicko, bez ogranicenja re-
sursa) prili¢no trivijalno, dodavanje ogranicenja ovaj problem ¢ini ne samo matematicki
zanimljivim nego ga priblizava stvarnim situacijama iz prakse.

Prije daljnjih razmatranja, potrebno je definirati tri elementa najjednostavnijih mrez-
nih modela’: (Kolisch & Padman, 2001):

1. Projeke se sastoji od niza aktivnosti, od kojih se svaka moze izvesti u jednom od
nekoliko mogu¢ih nacina (koji predstavljaju razlicite nadine izvodenja aktivnosti);
trajanje svake aktivnosti ovisi o na¢inu izvodenja.

2. Neke aktivnosti moraju zavrsiti prije nego druge mogu zapoceti, pa se projekt
obi¢no prikazuje kao usmjereni graf, gdje je aktivnost predstavljena ¢vorom a od-
nos izmedu dvije aktivnosti kao usmjereni luk.

3. Aktivnosti zahtjevaju resurse, koji mogu biti obnovljivi (tj. dostupnost resursa
odredena je za svako razdoblje) ili neobnovljivi (tj. postoji ograni¢enje ukupne
potrosnje tijekom cijelog projekta).

> Arrow Diagramming Method

¢ Precendence Diagramming Method
7 Activity on Arrow

§ Activitiy on Node

? Kolisch R.; Padman R., An integrated survey of deterministic project scheduling, 2001., str. 249-272, Elsevier,
Omega
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9. Problem izrade vremenskog rasporeda s ograni¢enim resursima

Klju¢ni problem koji se rjesava je problem izrade vremenskog rasporeda aktivnosti na
kojima se koriste ograniceni resursi. Definicija ovog problema dana je u radu (De Reyck,
Herroelen, & Demeulemeester, 1998) uz pretpostavke kona¢nog broja aktivnosti projek-
ta, s definiranim trajanjem, pocetkom i zavrSetkom svake aktivnosti. Bez smanjenja op-
enitosti mozemo pretpostaviti da su ove velic¢ine cjelobrojne. Za svaku aktivnost poznati
su zahtjevi na resurse koji su stalno dostupni. Takoder, poznati su i odnosi o medusobnoj
povezanosti aktivnosti. O ovom tipu problema postoji brojna literatura koja navodi po-
stupke o pronalasku optimalnog rjesenja, te ograni¢enja optimalnih i heuristickih metoda.

(a) Optimalna rjesenja. Ova se metoda temelji na matemati¢kom programiranju, dinamic-
kom programiranju i tehnikama grananja i veza. U radovima (Icmeli-Tukel & Rom,
1997), (Elmaghraby, Baxter, & Vouk, 1995) i (Herroelen, De Reyck, & Demeulemee-
ster, 1998) pokazalo se da su posebno ucinkovite tehnike grananja i veza.

(b) Heuristi¢ke metode razvijene su kako bi razvile prakti¢ne tehnike za probleme veceg
opsega. Vedéina njih su metode rasporedivanja zasnovane na pravilima prioriteta, s ne-
kim metodama za prekidanje veza medu aktivnostima. Kolisch je sumirao metode
serijskog i paralelnog jednostrukog i visestrukog prolaza a dodatne prilagodbe tih me-
toda dao je (Pollack-Johnson, 1995) s kombiniranom heuristikom grananja i veza, a
(Kolisch & Drexl, 1996) koriste adaptivnu heuristiku. Medutim, Brucker i suradnici
tvrde da ove metode nisu osobito dobre ako se mjere prosje¢nim odstupanjem od op-
timalne vrijednosti funkcije cilja. Stoga su razvijene sloZenije metode poput algoritama
za planiranje naprijed-nazad, ili ¢ak i sloZenije metode temeljene na uzorku “Zaljenja”.

Kao sto je prethodno spomenuto, problem izrade vremenskog rasporeda s ogranice-
nim resursima nudi odsko¢nu dasku za mnos$tvo primjena naoko motiviranih primjerima
iz stvarnog svijeta, koji u stvarnosti nikada nisu primjenjeni u praksi. Primjeri takvih situ-
acija posebno ukljucuju slucajeve:

(c) mogude je da se izvodenje aktivnosti prekine i nastavi kasnije. Tamo gdje postoje zna-
¢ajna ogranicenja resursa, dopustanje takvog prekida u trajanju aktivnosti moze skratiti
trajanje projekta. Naravno, ovo je u potpunosti teoretska definicija i zanemaruje mno-
ga prakti¢na razmatranja u prekidu i ponovnom nastavku aktivnosti (poput u¢inaka
koje mogu imati zaustavljanje/pokretanje aktivnosti; ponovno uvodenje radnika u po-
sao; tehnologije izvodenja rada na aktivnostima...)

(d) generalizaciju problema izrade vremenskog rasporeda s ogranicenim resursima koji
pored Finish-Start veze medu aktivnostima dopusta i druge oblike povezanosti (Start-
Start, Start-Finish, Finish-Finish), te minimalne i maksimalne vremenske odgode. Na-
vedeni odnosi medu aktivnostima zaista se koriste u praksi, te je ogranicenje da su
aktivnosti povezane iskljucivo Finish-Start vezom nerealno; medutim, ¢ak je i problem
ispitivanja ima li ovaj model rjesenje NP-potpun. Na ovom je teskom problemu malo
ucinjeno, glavni radovi su oni Reyck i Herroelen; algoritam grananja i ogranicenja i
procedure temeljene na lokalnom pretrazivanju.
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10. Problem izrade vremenskog rasporeda s viSe nacina izvodenija
aktivnosti i ograni¢enim resursima

Jedna varijacija problema izrade vremenskog rasporeda s ograni¢enim resursima opi-
sana je u tocki 2.2.4. Moguénost koristenja zamjenskih resursa mogli bismo promatrati
u kontekstu problema kompromisa vrijeme-trosak u varijanti kompromisa resursi-resursi.
Opéenito, uobicajena generalizacija izrade vremenskog rasporeda s ograni¢enim resursima
je vremenski raspored s viSe nacina izvodenja aktivnosti i ograni¢enim resursima, u kojem
se svaka aktivnost moze izvesti na vise razlic¢itih na¢ina. Jedino ogranicenje ovog modela je
u tome da se aktivnost mora dovrsiti onim nac¢inom izvodenja kojim je zapocela. I u ovom
modelu takoder, minimiziramo ukupno trajanje projekta.

Problem je o¢ito slozeniji od problema minimizacije trajanja u ograni¢enjima obnov-
ljivih resursa, koji je sam po sebi bio zahtjevan za rjesavanje; i kao $to Kolisch i Padman
(2001) isti¢u, ako se uzmu u obzir vise od dva neobnovljiva resursa, ¢ak i problem pro-
nalaska izvedivog rjeSenja postaje tezak. To¢na rjesenja, pro$irenja problema izrade vre-
menskog rasporeda s ogranic¢enim resursima, postoje: Sprecher prosiruje Demeulemeester
i Herrolen-ovu metodu na problem izrade vremenskog rasporeda s vise nacina izvodenja
aktivnosti i ograni¢enim resursima u vise ¢vorova. Ali opet, za realisti¢cne modele potrebno
je proucavati heuristicke metode. Hartmannov geneticki algoritam'® Brucker je opisao kao
“najucinkovitiji heuristicki algoritam za rjesavanje opceg oblika ovog problema”.

11. Kompromis vrijeme-troSak

U odjeljku 2.2.2 pretpostavili smo da aktivnosti imaju nepromijenjivo trajanje. No,
Cesto je slucaj da se trajanje aktivnosti moze skratiti uz visi trosak upotrebe resursa, bilo
obnovljivih resursa (npr. ljudi ili strojevi) ili neobnovljivih (npr. novac). To dovodi do
pojave dva moguca problema koje je potrebno modelirati:

e pronadi rjesenje koje minimizira ukupne troskove, ili

e pronadi rjeSenje koje minimizira vremensko trajanje tako da zbroj ukupnih trosko-
va ne prelazi neko zadano ogranicenje.

Na ovu temu, ponovno, postoje mnogi radovi zbog prakti¢ne vaznosti problema,
iako je malo dokumentiranih dokaza implementacije ovih metoda. Najbolja konkretna
rjeSenja primjenjuju dinamicko programiranje koje iskoristava strukturu mreze i metode
lokalnog pretrazivanja.

' Hartmann, Sonke, A competitive genetic algorithm for resource-constrained project scheduling, Naval Resear-

ch Logistics, 1998, str.733-750
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12. Stohasticki modeli troSkova

Zbrajanje stohastickih troskova u ras¢lambi strukeure troskova (CBS) odito je rela-
tivno jednostavno pitanje raspodjele troskova, a slozenije modeliranje potrebno je samo
ondje gdje su ti troskovi povezani s vremenskim profilom. Dakle, ovdje se izravne metode
mogu koristiti za raspodjelu troskova cijelog projekta. Sve vise u praksi, s porastom brzine
ra¢unala, Monte-Carlo simulacija obi¢no se koristi u praksi za pronalazenje dobrih aprok-
simacija distribucije troskova, umjesto analitickih metoda.

13. Stohasticki modeli vremenske mreze

U poglavlju 2.2.1 spominje se da je rjeSenje osnovnog CPM modela (determini-
stickog, bez ogranicenja resursa) priliéno trivijalno. Jedan aspekt osnovnog modela jest
njegova nerealna pretpostavka o neograni¢enim resursima, a vidjeli smo kako dodavanjem
dela koji je takoder nerealan jest pretpostavka o deterministickom trajanju aktivnosti, a
izostavljanje ove pretpostavke takoder ¢ini problem matematicki zanimljivim. Naravno,
izvorni PERT pokusao je ukljuciti nesigurnost u trajanje aktivnosti, koriste¢i pravilo koje
je sada diskreditirano. Ovdje ¢emo najprije razmotriti modele koji su razvijeni za proble-
me koji nisu ograni¢eni resursima, a zatim ¢emo dodati ogranicenja resursa.

14. Stohasticki modeli vremenske mreze bez ogranicenja resursa

Kljuéni problem kao i uvijek u mreznim analizama je procjena trajanja projekta. Ov-
dje, medutim, distribuciju trajanja projekta treba procijeniti na temelju pretpostavke da su
trajanja aktivnosti stohasticka, Stovise, inicijalna pretpostavka je da pojedina¢ne aktivnosti
imaju nezavisne distribucije.

Ne postoji jednostavno analiticko rjeSenje trajanja stohasti¢ke mreze, osim za speci-
ficne slucajeve, primjerice eksponencijalno distribuirane mreze (Kulkarni, 2006). Neki su
autori ponudili numeric¢ke metode izracuna, dok su drugi pokusali izvesti to¢ne granice
unutar kojih bi se trebalo kretati rjesenje. Luidwig je intenzivno prouc¢avao ove granice i
pronasao jednu heuristiku neovisnu o distribuciji koja se temelji na Teoremu o srednjoj
vrijednosti. Kona¢no, drugi autori analiticki izvode priblizna rjesenja, koriste¢i stohasticki
dominirajuée staze. Medutim, iako je za ove metode pokazano da su primjenjive na malim
ili specijalno konstruiranim mrezama, ne postoje opée naznake njihove to¢nosti, kao niti
pojasnjenje o primjeni u stvarnim situacijama. Drugi autori su skloniji koristenju fuzzy
metoda za rjeSavanje ovog problema, iako niti za njih nije pokazano da se koriste u praksi.
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15. Stohasticki modeli vremenske mreze s ogranicenjima resursa

U poglavlju 2.2.1 vidjeli smo da je deterministi¢ki mrezni model s ograni¢enim re-
sursima NP-tezak. (Brucker & Drexl, 1999) iznose neka djela koriste¢i stohasticko dina-
micko programiranje, ali rad nije imao prakti¢nog utjecaja. (Golenko-Ginzburg & Gonik,
1997) konstruirali su slican problem koji dozvoljava dinamicko odlucivanje o pokreatnju
aktivnosti, koriste¢i 0-1 programiranje, ali opet, iako je ovo pametan model, nije koristen
u praksi. Nadalje, trajanje aktivnosti je samo jedan element koji se moze uciniti stohasti¢-
kim, a pocinju se sagledavati i problemi u kojima se dopusta da se i dostupnost resursa
ucini stohastickim. Ovo pocinje voditi ka realisti¢nijim modelima, ali jo$ uvijek postoji
mnogo elemenata koji se trebaju modelirati, a koji nadilaze bilo koje analiticko rjesenje.

16. Prakti¢na primjena

Izra¢un trajanja stohastickih mreza je vrlo tezak ¢ak i u vrlo ograni¢enim uvjetima.
Glavni problem analitickog pristupa su restriktivne pretpostavke koje svi modeli zahtje-
vaju, $to ih ¢ini neupotrebljivima u bilo kojoj prakti¢noj situaciji. Prije svega, postoje vrlo
specificna i ponekad nerealna ogranicenja na distribuciju trajanja, uz zahtjev da sve aktiv-
nosti koriste istu distribuciju. Stovise, postoje i brojne druge slozenosti koje je potrebno
ukljuéiti u model i analizirati kako bi rezultati bili relevantni i vjerodostojni (pored ograni-
enja resursa, $to samo po sebi ¢ini analiticki model neprakti¢nim). Neke od tih slozenosti
mogu ukljuéivati ucinke koji djeluju na niz aktivnosti ili resursa, poput udinaka trece
strane ili pretpostavka da su trajanja aktivnosti neovisne, istovjetno distribuirane slu¢ajne
varijable, $to nije slucaj u praksi. Spomenimo jo$ i neizvjesnost u strukturi mreze: dok svi
klasi¢ni mrezni modeli pretpostavljaju da je mreza sama po sebi fiksna, u praksi mogu po-
stojati vjerojatnosno ili uvjetno grananje. Takoder treba imati na umu da neke analiticke
metode daju odgovor na trajanje projekta samo u odredenim situacijama. Medutim, neka
od glavnih pitanja na koja zelimo odgovore su koja je vjerojatnost da ¢e projekt zavrsiti
u zadanom roku, ili koje je (recimo) 90% pouzdano trajanje projekta? Stoga, u praksi, za
stvarne primjene, gotovo uvijek se koristi Monte-Carlo simulacija.

Mrezna simulacija moze se smatrati standardnom praksom, koja je prevladala nad
prethodno koristenim PERT-om. US Project Management Institute navodi da bi se “si-
mulacija rasporeda trebala koristiti na bilo kojem velikom ili sloZenom projektu jer tra-
dicionalne tehnike matematicke analize poput metode kriticnog puta (CPM) i tehnike
evaluacije i pregleda programa (PERT) ne uzimaju u obzir konvergenciju puta, pa stoga
imaju tendenciju podcijeniti trajanje projekta“ (PMBOK citat u Kandaswamy 2001).

Veéina mreznih ra¢unalnih alata ima ili ugradene ili dodatne simulacijske moguéno-
sti — popularan primjer je @Risk for Project (Palisade Corp. 1997 i novije verzije), koji
primjenjuje koncept @Risk (koji je u osnovi proracunska tablica koja dozvoljava da se
Celijama dodjele slu¢ajne varijable ) na standardni mrezni paket (Microsoft Project), ¢ime
mogu neizvjesnim mrezama dati odredeni stupanj opéenitosti.
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17. Upravljanje opsegom

lako su strukture troskova i mrezne strukeure prili¢no genericke, upravljanje opsegom
(osim jednostavne ras¢lambe strukture rada) pokazalo se manje pristupa¢nim za genericke
modele. Neki autori (Babu & Suresh, 1996) pokusali su modelirati vrijeme/trosak i neke
mjere opsega (npr. kvalitetu), ali to su obi¢no samo zanimljivi modeli s malo prakti¢ne
motivacije ili primjene. Osim $to ih je tesko generalizirati, zahtjevi za opsegom ¢esto se
malo razlikuju od vremena i troskova jer se na njih gleda kao na konstante: projekti mogu
kasniti ili prekomjerno troéiti, a ispunjenje zahtjeva na projektu je mjera uspjeha projekra.
Malo je poznatih radova koji modeliraju odluke o kompromisu izmedu opseg/trosak ili
opseg/vrijeme (tj. odluka da se isporuci projekt nize kvalitete uz manje troskove ili manje
kasnjenje). Jos jedno pitanje koje ¢ini modeliranje opsega tezim jest $to su u praksi zahtjevi
nedovoljno ili lose definirani na samom pocetku projekta.

18. Zakljucak

Upravljanje projektima, kakvo ga danas poznajemo, razvilo se u dobro definiranu
disciplinu, s dobro definiranim pojmovima, procesima, razvojnim fazama, postupcima i
alatima. Kako su projekti bivali sve slozeniji i specifi¢niji, pobudili su interes znanstvenika
koji su pokusali dati svoj doprinos njenom razvoju kroz razvoj metoda, tehnika i alata za
planiranje projektnih aktivnosti i resursa te njihovu optimalnu primjenu. U ovoj fazi rasta
izrazenu je ulogu imalo matemati¢ko modeliranje ¢ija su rjeSenja naisla na prihvaéanje
struke i njihovu primjenu: PERT, alokacija resursa i postupci niveliranja, Monte-Carlo
simulacijski modeli, kriticka analiza itd. Doprinos matematickog modeliranja nastavlja se
i dalje kroz njihovu vaznu ulogu u planiranju, analizi rizika i pra¢enju napretka projekta.

Medutim, iako je upravljanje projektima u osnovi ostalo vjerno svojim izvornim fi-
lozofskim stavovima koja su opisana raznim metodologijama, matematicko modeliranje
je nastavilo iznalaziti sve sloZenija rjesenja za sve sloZenije modele, vise motivirano mate-
matickom elegancijom i impresivno$éu nego stvarnom primjenom. Tijekom posljednja
dva desetljeca, pojavila su se dva konvergentna trenda: prvo, operacijski istrazivaci (koji bi
po definiciji trebali pristupati stvarnim, prakti¢nim problemima) poceli su graditi modele
projekata koji su sustavni i dinami¢ni objasnjavaju mnoga ponasanja projekata koje kon-
vencionalni modeli dekompozicije nisu mogli objasniti; istovremeno, dio svijeta upravlja-
nja projektima je poceo shvacati svoja ogranicenja filozofskog stava i poceo teziti izgradnji
nove teorije za moderne, slozene, dinamicne projekte.

Sada je neophodno da operacijski istrazivac¢i budu na celu izgradnje ove nove teorije,
koja bi u nekom smislu mogla biti najve¢i skok naprijed koji je upravljanje projektima
dozivjelo od razvoja PERT-sredinom proslog stoljeca.
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CONTRIBUTION OF MATHEMATICAL MODELING
TO PROJECT MANAGEMENT

Summary

Project management is the discipline of planning and managing resources in such
a way that they deliver the complete work required to complete a project within a pre-
determined scope, time, and cost. These three key project success factors (scope, time,
and cost) are the main constraints placed on project activities, even in the initial phase
of project planning.

Activity scheduling, resource scheduling, planning of optimal use of resources,
motivated mathematicians to create various mathematical models by which they tried
to model situations from the real project management world. Also, in parallel with
the development of project management as a discipline, mathematical methods were
developed that were supposed to help project managers in making more precise project
plans. However, it turned out that mathematical questions about possibilities of model
making, solution existence, computability, and deviation of model results from the
expected result of goal function, remained only questions that tickled the imagination
of mathematicians and scientists. Also, it is important to keep in mind that project
managers come from different professions, with different academic backgrounds, with
not necessarily good understanding of mathematical models, procedures, and met-
hods. In this sense, mathematical models and methods should be as simple as possible
for use to find their actual application and acceptance by project managers and others
involved in planning process.

Since the contribution of operational research to project management, which is
also discussed in this paper, is largely based on the decomposition model, considerati-
ons in this paper are mainly limited to scope, time, and cost constraints (triple scope-
time-cost constraint).

Key words: mathematical modeling, mathematical models, operational research, pro-
ject management, project management methods
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