Prostor i vrijeme od Newtona do Einsteina, II. dio I

Lavoslav Caklovié

3. Opca teorija relativnosti (OTR)

Matematicke teorije nemaju za cilj otkrivati pravu prirodu stvari; to su
pretjerana ocekivanja. Njihov jedini cilj je uskladiti prirodne zakone
proizasle iz iskustva, a koje, bez pomoc¢i matematike, ne bismo mogli
niti formulirati.

Henri Poincaré
(matematicar, fizi¢ar, filozof)

3.1. Gravitacija kao sila. Newton

Gravitacija kao interakcija medu svemirskim tijelima koja ima uzrok u samim tijelima
i Newton ju je opisao kao privla¢nu silu. Samom uzroku dano je ime gravitacijska
masa. Ona djeluje bez obzira gibaju li se tijela jedno u odnosu na drugo ili ne. Tako
na primjer, tijelo koje lezi na podu u mojoj sobi privuceno je gravitacijom izmedu tog
tijela i Zemlje, ali ne znam i ne mogu izraCunati njegovu inercijalnu masu sve dok ne
dobije neko ubrzanje. To govori 2. Newtonov zakon gibanja.

Danas govorimo o gibanju planete u gravitacijskom polju Sunca iako Newton nije
shvac¢ao pojam polja. Newtonova sila medu objektima postoji ako postoje oba objekta,
dok gravitacijsko polje shvac¢amo kao polje utjecaja jednog objekta na potencijalno
prisutne objekte u njegovoj okolini, a ta okolina je u slucaju gravitacije cijeli prostor.
UvaZzavajudi takav pogled na gravitacijsko polje moZe se slobodno reci da je gravitacijska
masa tijela posljedica uranjanja materije u gravitacijsko polje. Sli¢no se mozZe reéi i za
naboj.

Newtonova teorija gravitacije nije bila prihvadena od njegovih suvremenika, a ideja
sile na daljinu, tj. sile koja nije kontaktna, razvijala se sporo. U Cambridgeu, na primjer,
udzbenici su sve do dvadesetih godina 18. st. poducavali Descartesovu fiziku. Ni na
kontinentu nije bilo drugacije. Leibniz u Njemackoj, Johann Bernoulli u Svicarskoj,
Cassini u Francuskoj odbacivali su Newtonovu teoriju gravitacije. To nije samo zbog
predrasuda vec¢ i zbog toga Sto nije posve bila u skladu s promatranim gibanjima planeta
[12].

PronalaZzenjem planete Neptun (1846) Newtonova teorija gravitacije bila je na svom
vrhuncu. Otkrili su ga Galle i d’Arrest s precizno$éu unutar jednog supnja na poloZaju
kojeg je predvidio Le Verrier u svom racunu. Nekako u isto vrijeme (Verrier, 1859) po
prvi put se zamjecuje relativisticki efekt gravitacije, a to je da Merkur, najbliZza planeta
Suncu, ne opisuje elipti¢astu putanju vec se giba po negoj vrsti rozete, a to je elipsa koja
se zakrece (slika 6). Newtonova teorija gravitacije nije bila u stanju to objasniti jednako
kao ni neki drugi pokusaji revizije formule za gravitaciju'?. Za definitivno obja$njenje
takvog Merkurovog gibanja trebalo je ¢ekati razvoj opce teorije relativnosti.
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12 Clairaut predlaZe oblik sile -+
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Slika 6. Precesija perihela planete Merkur u svom obilasku oko Sunca.

Krenimo, dakle, od Newtonovog zakona gravitacije. Gibanje tijela 2 (planet) u
gravitacijskom polju tijela 1 (Sunce) opisana je jednadzbom (1) u kojoj se pretpostavlja
da tijelo 1 miruje u inercijalnom sustavu

ﬁ]<—2 -
Fi_,= Gmglmger = Mmpd (1)
12

e F)_,; sila kojom Sunce (aktivno tijelo 1) djeluje na planet (pasivno tijelo 2),

e G — dogovorena gravitacijska konstanta,

e mgy — gravitacijska masa aktivnog tijela,

e mg — gravitacijska masa pasivnog tijela,

e mj; — inercijalna masa pasivnog tijela,

e jij.—, — smjer (jedini¢ni vektor) od pasivnog prema aktivnom tijelu (privlacnost),
e 7, — relativna udaljenost dvaju tijela,

e d, — ubrzanje pasivnog tijela.

Princip ekvivalencije. Galileo je formulirao (naslutio) slabi princip ekvivalencije
(masa) time Sto je rekao da je m, o< m;, tj. da je pasivna gravitacijska masa
proporcionalna inercijalnoj masi pasivnog tijela koje se giba. Eotvosov eksperiment s
torzionim njihalom [11] to i pokazuje. Izborom mjernih jedinica, odnosno konstante G,
mozemo slobodno re¢i da je m, = m;, i jednadZzba (1) tada postaje onakva kakvu je
znademo

—

ni—2

2
V)

Fi_; = Gmm, = myds.

Iz formule je jasno da gibanje pasivnog tijela ne ovisi o inercijalnoj masi ;.

Put do ekvivalencije inercijalne i gravitacijske mase je i za Newtona bio mukotrpan.
U tekstu koji slijedi iznijeti ¢emo neke, jo§ nepoznate detalje za Siru javnost, iz ¢lanka
Craiga Foxa (1916) [3] o Newtonovim nastojanjima da definira masu i silu jo§ prije
nego $to je izdana Philosophi Naturalis Principia Mathematica (1687) [8]. Neki dijelovi
Newtonovih rukopisa koje Fox spominje jo$ nisu prevedeni s latinskog.

Prisjetimo se nacina kako Newton uvodi pojam inercijalne mase. To je prva definicija
u njegovoj Principii.
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Definicija I.
Koli¢ina mase je mjera iste i proizlazi iz njene gustoce i zapremnine.

Zrak dvostruke gustoée i dvostruko veée zapremnine ima Cetiri puta ve¢u masu.

Napomena autora. Bez obzira $to gustoca nije definirana, ovdje se nazire Newtonova
namjera da masu smatra aditivnom, jer je volumen aditivha mjera. Drugim rije¢ima,
masa tijela koje nastaje zdruZivanjem dva razlicita tijela je suma njihovih masa. Nije
sasvim jasna Newtonova namjera uvoditi pojam mase bez dinamike. Inercijalna masa
je onaj dio otpora tijela promjeni brzine koji se odnosi na samo tijelo i tako ju treba
dozivljavati — dinamicki. Ovakva DEFINICUA I je cirkularna. Inace, aditivnost mase
proizlazi iz aditivnosti sile koju Newton uzima zdravo za gotovo i nije eksplicitno
navedena kao zakon iako Newton u POSLIEDICI I govori o paralelogramu sila. Sto se
mehanike tice, ova definicija mase je nebitna jer mase mozemo usporedivati mjerenjem
akceleracije koju uzrokuje ista sila na oba tijela. Tehnicke detalje takvog mjerenja
ostavljamo citatelju da potraZi sam.

Masa, kako je uvedena u Newtonovoj definiciji nije vezana uz dinamiku i djelovanje
sila i uopée nije jasna namjena takve veli¢ine u ovom trenutku. Newtonova potraga za
“koli¢inom materije” zapocinje rukopisom De motu corporum in gyrum (O orbitalnom
gibanju tijela) (1684) [6], napisanom tri godine prije prvog izdanja njegove Principie.
U toj prvoj verziji rukopisa jo§ nema pojma koji bi opisivao “koli¢inu materije”, ali
u treéem, revidiranom izdanju (1685) [7], Newton se vraca osnovnim konceptima i
revidira ih. Tu spada i Definicija 10 (De motu):

Kolic¢ina gibanja.

Koli¢ina gibanja proizlazi iz brzine i kolicine tijela u gibanju zajedno.
StoviSe, koli¢inu tijela treba racunati iz obilja tjelesne materije [copia
materice corporee], koja je uglavnom proporcionalna njegovoj teZini |[. . .]

U Newtonovo vrijeme, teZina tijela je razumljiv i iskustveno jasan pojam i prethodi
pojmu inercijalne mase kakvu danas poznajemo i koju nam Newton sada uvlaci u teoriju.
Pojam copia materice se prvi puta spominje, a mogao bi se prevesti kao kolicina, obilje,
a Newton ga je preuzeo od Lucretuisove poeme De Rerum Natura (O prirodi stvari),
djelo koje su Newton i njegovi prethodnici i suvremenici dobro poznavali.

Ono $to je zaokupljalo Newtonove misli je odnos izmedu koli¢ine materije i onoga
$to nazivamo tezina. Uvod u tu vezu Newton zapocinje raspravom o relativnom i
apsolutnom gibanju u Definiciji 8 (De motu):

Definicija 8.

[...] da mirovanje i gibanje tijela u apsolutnom smislu ne ovisi o0 njegovom
odnosu prema drugim tijelima vec¢ o djelovanju sile na to tijelo. Medutim,
taj odnos se moZe promijeniti jedino djelovanjem sile na ostala tijela s
kojima je prvo tijelo u odnosu, ali se ne mijenja ako sila djeluje na oboje
— u tom slucaju njihov relativni odnos se ¢uva.

Ovdje nije sasvim jasan dio recenice “njihov relativni odnos se ¢uva”, odnosi li se to na
udaljenosti ili ne§to drugo. NiZe u tekstu bit ¢e jasno o ¢emu se radi.

Pretpostavimo da dva tijela stoje jedno uz drugo. Njihovo apsolutno gibanje, mirovanje
ili gibanje po pravcu s konstantnom brzinom, ¢e biti promijenjeno jedino djelovanjem
vanjske sile na oba tijela. Ali ako ta vanjska sila djeluje na samo jedno tijelo njihovo
relativno gibanje ¢e biti promijenjeno jer drugo tijelo zadrZava svoje stanje gibanja. Ovo
razmi$ljanje Newton je iskazao kao Posljedicu 6 zakona gibanja u Principii:
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Posljedica 6 (zakona gibanja) .

Ako se tijela na bilo koji nacin gibaju jedno u odnosu na drugo i budu
ubrzana jednakim ubrzanjem duZ paralelnih pravaca, tada ¢e i dalje nastaviti
gibati se jedno u odnosu na drugo kao da dodatnog ubrzanja nije ni bilo.

Ova posljedica nema nejasnoca jer Newton jasno govori u kom smjeru “gleda”
ubrzanje. Posljedica zahtijeva paZljivo Citanje — Newton ne govori o vanjskoj sili
na sustav nego o ubrzanju Citavog sustava. Ovaj uvid predstavlja dodatak Galilejevoj
invarijantnosti zakona gibanja jer za specijalne vanjske sile na sustav koje daju isto
ubrzanje svim tijelima sustava, relativno gibanje se takoder nece mijenjati.

Posljedica te tvrdnje je da sva tijela u polju sile teZe, ispustena u istom trenutku,
padaju jednako brzo ako se zanemari otpor zraka. To je zato jer je gravitacijsko polje
Zemlje, lokalno gledajuci, homogeno i tijela miruju relativno jedno u odnosu na drugo u
trenutku ispustanja. Njihovim ispuStanjem ukljuceno je ubrzanje duZ paralelnih pravaca
pa, prema posljedici, i nakon toga zadrZavaju odnos mirovanja jedno u odnosu na drugo.

Postavit ¢ete pitanje kakvu vezu to ima s koli¢inom materije? Ima, ali prije toga
postavimo jo§ jedno pitanje, a to je: “Kakva je to vanjska sila koja svim tijelima
sustava daje isto ubrzanje?” Drugi Newtonov zakon gibanja tvrdi da ista sila tijelu
manje (inercijalne) mase daje vecu akceleraciju. Sila koja svim tijelima sustava daje
isto ubrzanje, bez obzira na masu, je sila teZa i ta Cinjenica je eksperimentalno bila
potvrdena (Galileo, Huygens).

Zemljina gravitacija nije tipicna mehanicka sila i ovo gore ispricano moZda djeluje
kontraintuitivno. Jos bi bilo kontraintuitivnije kad bi gravitacija na sva tijela djelovala
istom silom — tada bi sva tijela bila jednako teSka pa tako i Covjek i komarac. Primijetite
da ovdje naglaSavamo razliku izmedu (inercijalne) mase i teZine, a sam Newton nije
jasno dao do znanja da je to zaista razli¢ito. U trenutku kad je imao copiu, inercijalnu
koli¢inu materije, ¢ini se da nije bio svjestan te razlike prije trece revizije rukopisa De
motu.

Newton je bio svjestan da ravnoteZna vaga ne mjeri teZinu, jer ako je ona u ravnotezi
na Zemlji onda ¢e biti u ravnoteZi i na Mjesecu. Iz tog razloga ga je zanimala “koli¢ina
materije” prisutna u tezini koja je odijeljena od djelovanja gravitacije na to tijelo. Kod
inercijalne sile i koli¢ine gibanja to je inercijalna masa koja je separirana od brzine,
odnosno akceleracije. Takvu mjeru koli¢ine materije Newton je nazvao pondus (prevodi
se kao teZina, §to je zbunjujuée za danasnjeg Citatelja).

Newton je iSao korak dalje. UsavrSio je njihalo koje je imalo zatvorenu kutiju, a
u koju je stavljao tijela razlic¢itih materijala (drvo, zlato), ali jednakih pondusa, §to je
usporedio vagom. Njihalo je naravno bilo guseno zbog otpora zraka, ali je eksperiment
pokazao da je brzina guSenja bila neovisna o materijalu (pondusu). Zapravo su bila
dva njihala koja su izokrono titrala, svako sa svojim pondusom. Zakljucak slijedi sam
po sebi: Brzina guSenja njihala (otpor zraka itd.) ovisi o inercijalnoj mjeri materije
(copia) §to znaci da je copia proporcionalna copusu. Da je brzina gusenja bila razlicita
za jednake copuse to bi znacilo da je copus substancijalno razlicit od inercijalne mase.
Tehnicki termin copus zamijenjen je inercijalnom masom, a tako stoji i dan-danas.

Drugi osnovni koncept kojeg je trebalo revidirati je sila. Newton je tvrdio u gornjoj
raspravi da kad bi Zemljina gravitacija razli¢ito ubrzavala tijela razli¢itih materijala da
bi tada, prema 2. zakonu gibanja, periodi oscilacija njihala bili razli¢iti. To, medutim, ne
slijedi iz 2. zakona gibanja kako je bio formuliran u to vrijeme (1685). Tada$nji zakon
tvrdi da je promjena gibanja proporcionalna primijenjenoj sili. Ono $to mu je privuklo
paZznju u toj epizodi je da treba razlikovati dvije vrste sile. Tipicna mehanicka sila, kao
§to je udar na primjer, je proporcionalna akceleraciji koju uzrokuje. S druge strane, silu
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kao Sto je gravitacija je teZe opisati, jer je isto proporcionalna akceleraciji koju uzrokuje,
ali joj iznos (veli¢ina) varira ovisno o copusu tijela, dok je akceleracija ista za njemu
bliska tijela. To je navelo Newtona da razlikuje pokretacku silu od akcerelacijskog
iznosa sile §to je ucinio u Principii (1687) (DEFINICUA VII i DEFINICUA VIII) i ranije u
De motu — Liber Secundus (1685). Akcerelacijski iznos sile je proporcionalan ubrzanju
koje generira, dok je iznos pokretacke sile proporcionalan umnosku mase i akceleracije.

3.2. Zakon gravitacije kao posljedica aditivnosti

Pretpostavljaju¢i aditivnost mase, aditivnost sile i neprekidnost sile u
ovisnosti 0 masama, moZe se izvesti zakon gravitacije u formi F(m,my) = mymyr®,
a € R, a uz pretpostavku da je gravitacijsko polje centralno simetricno. Evo tog
izvoda koji je autorovo poboljSanje dokaza iz ¢lanka [4].

Pretpostavimo, za pocetak, da imamo dva tijela A, B i da je tijelo B sastavljeno od
dva dijela By, B, s masama m;, my. Tada je iznos gravitacijske sile tijela B na tijelo
A (zbog aditivnosti sile)

F(mAa mp, rAB) = F(mAva| ) rAB]) + F(mA7m327 rABz)7

gdje je rap udaljenost centra masa A i B, a ryp, 1 rap, udaljenosti centara masa od A
do centara masa od B;, B, respektivno. Pretpostavimo nadalje da je udaljenost r = r4p
velika u odnosu na dimenzije oba tijela. U tom sluaju moZemo u gornjoj formuli
pisati r = rap, = rap,. Matematickom indukcijom zaklju¢ujemo dalje, zahvaljujuci
neprekidnosti sile:

k
F(ma, k- mp,r) :n-F<mA,—mB,r>, Vk,n € N
n

k
-F(ma,mp,r) = F(mA, —mg, r), Vk,n € N
n
- F(ma,mp,r) = F(ma, A -mp,r), VA € R
F(ma,mg,r) = my -mg - f(r),
gdje f predstavlja gravitacijsku silu medu jedini¢nim masama na udaljenosti r.

Pretpostavimo nadalje invarijantnost zakona gravitacije na reskaliranje,
tj. da nakon promjene mjerne jedinice za udaljenost, oblik zakona ostaje isti do na
reskaliranje mjerne jedinice sile

fe-r)=x@)-f(r), 1>0. @)
Tada ocito vrijedi

f@) =x@)-f(1), >0,
1

K'(tl . t2) = K‘(l‘l) . K‘(l‘z).
Posljednja relacija je funkcionalna jednadzba za x koja ima jedinstveno rjeSenje uz
uvjet k(1) = 1. RjeSenje te jednadzbe je k(z) = t* za neko o € R, a dobije se
logaritmiranjem funkcionalne jednadzbe. Dakle,
F(mp,mp,r) =my -mp-r*-f(1),

gdje je f(1) konstanta. Time smo dobili opéi oblik zakona gravitacije, ali jo§ treba
odrediti ¢¢. Jedna od mogucih staza planeta je i kruZna staza (op. autora) za koju je
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centripetalna sila proporcionalna s =2, §to daje o = —2. Dakle,

muy - m
F(mA,mB,r):G~%,

gdje je G neka konstanta.

Napomena autora. Zahtjev (2) je kljuCan za oblik F o r*. Fizikalno znacenje
tog zahtjeva, u navedenoj formi, nije apriori jasno, ali gornji ra¢un pokazuje da je
za centralno simetri¢no gravitacijsko polje taj zahtjev ekvivalentan zahtjevu da je tok
gravitacijskog polja § gdS kroz sferu koja obuhvaca izvor konstantan, a to isto govori
1 Gaussov zakon gravitacije. U fizici polja jednadZba koja opisuje transport fizikalne
veli¢ine u vremenu i prostoru naziva se jednadZba kontinuiteta. U ovom slucaju ona
izrazava zakon odrZanja mase, a protok gravitacijskog polja kroz sferu koja obuhvaca
izvor polja moZemo interpretirati kao tok masenog polja kroz tu sferu.

Forma gravitacijske sile oblika F oc 1/r> je i posljedica dimenzije prostora i
Gaussovog zakona gravitacije jer je element povrsine sfere u R” proporcionalans #*~!.
U visim dimenzijama (n > 3) gravitacijska sila bi trebala imati formu F oc 1/r~!, ako
7elimo imati zakon odrZzanja mase. Formu gravitacijske sile oblika F = —a/r* + b/r’
proucavali su mnogi, ukljucujudéi i Newtona, a radeni su i modeli crnih rupa s dodatnim
¢lanom 1/7*. Od svih modela, jedino linearni model (F o r) i Newtonov (F o 1/r?)
imaju stabilne!® zatvorene orbite [1]. Dokaz te tvrdnje takoder se moze izvesti iz
dinamicke invarijantnosti Lagrangeove funkcije uz pomo¢ Noetherinog teorema [9].

3.3. Einsteinov princip ekvivalencije

U svom eseju Principle of Relativity and Gravitation, Einstein (1907) proSiruje
princip ekvivalencije s inercijalnih sustava na ekvivalenciju homogenog gravitacijskog
polja (unutar lifta) i jednoliko ubrzanog gibanja. To znaci da se efekt ubrzanja u sustavu
koji se ubrzano giba ne moZze razlikovati od gravitacije. Pustimo Einsteinu da govori:

Promatrajmo dva sustava u gibanju S; i S,. Sustav S; se jednoliko
ubrzava u smjeru x-osi s akceleracijom y. Sustav S, miruje u homogenom
gravitacijskom polju'® i svi objekti unutar S, doZivljavaju akceleraciju —y
u smjeru x-osi. Kao Sto znamo, zakoni fizike u sustavu S| ne razlikuju
se od zakona fizike u sustavu S,, Sto proizlazi iz cCinjenice da svi objekti
u S| doZivljavaju akceleraciju kao da su u gravitacijskom polju. Nemamo
razloga tvrditi, Sto se tice dosadasnjeg iskustva, da se sustavi S| i Sy po
bilo ¢emu razlikuju i stoga pretpostavljamo, u onome S§to slijedi, potpunu
fizicku ekvivalenciju (homogenog)'> gravitacijskog polja i odgovarajuceg
ubrzanja referentnog sustava.

U skracenoj formi:

U cijelom univerzumu i za sva vremena u dovoljno malom laboratoriju koji
slobodno pada svi zakoni prirode (osim zakona gravitacije) imaju isti oblik
kao u specijalnoj teoriji relativnosti. Drugim rije¢ima, sustav koji slobodno
pada je lokalno inercijalan.

13 Postoje zatvorene orbite i za F o< 1/r3, na primjer, ali je odredena pocetnim uvjetima i nije stabilna.
14 Laboratorij na povrini Zemlje (op. autora)
15 op. autora
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Primijenjeno na promatraca unutar lifta koji pada u polju sile teZe, on nece znati nalazi
li se u liftu koji pada ili u inercijalnom sustavu.

Lokalizirano gravitacijsko polje. Da gore reCeno bude razumljivije promatrajmo
gibanje materijalne tocke inercijalne mase m; u gravitacijskom polju sile teZe usmjerene
u negativnom smjeru z-osi odredene vertikalnom niti viska. Newtonova jednazba gibanja
je

d’z
Mg = M
gdje je m, gravitacijska masa, a g ubrzanje sile teZe. Zbog jednakosti inercijalne i
gravitacijske mase, moZemo ih izostaviti iz jednadZbe gibanja. Zanima nas jednaZba
gibanja u koordinatnom sustavu koji se giba u smjeru negativne z-osi akceleracijom
a. Ako ozna¢imo koordinatu materijalne to¢ke u tom ubrzanom sustavu sa 7' tada je
transformacija izmedu ta dva sustava

7 =z+ lat2, /=1,
2
a jednazba gibanja mase u ubrzanom sustavu
dZZ/
dr?
U slucaju da je a = g, tj. ubrzani sustav je sustav lifta koji slobodno pada u polju
sile teze, onda se Cestica ponaSa kao slobodna Cestica Cija je brzina gibanja odredena
sa svojom pocetnom vrijednoS¢u. Drugim rije¢ima, promatra¢ u ubrzanom sustavu
koji slobodno pada u homogenom gravitacijskom polju ne zna je li na njega djeluje
gravitacija ili ne. To zna¢i da gravitaciju moZemo shvatiti kao fiktivnu silu koja je
posljedica ubrzanja, a tijela u ubrzanom sustavu se ponasSaju kao da su pod utjecajem
gravitacije.

=a-—g.

Slika 7. Lift u polju sile teZe. Lijevo — miruje, covjek osjeca ubrzanje.
Desno — slobodno pada, covjek lebdi u besteZinskom stanju.

Ako skocim iz aviona i slobodno padam imam osjec¢aj da na mene ne djeluje sila. U
trenutku kontakta s tlom trenutacno se ukljuci ubrzanje iznosa g §to moZe biti pogubno
za moje kosti. Moj sustav se dalje giba s ubrzanjem g u smjeru z-osi. Osobe koje
Zive dijametralno suprotno na Zemlji nisu u istom homogenom gravitacijskom polju i
kao nemaju isto fiktivno ubrzanje. Apstraktno gledajudi, gravitacijsko polje bi se moglo
rekonstruirati iz mnostva lokaliziranih ubrzanih sustava u kojima se slobodna tijela gibaju
po pravcima. Drugim rije¢ima, raspored masa u univerzumu odreduje neku geometrijsku
strukturu koja je, lokalno gledajuci, euklidska ili struktura prostora Minkowskog, ovisno
o tome kako gledamo na brzinu §irenja svjetlosti.

Posljedica 6 poznata je u literaturi kao Newtonov princip ekvivalencije. Za razliku
od Einsteinovog principa ekvivalencije on govori o uniformnoj akceleracji kojom se
sustav giba, dok Einstein umjesto toga koristi lokalizirano gravitacijsko polje. U tom
smislu je Einsteinov princip specijalni slu¢aj Newtonovog. Da li je to zaista tako?
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Ako se radi o gravitaciji u Newtonovom kontekstu to je istina. Medutim, Einsteinov
princip ukljucuje i elektromagnetske pojave, a dodatno bi trebalo objasniti i Sto Einstein
misli pod inercijalnim sustavom. Za razliku od Einsteina, Newton pretpostavlja da su
svi dogadaji istovremeni Sto vodi na Galilejevu invarijantnost, dok Einsteinov princip
sinkronizacje satova vodi na Lorentzove transformacije.

Newton je koristio posljedicu 6 kako bi zakljucio da je sustav Urana i njegovih
satelita u odnosu na Sunce inercijalni sustav jer je gravitacijsko polje Sunca u okolini
Urana lokalno homogeno, a §to mu je trebalo kao motivacijski racun za formulu (1).
Newtonov princip je aproksimativan i jednostran, jer homogeno akceleracijsko polje
unosi inercijalnost u sustav, ali ne i obratno. Einsteinov princip, ako zanemarimo njegov
sadrzaj, Cini i obratno — poistovjecuje gibanje u inercijalnom sustavu s okvirom koji
slobodno pada. Einsteinov je princip, iskreno govoreci, totalno zbunjujuéi i neintuitivan
za one koji se ne bave astrofizikom.

Dilatacija vremena. Gravitacija usporava vrijeme. Sto to zna¢i? Ako imamo dva
sata na razli¢itim udaljenostima od Zemlje koja miruju na poloZajima X;,X; i ako s fi,
f> oznac¢imo frekvenciju satova'® onda je

% =14 5 (U) ~ U))

gdje U predstavlja potencijalnu energiju gravitacijskog polja (g = —VU). To ima
za posljedicu da sat na poloZaju jaceg gravitacijskog polja sporije otkucava. Na slici
8 prikazana su tri sata u gravitacijskom polju Zemlje. Sat koji je najblizi Zemlji je
najsporiji.

Slika 8. Dilatacija vremena. Vrijeme sporije teCe ako je sat pod utjecajem jace gravitacije.

Necemo ulaziti u matematicki formalizam ove Ccinjenice, samo ¢emo usporediti
metriku specijalne i opce teorije relativnosti:

2U

ds* = — (1 - —2) c*dr® + (dx)? (OTR)
C

ds’ = —c*di* + (dx)®.  (STR)

Ako je laboratorij malih dimenzija u gravitacijskom polju onda je U ~ const i izraz
1 —2U/c* =~ 1 §to je u skladu s principom ekvivalencije.

16 . u odnosu na neki treéi sat. Obi¢no se uzima idealizirani sat s dva paralelna ogledala na udaljenosti L za

koji je jedan otkucaj dt = 2L/c.
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3.4. Gravitacija i svjetlost

Recenice poput: “Gravitacija utjece na svjetlost” i “Ako je svjetlost oblik energije,
onda bi ona trebala biti privucena gravitacijom i njena brzina bi trebala ovisiti o
gravitaciji”, nemaju mnogo smisla u opcoj teoriji relativnosti. Ovako iskazane samo
dokazuju kako smo cijepljeni da na svijet gledamo kroz prizmu klasi¢ne mehanike i
euklidske geometrije.

U skladu s Einsteinovom teorijom takozvana gravitacija je fiktivna sila, koja je
posljedica na¢ina mjerenja prostora i vremena u pravokutnom euklidskom prostoru.
Prostorno-vremenski kontinuum je zakrivljen pseudoriemannov prostor s odredenom
vrstom ’lokalne’ metrike. Ako promatramo tijelo koje se slobodno giba u gravitacijskom
polju naSeg Sunca i njegovo gibanje opiSemo u terminima te promjenjive lokalne metrike
koju predlaZe Einstein, tijelo se giba po prirodnoj putanji zvanoj geodetska linija i to
bez utjecaja ikakve sile.

U tom lokalnom sustavu brzina svjetlosti je konstantna, dok promatra¢ koji ne koristi
taj lokalni sustav ve¢ opisuje svemir u euklidskom prostoru, tj. preracunava zakrivljene
koordinate u kartezijeve, brzina svjetlosti moZe varirati.

Ideja da postoji “utjecaj gravitacije na svjetlost” nije nova; sim Newton je, imajuci na
umu korpuskularnu teoriju svjetlosti, ve¢ spominjao tu ideju. Ona ima i eksperimentalnu
potvrdu koja se ocituje u prividnom pomaku udaljenih zvijezda kad njihovo svjetlo
prolazi kraj Sunca. Taj prividni pomak bi mogao nastati na nacin da se putanja svjetlosne
zrake savije u blizini Sunca, kao $to se savije prolaskom kroz opticku lecu.

Njemacki matematic¢ar Soldner (1803) je prvi izracunao kut skretanja u istoj vrijednos-
ti kao i Einstein uvazavajuci, naravno, korpuskularnu teoriju. Einstein (1911) izracunava
da bi svjetlosna zraka koja prolazi tik uz Sunce trebala biti privucena i doZivjeti skretanje
od 0.875” (lu¢nih) sekundi.

Radanje OTR. Nezadovoljan vlastitim racunom Einstein pokazuje svoju domisljatost
uvodeci posve nove koncepte u strukturu prostora i rada se opca teorija relativnosti. U
njegovom novom modelu ne radi se o utjecaju gravitacije na svjetlost nego o novom
na¢inu mjerenja udaljenosti u gravitacijskom polju. Prirodno gibanje slobodne cestice i
gibanje svjetlosti odvija se po tzv. geodetskim linijama koje imaju vecu zakrivljenost u
blizini velikih masa. Svjetlosna zraka koja prolazi blizu Sunca je zakrivljena, ne zbog
“privlacenja” od strane Sunca ve¢ zbog toga Sto Sunce zakrivljuje prostor oko sebe, a
time i putanju svjetlosti — utjecaj je dakle indirektan.

Cetiri godine kasnije (1915), oboruzan novim saznanjima, Einstein je ponovio radun
i dobio dvostruko vecéu vrijednost 1.75”. U to vrijeme Einstein i njegova teorija bili su
ismijavani od Engleza i Amerikanaca, vjerojatno zato Sto je bio njemacki drzavljanin,
a sve se odigrava u sjeni 1. svjetskog rata. Iznenadenje dolazi ve¢ 1919. kad je, za
vrijeme pomrc¢ine Sunca, Eddington, Englez iz Newtonovog sveudili§ta, eksperimentalno
potvrdio!” Einsteinov ra¢un. Medutim, potpunu afirmaciju opéa teorija relativnosti

17 Godine 1917. Eddington je pripremao s astronomom Dysonom ekspediciju na dananju Ekvatorijalnu Gvineju,

jer se pruzala dobra prilika za mjerenje zbog velikog broja zvijezda koje su se 29. svibnja 1919. trebale sakupiti
oko Sunca. Cak je bila odobrena i pozamagna svota novaca od strane britanske vlade. U to vrijeme rat je
jo§ uvijek bio neizvjesan, a postojala je i opasnost da Eddington bude regrutiran, iako je kao kveker traZio
izuzece zbog prigovora savjesti. Na kraju je britanska vlada ipak odobrila znanstveniku pacifisti da izbjegne ratne
vojne duznosti kako bi mogao provijeriti teoriju kreiranu od neprijateljskog znanstvenika. Osim Eddingtonovog
tima, Englezi su poslali jo§ jedan tim s istim zadatkom u mjesto Sobral na sjeveru Brazila. Prije Eddingtonove
ekspedicije bilo je nekoliko njih (ukupno 4), ali bez uspjeha zbog loSeg vremena.
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dobiva nakon detekcije gravitacijskih leca i gravitacijskih valova generiranih od dvojnih
zvijezda i pomaka spektralnih linija dalekih zvijezda prema crvenome dijelu spektra.

Eksperiment koji su Eddington i njegovi suradnici trebali provesti u suStini je
jednostavan. Za vrijeme pomrcine Sunca, Mjesec prekriva Suncev disk i otkriva polje
zvijezda oko njega koje su inace nevidljive zbog Suncevog bljestavila. Uz pomod
teleskopa, astronomi na fotografskim plo¢ama biljeZe poloZaj zvijezda i te se snimke
usporeduju sa slikama istih zvijezda koje su napravljene ranije na noénom nebu. Na
slici napravljenoj za vrijeme pomrcine, zvijezde Cija svjetlost doZivljava skretanje Cini
se pomaknuta od njenog pravog polozaja. Usporedba dviju Eddingtonovih fotografskih
ploca, ostale su bile neupotrebljive, s plo¢ama snimljenim na teleskopu u Oxfordu
prije ekspedicije dala je predvidive rezultate u skladu s opéom teprijom relativnosti
1.60” +0.31”. Ekspedicija iz Brazila imala je tehni¢kih poteSkoca zbog zagrijavanja
teleskopa i njihova mjerenja daju 1.98”+0.12". Ekspedicija 1922. u Australiji (Campbell
i Robert Trumpler) dobili su vrijednosti 1.72” 4 0.11”. Ponovljene ekspedicije (1929,
1936, 1947, 1952 i 1973) nisu dale neka poboljSana mjerenja iako je ova posljednja
imala uredaje visoke kvalitete. Moderna mjerenja bazirana na radio interferometrji,
vriena uz pomo¢ satelita Cassini daju vrijednosti koje odstupaju za 10~ od teorijskog
predvidanja [2].

Ono $to mi doZivljavamo kao otklon svjetlosne zrake pri prolasku kraj Sunca je
vizualizacija zakrivljenosti prostora u blizini mase Sunca. Za mjerenje “otklona” je
povoljno to $to zakrivljenost prostora slabi s udaljeno$¢u od Sunca. Posljedica toga je
da je daleko od Sunca geodetska linija po kojoj svjetlost putuje manje zakrivljena i mi je
aproksimiramo s pravcem. Drugim rije¢ima, odstupanje putanje svjetlosti od pravocrtne
linije je uocljivo samo u blizini Sunca (slika 9).

Sto se tice projekcije svjetlosne putanje koja dolazi od udaljene zvijezde na Zemlju,
njen pocetak i kraj moZemo smatrati, u projekciji i u originalu, jednakim. Jednostavan
racun koji objasnjava Einsteinovu vrijednost otklona od 1.748"” mozZe se naci u [10] i za
njegovo razumijevanje dovoljno je poznavanje diferencijalnog racuna.

Racun ’skretanja’ zrake u gravitacijskom polju. Jedan od nacina da se izracuna
kut zakretanja svjetlosne zrake pod utjecajem Sunca je taj da se odrede geodetske linije
u zakrivljenom prostoru-vremenu. To moZe biti mukotrpan posao jer treba rijeSiti skup
diferencijalnih jednadzbi

d*xP g dx" dx¥

dr? Wdr dr
gdje je T pravo vrijeme, tj. vrijeme u sustavu u kojem promatrac i njegov sat miruju na
odredenom poloZaju (ishodiStu).

Odredivanje simbola T‘ﬁv zahtijeva raCunanje metrickog tenzora g, Sto opet
zahtijeva rjeSavanje 10 parcijalnih diferencijalnih jednadZzbi zakrivljenosti R, = 0, koje
su povrh svega joS i nelinearne. Kroz desetak godina proucavanja takvih jednadZzbi
uspjeli bismo do¢i do egzaktnog rjeSenja.

3.4.1. Analiza dimenzija

Mahajan [5] u svojoj knjizi rjeSava mnoge fizikalne i tehnicke probleme uz pomoc¢
analize dimenzija prisutnih fizikalnih veli¢ina. Analiza daje odgovor do na neki faktor,
kojeg treba odrediti mjerenjem ili snalaZenjem na neki drugi nacin poznavajuci sloZenost
problema. Ta se procedura provodi u nekoliko koraka:

Matematicko-fizicki list, LXXI#I 1 (2022. — 2023.)



1. Odredivanje relevantnih parametara.

2. Odredivanje bezdimenzionalne grupe.

3. Formuliranje bezdimenzionalne tvrdnje u Sto generalnijem obliku.

4. SuZavanjem sloZenosti uz pomoc¢ fizikalnog znanja.

Objasnit ¢emo znacenje svakog od ovih koraka i primijeniti ga na na§ slucaj.

1) Odredivanje parametara. Skretanje svjetlosne zrake znaci da se zvijezda pomice
u svoj prividni polozaj, dok je stvarni polozZaj zaklonjen Suncem (gledano sa Zemlje).
Nas cilj je izraCunati kut 6 (v. sliku 9). Prema tome, 6 je jedna relevantna veli¢ina
koja nema fizikalnu dimenziju, njena dimenzija je dimenzija broja, tj. 1. Sljedece dvije
relevantne veli¢ine su masa Sunca m i gravitacijska konstanta G. Utjecaj gravitacije
Sunca zapravo dolazi kroz produkt Gm ¢&ija je dimenzija L*T~2. Kao §to smo ved ranije
komentirali, zakrivljenost prostora odnosno gravitacija slabi s udaljeno$¢u od Sunca,
a njen utjecaj na zraku je najveéi u poloZaju najbliZzem Suncu. Ima smisla uvesti i
parametar r koji mjeri najmanju udaljenost zrake od Sunca. Dakle, relevantni parametri
su:

6 1 kut
Gm L’T~? gravitacija
r L udaljenost zrake od Sunca
prividni_ _
polozaj Tt -l

oko

zvijezda svjetlost zvijezde

masa m

Slika 9. Prividno skretanje svjetlosne zrake pod utjecajem Sunca.

2) Odredivanje nezavisne bezdimenzionalne grupe parametara. Bezdimenzionalna
grupa parametara je produkt oblika g = p'¢’r', gdje su p,q,r parametri generatori
grupe, a r, s, t realni brojevi takvi da je g bezdimenzionalna veli¢ina. Grupa parametara
je nezavisna ako se jedna grupa ne moZe prikazati kao produkt drugih grupa ili njihovih
generatora.

U naSem slucaju jedna grupa je kut 6 jer je taj parametar bezdimenzionalan.
Najopcenitiji zakon vezan uz tu grupu je 6 = const. Taj je zakon apsurdan jer ako je
kut 6 uzrokovan gravitacijom on mora biti funkcija od Gm i r. Te dvije fizikalne
veli¢ine trebale bi uéi u drugu grupu parametara, ali zbog T~ u dimenziji od Gm, ta
dimenzija ne moZe biti kompenzirana s r.

Pitanje: Sto jo§ nedostaje?

Nedostaje josS jedna fizikalna veli¢ina, a to je brzina svjetlosti ¢ Cija je dimenzija
LT~!'. Novi relevantni parametri su:

6 1 kut

Gm [’T~? gravitacija
r L udaljenost zrake od Sunca
¢ LT~!'  brzina svjetlosti

a bezdimenzionalna grupa parametara je sada Gm/rc?*.
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Interpretacija grupe Gm/rc® je sljedeca. Fizikalna veli¢ina Gm sama za sebe ne
znaci je li gravitacija slaba ili jaka, tj. moZe li se zanemariti ili ne u odnosu na neku
drugu fizikalnu veli¢inu. Stoga je vaZno usporediti ju s nekom drugom fizikalnom
veli¢inom iste dimenzije, a to je ovdje rc?. Ta usporedba vodi na bezdimenzionalni
omjer Gm/rc?.

Pitanje: MoZe li se formirati joS neki par bezdimenzionalnih grupa?

MoZe. Na primjer, 8 i GmO/rc* takoder ¢ini skup nezavisnih bezdimenzionalnih
grupa. S matematickog glediSta svi parovi nezavisnih bezdimenzionalnih grupa su
ekvivalentni jer svaki par moZe generirati bilo kakvu kvantitativou tvrdnju o savijanju
zrake. Naime, ako je na$ cilj izraunati 6 i ako se on pojavljuje u svakoj grupi onda
¢emo iz svake kvantitativne tvrdnje, koja (do na faktor) izjednacava te dvije grupe, moci
implicitno izracunati 0. Iako je racun legitiman, mnogo je teZe razmisljati na taj nacin
i rjeSavati takvu jednadzbu nego kad se 6 pojavljuje samo na lijevoj strani.

Iz tog razloga, kod odabira nezavisne bezdimenzionalne grupe, ciljnu varijablu, to
je ovdje O, treba ostaviti samo u jednog grupi. Takvo grubo pravilo ne umanjuje nasu
slobodu u kreiranju grupa, ali uveliko olakSava na$ izbor.

Zadatak. Formirajte novu bezdimenzionalnu grupu koja nastaje mnoZenjem grupe
Gm/rc* s m./m., gdje je m. masa fotona. Grupirajte velitine dok se ne dobije fizikalna
interpretacija brojnika i nazivnika.

3) Formuliranje bezdimenzionalne tvrdnje. Treci korak je iskoristiti bezdimenzi-
onalne grupe i zapisati najopcenitiju tvrdnju o savijanju zrake. Oblik takve tvrdnje je:
g1 =1 (g2) §to u naSem slucaju vodi na jednadzbu

G
(%)

gdje je f realna funkcija realne varijable. Analiza dimenzija ne moZe dati oblik funkcije
f. To je zvan njenog dosega. Ono §to nam je donijela ta analiza je to da je kut O
funkcija od varijable Gm/rc?, a ne od Cetiri varijable (G,m, r,c), §to predstavlja veliko
pojednostavnjenje.

4) Suzavanje sloZenosti uz pomoc fizikalnog znanja. Fizikalna intuicija o gravitaciji
nam sugerira da povecavanje mase m povecava i kut otklona 8 $to upucuje na monotonost
od f. Ne treba iskljuciti niti antigravitaciju, tj. kad masa odbija zraku. U tom slucaju
kut 0 bi bio negativan, $to iskljuCuje sve parne funkcije. Najjednostavnija funkcija koja
udovoljava ovim zahtjevima je

Gm
0=a—, a>0,
rc

ili, grubo govoreéi, kut skretanja zrake proporcionalan je s m/r jer su G i ¢
nepromjenjive veli¢ine. Razne teorije daju razlicite vrijednosti za faktor o. Vrijednost
faktora o = 2 daje otklon za Newtonovu gravitaciju ra¢unajudi trajektoriju materijalne
Cestice koja prolazi blizu Sunca brzinom svjetlosti. Vrijednost o = 4 daje odgovor za
slucaj opce teorije relativnosti [2] i potvrdena je Eddingtonovim i drugim mjerenjima.
Dakle,

Gm 1 (usputna pretpostavka)

2 (Newtonova gravitacija)

b=z wionova gravitacija)
4 (opca teorija relativnosti).

Pitanje: Koliko su veliki ti kutovi i mogu li se eksperimentalno mjeriti?
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Izra¢unajmo prvo kut otklona za ako zraka prolazi tik uz Zemlju (o = 1).
G MZemlja
6.7-107" kg™ m’s7% . 6-10** kg
6.4-10° m - 10" m’s~?

2

Ozemlja ~ ~0.7-107° (radijana).

Rzemlja c

Teleskop dijametra D u stanju je razlikovati kutove koji nisu manji od A /D, gdje je A
valna duljina svjetlosti. Za dobivenu vrijednost Bzemija dijametar lece teleskopa trebao
bi biti u promjeru bar 700 metara:

A 0.5-10°¢
ezemlja 0.7-10—°

Najvedi teleskopi imaju lece dijametra oko 1 m; najveci zrcalni teleskopi imaju zrcala
oko 10 metara, §to znaci da gore izraCunato skretanje zrake pri prolasku kraj planete
Zemlje nije mogude detektirati'®.

D m~ 700 m.

Druga je mogucnost traZiti jaci izvor gravitacije, a to je Sunce. Kako je kut skretanja
proporcionalan s m/r onda je

OSunce o MSunce <RSunce
GZemlja Mzemlja

a najmanja leca koja bi bila u stanju dektektirati gy, trebala bi biti oko 25 cm ili

10 in (in¢a) u promjeru. Eddington je imao 13-in¢ne leée Sto je veée od 33 cm.

—1
~ 3000,
RZemlja)

U pocetku je Einstein (1911) bio uvjeren da ¢e opca teorija relativnosti dati vrijednost
kao i Newtonova, a to je 4.27° radijana ili 0.87":

07-10%rad - 2 - 3000 ~ 4.2-107° rad.
——
Ozemija Newton Osunce / Bzemija

Eddingtom je izmjerio dvostruku vrijednost §to se poklapalo s drugim po redu
Einsteinovim izraCunom (1915).
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