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AN ARTICLE ON THE SPECIAL
MULTINOMIAL COEFFICIENTS

SAZETAK: U &lanku "Prilog o specijalnim multinomnim koeficijentima' obradeno je
jedno od mogucéih prosirenja Pascalovog trokuta, odnosno prikazane su tablice koeficijenata
koji se javljaju pri potenciranju polinoma oblika 1 + x +x* + ... +x".

Pri tom je dana i formula za izraCunavanje trinomnih koeficijenata kao i neke
zanimljive relacije izmedu koeficijenata.
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ABSTRACT: In the Article on the Special Multinomial Coefficients we have dealt
with one of the possible extensions of Pascal's triangle, that is, we have shown coefficient
tables of those coefficients which occur when raising to a power the polynomials of the
following form: 1 +x + x> + ... +x™.

The formula for calculating the trinomial coefficients has also been provided as well
as some interesting relations between the coefficients.
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1. UVOD

Pri potenciranju binoma (a+b)" sluzimo se binomnim koeficijentima. Opéenito:

)" = ny oy n n—lb n n—2b2 n b7 1
(a+)—0a+1a +2a +-~-+n (1)

Oni se mogu izracunati prema definiciji, a mogu se generirati s pomocu tablice koefi-
cijenata, tzv. Pascalovog trokuta. Shemu toga trokuta mozemo prikazati ovako:

Tablica 1. Binomni koeficijenti

4 5 6 .. |

2 3

r=0 11 1 11

r=1 12 3 4 5 6

=2 1 3 +6 10 15 .. |
=3 1 +4 3=10 20 ... |
=4 15 15 .. |
=5 16 .. |
l =6 l

Ocito je da je broj koeficijenata u pojedinom stupcu jednak n+1, da je zbroj koeficije-
nata u pojedinim stupcu potencija broja 2 (= 2"), kao i to da se binom (a+b) moZe pisati kao
a(1+x), Sto daje ideju za proSirenje na viSeclani izraz.
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2. PROSIRENJE

Izraz 1+x moZemo proSiriti na viSe nacina, a ovdje ¢e to biti u€injeno ¢lanovima koji
¢ine geometrijski red, tj. kao
T+x+x"+...+x™.

Pri potenciranju takvoga specijalnog polinoma (multinoma s p=m+1 ¢lanova)

Ttxt-tx™ =" 4" A8 IR mn 2
I+ x+ +x)—0p+1p-x+2p-x+ +mnp-x (2)

mogu se (analogno kao i pri potenciranju binoma) koristiti tablice specijalnih multinomnih
koeficijenata, a moze se koristiti i definicijska formula. Ti koeficijenti ¢e u okviru ovoga
rada biti napisani (za razliku od binomnih koeficijenata) u uglatoj zagradi uz indeks koji
oznacuje broj ¢lanova u geometrijskom redu. Binarni koeficijenti tako imaju dvojaku ozna-
ku:

Tablice ovih koeficijenata za pojedine vrijednosti veli¢ine p mogu se pisati na odgo-
varajuci nac¢in kao 1 kod binomnih koeficijenata. Pojedini se koeficijenti u r-tom retku do-
bivaju kao zbroj od p koeficijenata iz prethodnog stupca tablice - u redcima s oznakom r-m,
r-m+1, ..., r. Naravno, broj koeficijenata u takvom zbroju je u prvih m-1 redaka manji, jer
ne postoji prethodnih m redaka!

Broj koeficijenata (#0) je u svakom stupcu jednak mmn+1, a zbroj n-tog stupca je
p"=(m+1)". U binomnom koeficijentu, s oznakama n i r, r mozZe poprimiti vrijednosti od 0

do n, tj. n+1 vrijednost (n,r € []). U odgovarajuéem multinomnom koeficijentu r moze
poprimiti vrijednosti od 0 do mn, dakle mn+1 vrijednost (n,r € [1).

Takoder je:
mxn n
ZH =p" (3)
r=0 r p

Dva primjera tablica multinomnih koeficijenata navedena su u tockama 3 1 4.
Svakako da je izazov pronadi jednostavne izraze koji bi vrijedili za koeficijente oblika

ol Pl
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Isto tako traZi se i koeficijent koji bi obuhvatio sve te koeficijente, tj. za bilo koje vri-
jednosti za p, g1~ ukljuéive onu kad p — @, Dakle za:

o, L

lzraz za prvi od ova Cetiriju koeficijenata se nalazi u sljedeto) tofki (o rinomnim koe-
ficijentima) kao fornmila (5), a posljednji je naveden u dodatkn kao formula | 6).

3. TRINOMNI KOEFICLJENTI

Latrinom {]+x+x2}”— . + . . " -;:2+---+ i -;:2" i4)
i 1 2 2n

odgovarauéi "trokut" trinomnih koeficijenata izgleda ovako:

Tablica 2. Trinomni koeficijenti

n= 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 ‘
fee 101 1 1 1 1 1 1 1 1
el 1 2 3 4 5 6 7 88— 9
pe 1 3 6 10 15 21 28 36 45
ped 207 16 30 50 77 2 L.
red l—6 19 45 90 16l
. s 3016 51— 126 ..
LL— 16 110 45 141 :

B o o o o o e o o ]

Prva su dva retka tablice wentifna redcima u tablici binonmih koeficijenata, a poje-
dini koeficijent u r-tom retku jednak je sumi triju koeficijenata iz prethodnoga stupca u
redcima ~2, <11 r

Koeficijenti potrebni pri potenciranju trinoma (1 + x + x*)*, njih 2n+1, nalaze se u od-
govarajuéem m-tom stupcu tablice. Zbrojevi pojedinih stupaca su nuZno potencije broja 3
(= 3%), m=2, ap-3,

Sviki takav koeficijent mode se izralunati i iz sljedede relacije kao zbro] produkata u
njoj navedenih binomnih koeficijenata. Donja granica gelobronih vrijednosti za ¢ je nula, a
gornja /2 odnosno INT(#/2).

Y

1=}
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4. KOEFICIJENTI ZA P =4,5, ...

Za &etverodlani izraz (1+x+x* +x°)" odgovarajuéi ‘trokut’ specijalnih multinomnih
koeficijenata izgleda ovako:

Tablica 3. Koeficijenti za p= 4

n=0 1 2 3 4 5 6
' =0 11 1 1 1 !
=1 0 1 +2 3 4 5 6
' =2 0 1 +3 6 10 +15 21 !
L 1=3 0 1 +4 10 20 435 56
| =4 0 0 +3 =12 31 +65 120 :
=5 0 0 2 12 40 +101 =216
' 1=6 0 0 1 10 44 135 336 \
=7 0 0 0 40 155 456
=8 0 0 0 331 155 546

Ovdje je pojedini koeficijent u r-tom retku jednak zbroju Cetiriju koeficijenata iz pret-
hodnog stupca u redcima r-3, r-2, r-1 i r. Broj koeficijenata razli¢itih od nule u pojedinom
stupcu je 3n+1, a zbrojevi pojedinih stupaca iznose 4”.

U ostalim trokutima polinomnih koeficijenata (za p =5, 6, 7, ...) izracunali bi se koe-
ficijenti na analogan nacin, a isto tako i za multinom u kojem p — oo. Ova posljednja
tablica koeficijenata imala bi svoje znacenje u potenciranju beskonacnih konvergentnih
redova.
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5. DODATAK

Istrazujuéi zakonitosti dolazi se do mnogih zanimljivih relacija, stoga se neke od njih
navode ovdje.

Za koeficijente iz prvih dvaju redaka svih tablica (=0 i r=1) ocito je

n n
=1 =n
p p
Za tre¢i redak u svima tablicama (#=2) u kojima je p>2 vrijedi:
2 p>2 2
Za cetvrti redak u svima tablicama u kojima je p>3 vrijedi:
3 >3 3
Opcenito za r-ti redak u tablicama uz uvjet da je p>r
{n} 3 (n +r— lj
"] sy r

Ove se formule mogu primijeniti za izraCunavanje prvih r+1 koeficijenata. Ako je p
vrlo velik (p—), tada prethodna formula vrijedi u svakom slucaju (za svaki r).

n n+r—1
{ } ) ( j ©
r r

p—>o
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Zanimljive su i relacije:
(7] B nJ
12], (2
(7] n+ lj (n}
= +
1315 3 2
(1] n+2 n+1 n
= + +
141, 4 3 2

koje se mogu prikazati i u obliku kao i mnoge druge, no to moze biti predmetom daljnjeg
istraZivanja.

12
n+lj {n
= +
3 3 3 2 5
(1 n+2J {n}
= +
_4_4 4 3 3

6. ZAKLJUCAK

Ovaj rad pokazuje da su 1 na jednostavnim i dosta proradenim podru¢jima moguca
daljnja istrazivanja i zanimljivi rezultati kao $to su to tablice 1 i 2, te formule (5) i (6).
Autor je do ovih tablica multinomnih koeficijenata dosao kao student u sk. g. 1957./58. na
poticaj prof. dr. Vladimira Vraniéa (tada profesora Tehnic¢kog 1 Prirodoslovno-
matematickog fakulteta), ali je pric¢ekao mirovinu da ih dopuni ponekom formulom za
izraCunavanje i da ih objavi u Casu kad mu publiciranje clanka ne ¢ini obvezu veé
zadovoljstvo.



