Generalizacija jedne geometrijske nejednakosti

Sefket Arslanagic', Daniela Zubovié

Na VI. Medunarodnoj matematickoj olimpijadi (IMO) koja je odrzana 1964. godine
u Moskvi, na kojoj je sudjelovalo devet drzava: SSSR, DDR, Cehoslovacka, Poljska,
Madarska, Rumunjska, Bugarska, Jugoslavija i Mongolija, natjecateljima je bio postavljen
zadatak:

Ako su a, b i c duljine stranica trokuta, dokazati da je
a:(h Fc—a)H /73((‘ ta—>b)+ (':(:u b —c) < 3abc, (1)

gdje jednakost vrjedi ako i samo ako je a = b = c, tj. ako i samo ako je trokut
Jjednakostranicni.

Nije tesko provjeriti da se nejednakost (1) moZe napisati i u ekvivalentnom obliku
abc > (a+b+c—2a)(la+b+c—2b)(a+b+c—2c). (2)
U [2] je dan dokaz nejednakosti (2), tj. nejednakosti (1) u kome se koristi supstitucija:
a=y+z, b=z4+x, c=x+y, x vy, z>0,

a odavde

b+c—a c+a—>b a+b—c
= O = 0 = 0.
5 >0, y 5 >0, z 3 >
Nakon ovih zamjena iz nejednakosti (2) nakon nekoliko transformacija dobivamo
nejednakost

x(y —2)* +y(z —x)* +z(x —y)* >0,
koja vrijedi s jednakoS¢u ako i samo ako je x =y =z <= a=b=c.
Dat ¢emo jo$ jedan dokaz nejednakosti (1).

Dolkaz. S obzirom da je nejednakost koju treba dokazati simetri¢na, moZemo, ne
smanjujuci opdenitost, pretpostaviti da je a > b > ¢. Tada redom vrijede sljedece
ekvivalencije:

a(b+c—a)+b*(c+a—b)+c*a+b—c)<3abe

abc — a*b — a*c + a + abc — b*c — b*a+ b +abc— fa— b+ >0
ala—b)(la—c)+bb— )(b—a)+c(c—a)(c—b)>0
a(a—b)(a—c)+(b—c)(’ —c?+ac) >0
ala—b)(a—c)+(b— )[(b )(b+6)*a(b*6)]>0
ala—b)la—c)+ (b— )2(b+c—a)>0

a ova nejednakost, zbog a > b > c i b+ c—a > 0, vrijedi. Ovime je nejednakost (1)
dokazana.

IIMM

Sada ¢emo dati jedno poopcenje nejednakosti (2), tj. (1) za n-terokut kod kojeg je
zbroj svih (n — 1) stranica veéi od produkta preostalih stranica i broja (n — 2), gdje je
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n € N i n > 3, tj. dokazat ¢emo da vrijedi ova nejednakost:

Hai><;ai (n—1)a )(Za (n—1)a ) (Za (n—1)a ),(3)

gdje su a;, i=1,2,...,n, n € N, n > 3 pozitivni realni brojevi takvi da je zbroj svih
tih brojeva veéi od produkta tog broja i broja (n — 1).

Pri tome jednakost u (3) vrijedi ako i samo ako je @) =ax = ... = a,.
Npr. za n = 3, nejednakost (3) glasi
ajmaz > (a1 + ax + az — 2a1) (a1 + ax + a3 — 2a2)(a; + ax + a3 — 2a3),
a za n = 4, nejednakost (3) glasi
aazazas > (a1 + az + a3 + ag — 3a1) (a1 + ax + as + a4 — 3az)
(a1 +ax+ a3+ as —3a3) (a1 + az + as + as — 3as).

Za dokaz ovih nejednakosti koristit ¢emo poznatu nejednakost izmedu aritmeticke i
geometrijske sredine n pozitivnih brojeva. Evo tih dokaza:

1° Za n =3 neka je:
xX=a;+a; +az—2a; >0,
y=ai+a+a3—2a; >0,
z=a+a+az—2a3 > 0.

Imamo
+z X+z X+
al—yT>\/y_Z7 @ =— Z WXz, a3 = 2y>\/xy
Sada je
aaraz = xyz,
tj.

ajaaz = (a1 + az + a3 — 2a)) (a1 + ax + a3 — 2a) (@1 + az + a3 — 2a3).
Znak jednakosti vrijedi ako i samo ako je x =y =12, tj. aj = a; = a3.

Ovim su nejednakosti (2) 1 (1) dokazane.

29 Za n =4 neka je:
X =a;+a;+as+as —3a; >0,
y=a +a+az+as—3a, >0,
Z=ay +ax+ a3+ as —3az > 0,
u=ay+a,+as+as— 3as > 0.

Imamo
_y+§+u>,3/yzu, as x—l—;—i—u/ 3/ xzu
as:’#> 35y, a4ZX+§+z>3TyZ’
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a odavde dobivamo
a\arazas = Xyzu,

4 4 4 4
a\arazay, > (Z a; — 3a1> (Z a; — 3a2> (Z a; — 3a3> (Z a; — 3a4> .
i=1 i=1

i=1 i=1
Shodno ovim dokazima za n = 3 i n = 4, dat ¢emo dokaz za op¢i slucaj, tj. za bilo
koji n € N.

tj.

Stavimo:
Za, (n—1)a; >0,
Za, (n—1)ay >0,
n
xn:Za, (n—1a, > 0.
i=1
Sada je
X2 +x34+ ...+ x
a) = 2 n2”71XQ'X3-...-xn,
n—1
X1 +x34+...+x, nel
ay; = = X1 X3 ... Xy,
n—1
X1 +x+x4+4+...+x _
asz = n— 1 "2”\1/x1-x2-x4-...-x,1,

X1+x2+ ...+ x-1
a, =

> "X X
n—1
Nakon mnoZenja gornjih nejednakosti, dobivamo:
alaz---ay = X1X2* - Xy,
tj.
Hai2<2ai (n—1a ) (Za, (n—1Da )m..'(Zai(nl)an).
i=1 i=1 i=1

Ovime je nejednakost (3) dokazana. Jednakost vrijedi ako i samo ako je
X] =X = ... = Xy, tj. ako i samo ako je a; = a; = ... = a,, odnosno kada
je n-terokut pravilni.
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