11. Europska matematicka olimpijada za djevojke, 2022. g. I

Ove godine odrzana je 11. Europska mate-

ﬂ@b maticka olimpijada za djevojke od 6. do 12.
travnja u Egeru, Madarska. Na temelju rezultata

WA @ EGMO DrZzavnog natjecanja iz matematike odrZanog 11.
svibnja 2021. godine odrzana je 12. veljace 2022.

godine 3. Hrvatska matematicka olimpijada za
djevojke (HMOD), na koju je pozvana 21 ucenica.

Natjecanje je odrZzano na Fakultetu elektrotehnike i raCunarstva u Zagrebu.
Najuspjesnije ucenice koje su predstavljale Republiku Hrvatsku na HMOD su:
Stella Colo, 3. 1., Gimnazija Franje Petri¢a, Zadar
Lana Mileni, 1. r., Gimnazija Andrije Mohorovici¢a, Rijeka
Petra Grubisic, 2. r., Gimnazija Antuna Vrancica, Sibenik
Barbara Kelava, 2. r., Prva gimnazija VaraZdina, Varazdin.

Samo natjecanje na European Girls’ Mathematical Olympiad (EGMO) odrzavalo se
8.19. travnja 2022.

Na ovoj Europskoj matemati¢koj olimpijadi za djevojke od nasSih je Stella osvojila
srebrnu, a Lana, Petra i Barbara dobile su pohvalu. Pregled svih rezultata moZe se
vidjeti na adresi:

https://www.egmo.org/registration/2022/person?template=scoreboard

Ucenice su, osim njihovih mentora u $koli, u okviru sluzbenih priprema, pripremali
njihovi voditelji Katja Varjaci¢ i Ivan Novak.

Iduce godine 12. Europska matematicka olimpijada za djevojke ¢e se odrzavati u
Portorozu, Slovenija.

Ivan Novak
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Zadatci

Prvi dan, petak, 8. travnja 2022.

Zadatak 1. Neka ja ABC Siljastokutan trokut u kojem vrijedi |BC| < |AB| i
|BC| < |CA|. Totka P lezi na duzini AB i tocka Q lezi na duzini AC tako da je
P#B, Q+#C i |BQ| =|BC| =|CP|. Neka je T srediste kruZnice opisane trokutu
APQ, H ortocentar trokuta ABC, i S tocka presjeka pravaca BQ i CP. Dokazi da su
tocke T, H i S kolinearne.

Zadatak 2. Neka je N = {1,2,3,...} skup prirodnih brojeva. Odredi sve funkcije
f N — N takve da su za sve prirodne brojeve a i b zadovoljena sljedeca dva uvjeta:

1) f(ab) =f(a)f (b), i
2) barem dva broja medu brojevima f (a), f(b) i f(a+ b) su jednaki.

Zadatak 3. Za beskonacan niz prirodnih brojeva a;, ay,... kaZemo da je dobar
ako su zadovoljena sljedeca dva uvjeta:

1) a; je kvadrat cijelog broja, i
2) za svaki prirodan broj n > 2, a, je najmanji prirodan broj takav da je
nay+(n—Dax+ ...+ 2a,-1 + a,
kvadrat cijelog broja.

Dokazi da za svaki dobar niz a;, ap,... postoji prirodan broj k takav da vrijedi
a, = a; za svaki prirodan broj n > k.

Drugi dan, subota, 9. travnja 2022.

Zadatak 4. Neka je n > 2 prirodan broj. Odredi najveci prirodan broj N za koji
postoji N + 1 realnih brojeva ag, ay,...,ay takvih da je

1
1) ay+a=—-,1
n

2) (ar + ax—1)(ax + axp1) = ar—1 —arp za 1 <k <N —1.

Zadatak 5. Za sve prirodne brojeve n, k neka je f(n,2k) broj na¢ina na koje
je n x 2k plocu moguée potpuno prekriti s nk domina veli¢ine 2 x 1. (Na primjer,
f(2,2) =21 f(3,2) =3.) Odredi sve prirodne brojeve n takve da za svaki prirodan
broj k vrijedi da je broj f (n,2k) neparan.

Zadatak 6. Neka je ABCD tetivni Cetverokut i neka je O srediSte njemu opisane
kruznice. Simetrale unutarnjih kutova kod vrhova A i B sijeku se u X, simetrale
unutarnjih kutova kod vrhova B i C sijeku se u Y, simetrale unutarnjih kutova kod
vrhova C i D sijeku se u Z, i simetrale unutarnjih kutova kod vrhova D i1 A sijeku se
u W. Nadalje, neka je P tocka presjeka pravaca AC i BD. Pretpostavimo da su sve
tocke X, Y, Z, W, O i P medusobno razli¢ite. DokaZzi da tocke O, X, Y, Z i1 W leze
na istoj kruZnici ako i amo ako tocke P, X, Y, Z W leZe na istoj kruZnici.

Vrijeme pisanja svaki dan 4 sata i 30 minuta.

Svaki zadatak vrijedi 7 bodova.
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