Struc¢ni rad 187

Professional paper UDK 539.414
https://doi.org/10.32762/2r.25.1.12

EKSPERIMENTALNA VALIDACIJA TEORIJSKIH
PREDIKCIJA ZA IZVIJANJE VITKIH STAPOVA

EXPERIMENTAL VALIDATION OF THEORETICAL
PREDICTIONS FOR BUCKLING OF SLENDER RODS

Leo Skec’, Nikola Suput’, Nina Ceh’

Sazetak

Izrazi za Eulerovu kriticnu silu pri kojoj dolazi do izvijanja ravnih vitkih Stapova
mogu se dobiti rjeSavanjem diferencijalne jednadzbe elasticne linije nosacda uz
pretpostavku malih pomaka i rotacija. Obzirom da se takvim postupkom ne moZe
odrediti elasticnu liniju nosaca nakon $to nastupi izvijanje, u ovom radu je koristena
geometrijski nelinearna teorija za odredivanje ravnoteZnih oblika Stapa u post-
kriticnoj fazi s pripadajué¢im osnim opterecenjem. Za potrebe verifikacije teorijskih
predikcija napravljena su dva eksperimenta izvijanja vitkog fleksibilnog $tapa uz
opticko mjerenje pomaka Stapa. Eksperimenti su pokazali da teorijski model moze
vrlo tocno predvidjeti deformirani oblik stapa i odgovarajucu vrijednost osne sile.

Kljuéne rijeci: izvijanje, kriti¢na sila, elasticna linija nosaca, post-kriticno ponasanje

Abstract

Expressions for the Euler’s critical load at which buckling of straight slender rods
occurs can be derived by solving the differential equation of the elastic curve of the
beam under the assumption of small displacements and rotations. As this procedure
does not allow one to obtain the elastic curve of the rod after buckling takes place, in
this work geometrically nonlinear theory is used for determining equilibrium states
in the post-critical phase with the corresponding axial load. In order to verify the
theoretical predictions, two experiments of buckling of a slender flexible rod were
performed with optical measurements of rod’s displacements. Experiments have
shown that the theoretical model can very accurately predict the deformed shape of
the rod and the corresponding value of the axial load.
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1. Uvod

[zvijanje je pojava gubitka stabilnosti ravnog Stapa opterecenog osnom
tla¢nom silom. Ukoliko neka sila nadmasi grani¢nu vrijednost do koje je
ravan oblik ravnoteze Stapa stabilan, dolazi do gubitka stabilnosti Stapa te
nastupa izvijanje. Ta se grani¢na vrijednost naziva Eulerova kriti¢na sila i
oznacava se oznakom F),. Gubitak stabilnosti uzrokovan izvijanjem najceSc¢a
je pojava kod vitkih stupova te Stapova koji mogu biti dio reSetkastih
konstrukcija, a zanimljivo je da se moZe pojaviti i kod Zeljeznickih tra¢nica
uslijed sprijecenih temperaturnih deformacija. Izvijanje u pravilu nastupa
prije teorijskih predikcija zbog ekscentri¢nosti osnog opterecenja, kao i
zbog pocetne zakrivljenosti i nehomogenosti Stapa. Aksijalno opterecenje
na koncu moze uzrokovati lom Stapa zbog povecanja momenta savijanja
uslijed krivljenja osi Stapa. Pri tom stanju, relativno mala opterecenja
koja bi inacCe zadovoljavala uvjet ¢vrstoe mogu prouzroliti gubitak
stabilnosti dijelova konstrukcija. Vrijednost kriticne sile pri kojoj dolazi
do izvijanja Stapa ovisi o njegovoj vitkosti, materijalu od kojeg je nacinjen,
geometrijskim osobinama te nacinu oslanjanja njegovih krajeva.

Teorija koja dovodi do izraza za kriti¢nu silu je geometrijski linearna,
Sto znaci da je bazirana na pretpostavci da su pomaci i zaokreti poprecnih
presjeka Stapa relativno mali u odnosu na dimenzije Stapa. Osim Sto takva
pretpostavka ima smisla jer je u teoriji netom prije izvijanja Stap savrseno
ravan, pa Ce i izvijanje nastupiti pri vrlo malim pomacima i rotacijama, na
taj se nacin izvod za kriti¢nu silu znacajno pojednostavljuje s matematickog
aspekta. Medutim, takav pristup nije u stanju dati toCno rjeSenje za
deformiranu (elasti¢nu) liniju nosaca nakon Sto nastupi gubitak stabilnosti.
To je moguce koriste¢i geometrijski nelinearnu teoriju koja u obzir uzima
velike pomake i rotacije, $to ¢e biti pokazano u ovom radu. Takva teorija,
uz to, pokazuje da se nakon izvijanja Stap nastavlja deformirati jedino uz
daljnje povecanje sile iznad kriti¢ne vrijednosti [1,2,3].

U ovom radu ¢e najprije biti izvedeni Eulerovi izrazi za kriticnu silu po
geometrijski linearnoj teoriji za slucaj Stapa zglobno oslonjenog na oba
kraja te konzolnog Stapa (upet na jednom, slobodan na drugom kraju).
Za ta dva nacina oslanjanja ¢e se potom pokazati analiza po geometrijski
nelinearnoj teoriji koja u obzir uzima velike pomake i rotacije te na
koncu daje izraze za odredivanje elasti¢ne linije nosaca i osnu silu u post-
kriticnoj fazi. Uslijedit ¢e prikaz eksperimentalnog istrazivanja koje je
provedeno s ciljem validacije teorijskih rjeSenja te ¢e se nakon usporedbe
eksperimenata i teorije dati zakljucci i smjernice za daljnji rad.
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2. Geometrijski linearna analiza izvijanja

Leonhard Euler je 1774. godine prvi izveo izraz za kriti¢nu silu i dokazao
ovisnost vrijednosti kriticne sile o na¢inu na koji su uc¢vrsceni krajevi Stapa.
Ovdje ¢emo ukratko pokazati izvod izraza za kriti¢nu silu za Stap zglobno
oslonjen na oba kraja te konzolni Stap, dok se analogni izrazi za ostale nacine
oslanjanja (upeto-upeto i upeto-zglobno) mogu pronaci u [1].

Ukoliko je osna tla¢na sila F koja djeluje na Stap manje vrijednosti
od kriticne sile F,,, Stap ¢e zadrZati svoj ravni oblik. U trenutku kada sila
F dosegne vrijednost F,,, do¢i ¢e do gubitka stabilne ravnoteZe Stapa i
prijelaza iz ravnog u izvijeni (zakrivljeni) oblik (Slika 1). Prilikom analize
izvijenog Stapa zanemarujemo osno skracenje uzrokovano tlacnom silom
te pretpostavljamo da duljina Stapa neovisno o veliCini sile uvijek iznosi [.

F k— F = Fyy
— () - ) — — - >
X

ol

Slika 1. Deformirani oblika zglobno oslonjenog stapa prilikom izvijanja

U presjeku Stapa na nekoj udaljenosti x od lijevog oslonca pojavljuje se
moment savijanja M(x) = F w(x), gdje je w(x) progib $tapa na koordinati
x. Po geometrijski linearnoj teoriji, koja pretpostavlja da su pomaci i
rotacije konstrukcijskog elementa relativno mali obzirom na njegove
dimenzije, diferencijalna jednadZba elasticne linije nosaca za ovaj slucaj
daje

d*w Fw

- = 1
dxz EImin ( )

gdje je E modul elasti¢nosti materijala, a I,,;,, minimalni moment povrsine
Il reda poprecnog presjeka Stapa. Naime, izvijanje Stapa dogada se oko osi
koja daje minimalnu krutost na savijanje EI,,;,. Uvodenjem supstitucije

a2 =~ (2)
EImin

jednadzba (1) postaje homogena diferencijalna jednadzba 2. reda s
konstantnim Koeficijentima
d*w

W+QZW:0 (3)
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Opce rjeSenje ove jednadZzbe w(x) = Asinax + Bcosax se uz
koristenje rubnih uvjeta w(0) = 01 w(l) = 0 moZe reducirati na

nm

wx)=A sinTx (4)
gdje je a = nr/l (n = 1,2,3, ... ). Ovakav izraz vrijedi samo za A # 0 jer za
A = 0 dobivamo trivijalno rjeSenje w(x) = 0, kod kojega Stap ostaje ravan,
odnosno ne dolazi do izvijanja. Iz jednadzbe (2) zan = 1ia = m/l, dobivamo
najmanju vrijednost sile pri kojoj moZe doc¢i do izvijanja Stapa, odnosno
kriti¢nu silu

TL'ZEImin

Fi = )

Zan = 1, jednadzba (4) postaje

wkx)=A4 sin%x (6)

od kuda se moZze pokazati da ¢e elasti¢na linija nosaca prilikom izvijanja
imati oblik jednog poluvala sinusoide izmedu zglobnih oslonaca. Medutim,
bez konstante A nije moguce odrediti vrijednosti progiba w(x) prilikom
izvijanja. Izraz (6) vrijedi za bilo koju vrijednost konstante A (pri ¢emu je
A # 0) pa se u teoriji, nakon Sto sila u Stapu dosegne kriti¢nu vrijednost,
progib Stapa moze neograniceno povecavati u bilo kojem smjeru (dopusteni
su i negativni progibi). Sve vrijednosti progiba w(x) # 0 odgovaraju sili Fy,,
¢ime problem postaje neodreden.

U praksi takav nedostatak ovog izvoda ne predstavlja problem jer
je kod projektiranja tlacnih Stapova klju¢no osigurati da do izvijanja
ne dode, odnosno da je sila u Stapu uvijek manja od kriticne. Drugim
rijecima, kakvog ¢e toc¢no oblika biti Stap ukoliko do izvijanja dode, nije
od prakti¢nog interesa. U ovom radu zanima nas upravo tzv. post-kriticno
ponasanje Stapova prilikom izvijanja. Ukoliko se ukloni pretpostavka malih
pomaka i rotacija, moguce je to¢no odrediti elasti¢nu liniju nosaca, Sto ¢e
biti prikazano u sljede¢em poglavlju.

Uz Stap zglobno oslonjen na oba kraja, u ovom radu proucit ¢emo jos i
slucaj kada je Stap na jednom kraju upet, a na drugom slobodan (konzolni
Stap). Bududi da se zaokret poprecnog presjeka moze izraziti kao prva
derivacija progiba, koriste¢i jednadzbu (6) moze se pokazati da je kut
zaokreta na sredini Stapa koji je zglobno oslonjen na oba kraja jednak
nuli. To nadalje znaci da jedna polovica elasti¢ne linije takvog Stapa (bilo
x €[0,1/2] ili x € [l/2,1]) po obliku zapravo odgovara elasti¢noj liniji
konzolnog Stapa. Stoga, za konzolni Stap duljine [, kriti¢cnu silu moZemo
zapisati kao
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T[ZEImin
Frp = ——5—
Ovu analogiju izmedu Stapa zglobno oslonjenog na oba kraja i
konzolnog Stapa koristit ¢emo i u sljedec¢em poglavlju za rjeSenje problema
po geometrijski nelinearnoj teoriji.

3. Geometrijski nelinearna analiza izvijanja

Kod geometrijski nelinearne teorije se, umjesto na pocetnoj
konfiguraciji, ravnoteza uspostavlja na deformiranoj konfiguraciji (koja
moZe znacajno odstupati od pocetne). To znaci da diferencijalna veza
izmedu deformacija i opterecenja viSe nece biti definirana obzirom na
uzduznu koordinatu Stapa u pocetnoj (nedeformiranoj) konfiguraciji x,
nego obzirom na lu¢nu koordinatu koja opisuje polozaj na deformiranom
Stapu.

Sada promotrimo izvijeni konzolni Stap opterecen tlachom uzduznom
silom F, prikazan na Slici 2. Kao S$to se moZe primijetiti, ishodiste
koordinatnog sustava O postavljeno je na lijevom (slobodnom) kraju Stapa
pa se njegov poloZaj prilikom deformiranja Stapa mijenja.

Slika 2. Deformirani oblika konzolnog Stapa prilikom izvijanja

U nekoj tocki na udaljenosti s od tocke O (pri ¢emu se s mjeri uzduz
deformirane osi Stapa) kut zaokreta poprecnog presjeka mozemo zapisati
kao 6(s). Budu¢i da je taj kut jednak prvoj derivaciji progiba u toj tocki,
analogno jednadzbi (1) sada moZemo pisati

deo

EIminE =

—Fz (8)

pri ¢emu je z vertikalna udaljenost od tocke O do promatrane tocke. Kao i
ranije, pretpostavljeno je da se promjena duljine Stapa uzrokovana tlacnom
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silom moze zanemariti. Obzirom da je dz/ds = sin 6, jednadzba (8) moze
se zapisati kao
d?e

Elmin F

= —Fsin@ (9

MnoZenjem ovog izraza s df te integriranjem dobivamo
1 (d@

2
— 2 10
5 ds) a’cos@+C (10)

gdje je C konstanta integracije, a a je definiran u jednadZzbi (2). Buduci
da je na slobodnom (lijevom) kraju konzole moment savijanja jednak
nuli (jer je z = 0), iz jednadzbe (8) slijedi d6/ds = 0. Ako u tocki O kut
zaokreta poprecnog presjeka oznacimo kao 6y, iz jednadzbe (10) konstantu
integracije mozemo izraziti kao

C = —a?cosf, (11)

¢ime jednadzba (10) postaje

deo
Fre +av2,/cos 6 — cos 6, (12)
Kako se kut zaokreta smanjuje od toCke O prema upetom osloncu,
d6 /ds je uvijek negativan pa jednadzba (12) postaje
do 1 do
a\/f\/cos 6 —cos 8, 2“\/

ds =

% . 0 (13)
sin2 2 — sin2 =
2 2

Ukupna duljina Stapa sada se moZe dobiti kao

l = f ds = — 14
0 2a J, /sinz%— sinzg (14)

Integral se mozZe pojednostaviti uvodenjem supstitucije p = sin (8,/2) i
nove varijable ¢ na nacin da je

0 , 6o
sin =psing = sin—sin¢ (15)

Buduci da je 8 € [0, 8y], iz prethodnog izraza slijedi da je sin ¢ € [0,1],
odnosno ¢ € [0, /2] Koriste¢i jednadZbu (15) moZemo zapisati

0 0
cos 5 = /1—sin25=w/1—pzsin2<p (16)
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Deriviranjem jednadZbe (15) dolazi se do

2pcoso d 2pcoso d
do = p pap _ _4p @ ap (17)

cosg J1—p?sin? g

[z (15) mozZe se dobiti

0 0
\/smz ?0 - sm2 =pcos¢p (18)

Konacno, supstitucijom (17) i (18) u (14) dobivamo:

1 (2 d 1
__fz a9 = —K(p) (19)
@Jy J1—p?sinZgp @

gdje K(p) predstavlja potpuni elipti¢ni integral prve vrste koji ovisi samo
o p. Integral se mozZe pribliZno rijesiti razvojem u red potencija i obicno se
ocitava iz tablica [5]. U ovom radu, za odredivanje vrijednosti integrala K(p)
koristen je softver Wolfram Mathematica [6] koji ima ugradene funkcije za
elipti¢ne integrale.

Ukoliko je izvijanje Stapa takvo da su pomaci i zaokreti mali obzirom na
dimenzije Stapa, 6, i p Ce takoder biti mali, pa se onda izraz p*sin’p moze
zanemariti u jednadzbi (19), ¢cime ona postaje

fd¢——s155%ﬂ (20)

Sto odgovara izrazu za kriti¢nu silu konzolnog Stapa (jednadzba (7)).
Obzirom da je dz = sin 8 ds, koriste¢i jednadzbu (13) progib slobodnog
kraja konzole moZemo zapisati kao

Bo sinf do

e 1)
/sm2 =2 sze

[z (16) slijedi da je

6 0
sinB=ZSinEcosE=2psin(pw/1—pzsin2(p (22)

Supstitucijom jednadzbi (22), (18) i (17) u (21) dobivamo

Zy =

/2 2
ZO=?I sing d<p=;p (23)
0
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Progib slobodnog kraja konzole z, odreduje se tako da najprije zadamo
6y, > 0 i odredimo odgovarajuci p = sin (6,/2) za koji iz jednadZbe (18)
moZemo dobiti a. [z jednadZzbe (2) dobije se i odgovarajuca vrijednost sile F
koja odgovara progibu z,.

Koriste¢i dx = cos 8 ds nakon sredivanja moze se dobiti

2 (/2 — 2 1
%=af JT=pPsitg dp—1==-E@) - —K() (24)
0

gdje je E (p) predstavlja kompletni elipti¢ni integral druge vrste.
Koordinate (x;,z;) neke proizvoljne to¢ke na Stapu (vidi Sliku 2)
moZemo dobiti kao

01 cos@ db 2E (@, F(p,4,
Xy = xg— 9 =, ((:Zl 2 (<p; p) (25)
0 2a /sinzf— sinzg

61 sin@ dé

f . 0, . 0
0 2a ’smzf—sng

gdje je ¢, = arcsin (%sin%), $to slijedi iz jednadzbe (15), a E(¢@q,p) i

2
Z1 = Zyg — =2zy+ zp(cosq)l -1 (26)

F(¢4,p) su (nekompletni) elipti¢ni integral druge i prve vrste, slijedom. Svi
elipti¢ni integrali u ovom radu odredivani su uz pomo¢ softvera Wolfram
Mathematica [6]. Pomocu izraza (25) i (26) moguce je odrediti kompletnu
elasti¢nu liniju nosaca za svaki 6; € [0, 6,].

Analogni izrazi za Stap zglobno oslonjen na oba kraja mogu se dobiti,
kao i u 2. poglavlju, uzimajuéi u obzir da je kut 6 na polovici takvoga Stapa
jednak nuli, Sto elasti¢nu liniju svake polovice cini identi¢noj elasticnoj
liniji konzole [2]. JednadZba (19) sada postaje

1

l
—=_ 27
5 =—K(®) (27)

gdje [ sada predstavlja duljinu Stapa koji je zglobno oslonjen na oba kraja,
dok je p = sin (%), pri emu je 6, zaokret poprecnog presjeka Stapa na
osloncima. Nadalje, udaljenost sredine Stapa od svakog oslonca te progib
na sredini Stapa moZemo zapisati kao
2 l 2p
=_F -, = 28
X0 p (») 2 Zp a (28)
Koordinate (x4, z;) neke proizvoljne toCke na $tapu prilikom izvijanja
mogu se dobiti na isti nacin kao i za konzolni Stap koriste¢i izraze (25) i
(26), pri Cemu su sada x, i zy definirani jednadzbom (28).
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U sljedec¢em poglavlju provesti ¢e se eksperimentalna validacija izraza
iz kojih je moguce dobiti elasti¢ne linije prilikom izvijanja te odgovarajuca
osna opterecenja za Stap zglobno oslonjen na oba kraja i konzolni Stap.

4. Eksperimentalni rezultati i usporedba s teorijom

Prije samih eksperimenta izvijanja odredene su relevantne geometrijske
i materijalne osobine Stapa. KoriSten je fleksibilni elasti¢ni Stap od bukve
omotan tankim plasticnim slojem, tako da se, striktno govoreci, radi o
kompozitnom presjeku [7]. Stap ima relativno malu krutost na savijanje
i veliku vitkost Sto omogucava da se pri izvijanju dogode relativno veliki
progibi u elasticnom podrucju. Drveni ili metalni Stapovi pravilnijih
poprecnih presjeka koji su nam bili na raspolaganju nisu bili toliko
fleksibilni. Nuzno je da Stap ima jasno definiranu slabiju os poprecnog
presjeka kako bi se unaprijed znalo u kojem se smjeru ocekuje izvijanje.

Poprecni presjek Stapa prikazan je na Slici 3. Koriste¢i duljinu tetive
t = 19 mm i visinu kruZznog odsjecka h = 4 mm racunski je odreden
polumjer Stapa R = 13.3 mm, a potom i povrSina A = 110.56 mm? te
minimalni moment povrsine Il reda poprec¢nog presjeka I,,;, = 499.97 mm*
(za detalje proracuna vidi [4]). Os koja daje I,;, je horizontalna os
pomaknuta za 4.24 mm od gornjeg ruba presjeka.

Minimalnu Kkrutost odredili smo Kkoriste¢i eksperiment konzole
opterecene poprecnom silom na slobodnom kraju za koju je progib na
slobodnom kraju dan izrazom § = FL*/(3El,,;,), gdje je F poprecna sila na
slobodnom kraju konzole, a L duljina konzole. Silu smo nanosili utezima,
a pomak 6 se ocitavao pomoc¢u mikroure. Za nekoliko razlicitih pomaka § s
pripadajuc¢im silama F odredena je prosjecna vrijednost modula elasti¢nosti
Stapa E = 1441.20 N/mm? te minimalne krutosti EI,;, = 720410.50 Nmm?.

19

5

4

4,66

6,5 6

Slika 3. Poprecni presjek Stapa koristenog u eksperimentima (mjere u mm)

U prvom eksperimentu, Stap duljine 37.6 centimetara vertikalno
je montiran na kruti okvir na nacin da je na donjem kraju upet, a na
gornjem slobodan (Slika 4). Na vrhu slobodnog kraja Stapa postavljena
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je plasti¢na kapica za koju je nitima ¢vrstog ribarskog najlona objeSena
drvena ploca. Na ploc¢u se postavljaju utezi ¢ime se preko niti na slobodan
kraj konzolnog Stapa uvijek nanosi vertikalna sila. Paralelno se vrsi 3D
beskontaktno opticko mjerenje pomaka Stapa pomoc¢u sustava GOM mbH
PONTOS koji radi na principu korelacije digitalnih slika (eng. digital image
correlation — DIC). Eksperiment se snima kamerama, a obradom snimki
se kasnije odreduju pomaci Stapa u tockama koje se prate (vidi Sliku 4).
Uslijed povecanja opterecenja Stap se kontinuirano savijao do odredene
vrijednosti pri kojoj viSe nije mogao zadrZzati stabilnu ravnotezu. Daljnje
savijanje Stapa je zaustavljeno kako ne bi doslo do loma.

U drugom eksperimentu koristi se Stap duljine 68.4 centimetara koji
je takoder vertikalno montiran na kruti okvir, ali je u ovom sluaju na
oba kraja zglobno oslonjen (Slika 5). Stap optere¢ujemo kontroliranim
pomakom preko navoja na gornjem osloncu gdje se mijeri i sila, dok je
donji oslonac nepomican. Sila i pomak na gornjem osloncu ocitavaju se s
digitalnog akvizicijskog uredaja koji prikuplja podatke s mjerne doze i
mikroure. Uz to se kamerama snima sustav u svrhu odredivanja pomaka
tocaka na Stapu. Sli¢no kao i u prethodnom eksperimentu, ovdje je doslo do
kontinuiranog savijanja Stapa pri svakom novom inkrementu pomaka na
gornjem osloncu, a eksperiment je zavrSen kada se gornji oslonac vise nije
mogao pomicati (kraj navoja). Ravnoteza je u svim koracima bila stabilna.

Analizom pomaka tocaka u programu GOM Correlate, prethodno
snimljenih sustavom kamera za 3D opticko mjerenje pomaka i deformacija,
dobiven je kut zaokreta poprecnog presjeka na slobodnom kraju Stapa u
razli¢itim stadijima koji odgovaraju svakom inkrementalnom povecéanju
sile. Dobiveni kutovi su zatim koriSteni kao ulazni podaci za algoritam
zapisan u programu Wolfram Mathematica [6] (vidi Prilog 1 za konzolni
Stap te Prilog 2 za zglobno oslonjeni Stap) koji za svaki kut po geometrijski
nelinearnoj teoriji daje elasti¢nu liniju nosaca te vrijednost sile u Stapu.
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Slika 4(a) prikazuje Stap optereen samo teZinom ploce privezanom
nitima ribarskog najlona za ¢iju je teZinu od 2.59 N program kalibriran kao
pocetni stadij gdje su pomaci svih tocaka jednaki nuli. Slika 4(b) pokazuje
maksimalni pomak toc¢aka Stapa u zadnjem stadiju prije potpunog gubitka
stabilnosti. [zmjereni su pomaci Stapa u ukupno 56 stadija. Pomak Stapa u
uzduznom i popre¢nom smjeru u svakom stadiju odreduje se u tockama
koje se prate (toCka 1 nalazi se na samom vrhu Stapa). Radi preciznijeg
priblizavanja kriti¢noj sili, u prvih 8 stadija koristili su se utezi od 100 g,
nakon Cega se presSlo na manje utege, od 7.45 g do 3.65 g kroz preostale
stadije. Maksimalna izmjerena vrijednost opterecenja iznosila je 12.5 N, dok
Eulerova kriti¢na sila po jednadzbi (7) za ovaj $tap iznosi Fy,;, = 12.57 N.

Na Slici 6 su crvenim kruzi¢ima dane vrijednosti uzduznog i popre¢nog
pomaka slobodnog kraja Stapa za izmjerene vrijednosti kuta zaokreta
poprecnog presjeka 6, na istom mjestu. 6, je ujedno i ulazni podatak
za proracun po geometrijski nelinearnoj teoriji. Punom plavom linijom
prikazani su teorijski pomaci slobodnog kraja konzole za razliCite
vrijednosti 6,. Vidljivo je da su teorijske predikcije vrlo precizne.

Na Slici 7(a) dana je usporedba izmjerenih i teorijski odredenih
vrijednosti sile za razlicite vrijednosti 6,,. Po teoriji, Stap se ne deformira
dok nije dosegnuta vrijednost Eulerove kriticne sile, a nakon toga sila
nastavlja rasti uz povecanje progiba i zaokreta 6,. U eksperimentu se vidi
da zbog pocetnih imperfekcija (neravnost Stapa, ekscentricitet sile i sl.) i
relativno male krutosti Stapa dolazi do savijanja Stapa pri vrijednostima
sile znatno manjima od F,,. Ipak, vidi se da eksperiment s pove¢anjem kuta
6, konvergira teorijskim rezultatima. MoZe se primijetiti i da je teorijsko
povecanje sile u post-kriti¢cnoj fazi u ovom slucaju vrlo blago (gotovo
zanemarivo).

Usporedba elasti¢nih linija teorijskog modela i eksperimenta prikazana
je na Slici 7(b). Odredeni su polozaji svih pracenih toc¢aka na Stapu u
uzduznom i popre¢nom smjeru za posljednji stadij. Odstupanje je relativno
malo, a iz Slike 6 moze se zakljuciti da bi ono bilo jos i manje za neke ranije
stadije.

Identicna usporedba eksperimenta i teorijskog modela napravljena
je i za slucaj Stapa zglobno oslonjenog na oba kraju. U ovom slucaju
usporedivani su poprec¢ni pomak tocke na sredini Stapa, uzduzni pomak
tocke na pomicnom osloncu te vrijednost sile. Kut zaokreta na samom
osloncu je bilo nemoguce odrediti pa je za analizu koriStena to¢ka najbliza
gornjem osloncu.
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Slika 8 prikazuje usporedbu progiba na sredini Stapa i uzduZnog
pomaka oslonca s njihovim teorijskim predikcijama. Podudarnost
eksperimenta i modela je visoka, a manja odstupanja se mogu pripisati
nedostatku moguénosti mjerenja kuta zaokreta iz dodirne tocke Stapa i
lezZaja. Mjerenje kuta zaokreta se vrs$ilo na oznacenim to¢kama udaljenim
11 mm od gornjeg oslonca i 21 mm od donjeg. Ocekivano, veéi kut zaokreta
dobivamo na gornjem kraju gdje je mjerna tocka bila blize osloncu.
Sukladno tome, podudarnost s teorijskim modelom bolja je na gornjem
kraju.

Na Slici 9(a) primjeCuje se znacajnije odstupanje izmjerene sile u
osloncu u odnosu na vrijednost koju daje teorijski model (razlika je oko
20%). Nakon provjere uredaja za mjerenje sile te ponavljanja eksperimenta
ustanovljeno je da su izmjereni podaci pouzdani. Do manjih nepreciznosti
moglo je do¢i zbog nesavrSenosti izrade zglobnih oslonaca u kojima se
moZe javiti otezano zakretanje Stapa, ali, kao Sto se moze vidjeti na Slici
9(b), izmjerena elasti¢na linija nosaca jako se dobro podudara s teorijskom
i nema naznake oteZanog zakretanja Stapa na osloncima.

Kao Sto je objasnjeno u 3. poglavlju, ulazni parametar za teorijski model
po geometrijski nelinearnoj teoriji je kut zaokreta poprecnog presjeka
slobodnog kraja konzole, odnosno kut zaokreta na lezaju kada se radi o
Stapu zglobno oslonjenom na oba kraja. S tim podatkom (6,) se odreduje
parametar p = sin (%) koji se pak koristi za odredivanje vrijednosti
elipticnog integrala prve vrste K(p). Kada je K(p) poznat, za pocetnu
duljinu Stapa [ iz izraza (19) za konzolni Stap ili (27) za Stap zglobno
oslonjen na oba kraja slijedi vrijednost parametra a. Nakon toga, odrediti
elasti¢nu liniju nosaca moZe se pomocu izraza (25) i (26). Treba primijetiti
da se u tom procesu nigdje ne pojavljuje osna sila F.

Osnu silu F odreduje se naknadno iz jednadzbe (2) za prethodno
odredenu vrijednost parametra a i poznatu krutost El,,;,. Stoga, ako
isklju¢imo greSku kod mjerenja sile, mozemo zakljuciti da je glavni uzrok
za odstupanja mjerene sile i one koju daje model neprecizno odredena
krutost Stapa, odnosno modul elasticnosti materijala od kojeg je Stap
izraden. Eksperiment koji smo Koristili za odredivanje krutosti ocito nije
bio primjeren. U svrhu poboljSanja toc¢nosti modela, modul elasti¢nosti
trebalo bi odrediti pravim vlacnim testom Stapa. Takva bi modifikacija imala
utjecaja i na rezultate dobivene za konzolni Stap. Medutim, kao $to se moze
vidjeti na Slici 7(a), izmjerena sila u jednom trenutku dostiZe teorijsku
imperfekcije poput neravnosti i ekscentriciteta sile. Stoga, izmjerena sila
trebala bi biti (znacajno) niZa od teorijske predikcije (bez imperfekcija).
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5. Zakljucak

U ovom radu analizirano je elasti¢no izvijanje ravnog Stapa u post-
kriti¢noj fazi. Geometrijski linearna teorija, kao Sto je to pokazano u 2.
poglavlju, ne daje toCan oblik elasticne linije nosafa nakon S$to nastupi
izvijanje. Ako se problem analizira po geometrijski nelinearnoj teoriji
(uzimajuéi u obzir velike pomake i rotacije), mogu se izvesti izrazi za
elasti¢nu liniju nosaca i odgovarajucu silu nakon izvijanja, $to je uinjeno u
3. poglavlju za slucaj zglobno oslonjenog Stapa te konzolnog Stapa.

Ti su teorijski izrazi potom eksperimentalno validirani. Snimanjem
eksperimenata sustavom za opticko mjerenje i kasnijom obradom mjerenja
dobiveni su precizni podaci za pomake toc¢aka na Stapu u ravnini izvijanja te
kut zaokreta poprecnog presjeka u karakteristicnim tockama. Usporedbom
tih podataka s vrijednostima teorijskog modela dobiveno je zadovoljavajuce
podudaranje, pogotovo kada je rije¢ o deformiranom obliku Stapa.

U oba eksperimenta je primije¢eno da do krivljenja Stapa dolazi ve¢ pri
silama koje su znacajno niZe od Eulerove kriti¢ne sile. Takvo se ponasanje
moZe pripisati nesavrSenostima Stapa, odnosno samog eksperimentalnog
postava. U prvom eksperimentu se izmjerene sile asimptotski priblizavaju
teorijskim predikcijama, ali u drugom je izmjerena sila oko 20% veca od
teorijske. Zakljuceno je da je do odstupanja doslo zbog neto¢no odredenog
modula elasti¢nosti materijala Stapa pa ¢e sljedeéi korak biti njegovo
preciznije odredivanje iz vlacnog testa. Nadalje, u buduéim istrazivanjima
moze se pokusati izvesti analogna rjeSenja za obostrano upeti Stap te Stap
zglobno oslonjen na jednom, a upet na drugom kraju.
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Prilog 1

EL. LINIJA NOSACA - KONZOLA

UvoD

Ovaj algoritam izratunava elastiénu linijju nosaca konzolnog $tapa te odgovarajucu vrijednost osne
tlaéne sile za zadani kut zaokreta popreénog presjeka na slobodnom kraju. Taj se postupak
automatski ponavija za listu izmjerenih kutova zaokreta zadanih u datoteki “DATA.csv”. Od ulaznih
parametara potrebno je zadati duljinu Stapa i minimalnu krutost na savijanje te broj totaka za
diskretizaciju elastiéne linijje nosaca. Za svaku vrijenost kuta zaokreta o€itanog iz ulazne datoteka
“DATA.csv” se u datoteku “RESULTS.csv” zapisuju uzduzni pomak na slobodnom kraju, progib na
slobodnom kraju, kut zackreta popreénog presjeka na slobodnom kraju te odgovarajuéa vrijednost
tlatne osne sile, a u zasebne datotke “ELASTICA-i".csv” (x,y) koordinate elastiéne linije nosaca.

ULAZNI PODACI

1=376.; (« DULJINA STAPA [mm] «}
EI = 7204108.5; (« MINIMALNA KRUTOST 5TAPA NA SAVIJANIE [N+mm~2] )
n-108; (+ BROJ TOCAKA ZA DISKRETIZACIJU ELASTICNE LINIJE NOSACA )

col =1; (% STUPAC U KOJEM SE U DATOTEKI
"DATA.csv" NALAZI KUT ZAOKRETA NA JEDNOM OD OSLONACA &}

PRORACUN

DATA = Import [NotebookDirectory [] <> "DATA.csv", "CSV"];
nrow = Dimensions [DATA] [[1]]; (= BROJ REDAKA U ULAZNOJ DATOTEKI "DATA.csv" «)

Do [
e@8[1] =DATA[[i, col]] ®;
p=Sin[e@[i] /2];
k = EllipticK [p"2] /1;
P[i] =k~2EI; (s TLACNA OSNA SILA 4)
xdis [i] = Abs [2 / k E1lipticE [p~2] -21]; (=« UZDUZNI POMAK NA SLOBODNOM KRAJU *}
ydis[i] =2 p /k; (+x PROGIB PROGIB SLOBODNOM KRAJU =)
(» ELASTIENA LINIJA NOSACA )
For[j=0,3j<«<n+1, j++,
{e[jl=00[1] {1-] /n);
$#[J]1 = Arcsin[1/pSin[a[j] /2]]1;
x[j] =Abs [-2 /k E1llipticE [¢#[]j], p~2] +1/kEllipticF [¢[j], P~2]];
y[jl=Abs[2p/k (Cos[¢[J]1]1-1)15}
15
xy[i] =Table [{x[j], ¥[J1}, {J, @, n}];
Export [NotebookDirectory [] <> "ELASTICA-" <> ToString [1] <> ".csv", xy[i]];
» {1, 1, nrow}];

Results = Table[{xdis[i], ydis[i], e8[i]/°, P[i]}, {i, 1, nrow}];

Export [NotebookDirectory [] <> "RESULTS.csv", Results];
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Prilog 2
EL. LINIJA NOSACA - PROSTA GREDA

UuvoD

Ovaj algoritam izraéunava elastiénu liniju nosata zglobno oslonjenog $tapa te odgovarajuéu vrijed-
nost osne tlaéne sile za zadani kut zaokreta popreénog presjeka na osloncu. Taj se postupak
automatski ponavija za listu izmjerenih kutova zaokreta zadanih u datoteki “DATA.csv”. Od ulaznih
parametara potrebno je zadati duljinu $tapa i minimalnu krutost na savijanje te broj toaka za
diskretizaciju elasti€ne linje nosata. Za svaku vrijenost kuta zaokreta o€itanog iz ulazne datoteka
“‘DATA.csv” se u datoteku “RESULTS.csv” zapisuju uzduzni pomak na kliznom osloncu, progib na
sredini raspona, kut zackreta popreénog presjeka na osloncu te odgovarajuéa vrijednost tlaéne osne
sile, a u zasebne datotke “ELASTICA-i".csv” (x,y) koordinate elasti¢ne linije nosaca.

ULAZNI PODACI

1-684.; (+ DULJINA STAPA [mm] =)
EI = 720410.5; (+ MINIMALNA KRUTOST $TAPA NA SAVIJANIE [N+mm 2] )
n=10@; (« BROJ TOCAKA ZA DISKRETIZACIJU ELASTICNE LINIJE NOSACA w)

col =1; (% STUPAC U KOJEM SE U DATOTEKI
"DATA.csv" NALAZI KUT ZAOKRETA NA JEDNOM OD OSLONACA +)

PRORACUN

DATA = Import [NotebookDirectory [] <> "DATA.csv", "CSV"];
nrow = Dimensions [DATA] [[1]]; (+ BROJ REDAKA U ULAZNO] DATOTEKI "DATA.csv" +)
Do [
gB[i] =DATA[[i, col]] ®;
p=Sin[e@[i] /2];
k =2 EllipticK [p~2] /1;
P[i] =k*2EI; {+ TLACNA OSNA SILA +)
xdis [1] =1 -2 (2 /k E1lipticE [p~2] -1/2}; (» UZDUINI POMAK KLIZNOG OSLONCA =}
ydis[i] =2p/k; (» PROGIE NA SREDINI RASPONA «)
(% ELASTICNA LINIJA NOSACA =)
For[j=0, J<n+1, j++,
{e[j1=60[1] (1-27 /n};
¢[J] =ArcSin[1/pSin[e[j]/2]1];
x[j] =
2 /k EllipticE [p~2] -1/2 -2 /k E1lipticE [¢[j], p~2] +1 /k ELlipticF [¢[j], p~2];
yiil=2psk+2p/k (Cos[¢[j11-1}5}
15
xy [i] = Table [{x[j1, y[J1}, {3, @, n}];
Export [NotebookDirectory [] <> "ELASTICA-" <> ToString [1] <>".csv", xy[i]];
» {1, 1, nrow}];

Results = Table[{xdis[i], ydis [i], @@[i] /*, P[i]}, {i, 1, nrow}];

Export [NotebookDirectory [] <> "RESULTS.csv", Results];



