
Brkić, M.: Korekcija reljefa uz prostorni model gustoće, Geod. list 2001, 1, 3-18 3

UDK 528.2:551.43(497.5):517.3/.4
Izvorni znanstveni članak

Korekcija reljefa uz prostorni model gustoće
Mario BRKIĆ - Zagreb*

SAŽETAK. Jednostavna, linearna funhcija gustoće implementirana je u raoninshu
aproksimaciju korekcije za reljef (te). Redefinirane su metode egzaktne numeričke in­
tegracije i Fast Fourier Transform lwadratične aproksimacije te-a, tako da osim di­
gitalnih modela visina i pouršinskili gustoća uključe i digitalne modele dubina i gu­
stoća podzemnog horizonta, u našem slučaju PT baze sedimenata. U s/dadu s time, a
uz različitu finoću ulaznih digitalnih modela, raćunanaje korekcija za reljefodabra­
nog test-područja Republike Hrvatske. Redefinirane metode uspoređene su s metoda­
ma numeričke integracije i FFT-a u kojima se koristi jedino model pouršinshi vari­
jabilne gustoće. lstražeri je međuodnos redefiniranili metoda prostome i spektralne
domene te njihova osjetljivost o odabranome modelu gustoće. Potvrđena je nadmoćna
uremenska učinhouitost FFT-a. Pohazano je da korekcija reljefa uz predloženi pro­
storni model gustoće smije biti u praksi uporabljena za rješavanje problema [izikalne
geodezije.

Ključne riječi: korekcija reljefa, model gustoće, numerička integracija, FFT

1. Uvod
Korekcija reljefa (te), efekt nepravilnosti reljefa u odnosu na Bouguerovu ploču, ko­
risti se u fizikalnoj geodeziji npr. pri rješavanju Problema graničnih vrijednosti ili
pri određivanju redukcija reljefa u modeliranju Zemljina polja sile teže. Pri tome je
uobičajeno uporabiti ravninsku aproksimaciju korekcije reljefa (Tziavos 1993), u
kojoj gustoća poprima konstantnu i za razmatrano područje reprezentativnu vri­
jednost ili je zadana digitalnim modelom površinskih gustoća, ako takav posto­
ji. Sam postupak računanja te-a moguće je tada provesti metodama prostorne i/ili
spektralne domene, primjerice egzaktnom numeričkom integracijom i/ili Fast Fou­
rier Transformom, kao što je prikazano u (Brkić i Bašić 2000), polaznoj točki ovog
rada, na koju ljubazno upućujem čitatelja u potrazi za iscrpnijim uvodnim štivom.
Kako glasi ravninska aproksimacija korekcije reljefa, a ako gustoću, obično drža­
nu konstantnom ili površinski varijabilnom, definiramo kao prostornu funkciju,
p = p(x,y,z)? Na koji način valja iskoristiti raspoložive geološke informacije, ne sa-
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mo digitalne modele reljefa i površinskih gustoća već i digitalne modele dubina i
pripadnih gustoća, primjerice neke poznate baze sedimenata?
Neki već ponuđeni odgovori (Brkić i Bašić 1997), dani u prostornoj domeni, uz
sfernu aproksimaciju i diskretne promjene gustoće na diskontinuitetima, našli su i
praktičnu uporabu (Čolić i dr. 1996).
Svrha je ovoga rada ponuditi formulaciju ravninske aproksimacije korekcije reljefa,
u kojoj je gustoća definirana kao prostorna funkcija. U skladu s pretpostavljenim
jednostavnim prostornim modelom gustoće, metode egzaktne numeričke integraci­
je i FFT kvadratične aproksimacije redefinirane su i implementirane u računalne
programe te uporabljene za računanje korekcije reljefa odabranog područja Repu­
blike Hrvatske.

2. Prostorni model gustoće
Zamislimo najjednostavniji slučaj u kojem se gustoća mijenja linearno između po­
vršine i nekog podzemnog horizonta:

p(x,y,z) = P1,(x,y) + b(x,y) (h-z). (2.1)

Ovdje p,,(x,y) označava površinsku raspodjelu gustoće, b(x,y) vertikalni gradijent
gustoće, ah visinu Zemljine površine. Pritom se u reprezentaciji masa Zemljine ko­
re prizmama za prostor od h pa do Bouguerove ploče ne pretpostavlja konstantna
gustoća, lateralno varijabilna, već se prema modelu gustoće tvrdi da se ona mijenja
linearno:

I\ površina Zemlje

Bouguerova ploča

horizont
geoid

Slika 2-1. Reprezentacijapretpostavljenih modela gustoća: gustoćaje površinski varija­
bilna (lijevo); gustoća je prostorno varijabilna (desno).

Gdje ima smisla uporabiti tako zamišljen model gustoće, odnosno je li on 'realisti­
čan'? Svakako tamo gdje je evidentna (linearna!) promjena gustoće s dubinom. Hori­
zont u smislu formulacije (2.1) ne mora nužno značiti i diskontinuitet već jednostav­
no skup mjerenja, gustoća i dubina. No, smatramo li daje Zemljina kora ljuskasto, tj.
slojevito građena, tako da je unutar svakog sloja gustoća konstantna i da naglo mi­
jenja svoju vrijednost na granicama slojeva, diskontinuitetima, onda gornja formula­
cija modela gustoće može biti prikladna npr. u slučaju potrebe da se cijeli niz 'manjih'
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Slika 2-2. Agregacija triju slojeva ujedan.

i bliskih diskontinuiteta i slojeva 'agregira' u jedan sloj u kojem se gustoća mijenja
kontinuirano između vrha topografije i odabranog horizonta (sl. 2-2).

Zamislimo li Zemljinu koru reprezentiranu pravokutnim prizrnama, onda su i gu­
stoća ph(x,y) i njezin gradijent iz analitičkog izraza za gustoću (2.1) za svaku priz­
mu općenito različiti. Dokjeph(x,y) dan u obliku digitalnog modela površinskih gu­
stoća, gradijent b(x,y) u praksi izračunavamo s pomoću digitalnih modela dubina
odnosno gustoća horizonata:

b( ) = Phorizont (x, y) - P,Jx, y)x,y .
h - Z horizont

(2.2)

Drugim riječima, gradijent gustoće b(x,y) kritična je veličina za definiciju prostor­
nog modela gustoće, a onda i te-a. Pod kojim uvjetima vrijedi takav jednostavan
model gustoća? Za očekivati je da za podzemni horizont vrlo blizak površini Zemlje
vertikalni gradijent gustoće b 'kvari' te-rješenje. To očigledno može biti ozbiljno
ograničenje pretpostavljenog modela gustoće.

3. Korekcija reljefa u prostornoj domeni
Definicija ravninske aproksimacije korekcije reljefa, a pri kojoj gustoća nije kon­
stantna već je aproksimirana prostornim modelom (2.1), glasi:

( )-Gfffh (z-hp)[ph(x,y)+b(x,y)(h-z)] d d dte xp,Yp,zp - 312 x y z.
E hp [ (x - X p) 2 + (y - yp) 2 + (z - Zp) 2]

(3.1)

Egzaktno rješenje korekcije reljefa, dobiveno izravnom numeričkom integraci­
jom, pri reprezentaciji masa Zemljine kore uz pomoć pravokutnih prizmi, uzeto
je kao referentno za usporedbe s metodom spektralne domene. U praksi se
egzaktna numerička integracija, NI4, svodi na implementaciju sljedećih dvaju inte­
grala:



6 Brkić, M.: Korekcija reljefa uz prostorni model gustoće, Geod. list 2001, 1, 3-18

2
fff 2 d _ . _ . 2 2 2 1/2

2 2 9 312 dx y d2 - x x ln(y + (x + y + z ) -
(x + y + 2-)

y ln(x + (x2 + y2 + z2)1/2 -

2 arctg (;) +

(
xy )2 a ctg

2(x2 + y2 + 22)1/2

22
3xy x2 (y) y

2 (y)J J J-,---------,---c-=- dx dy dz = - + - arctg - - - arctg - +
(x2+y2+22)3/2 2 2 x 2 x

22
( xy )-arctg ------- -

2 2(x2 + y2 + z2)1/2

y
2

( X2 )-arci ------- -
2 y(x2 + y2 + 22)1/2

(3.2)

(3.3)

X ( yz )- arct ------- +2 g x(x2 + y2 + 22)1/2

Integral (3.2) poznat je otprije: on se u pojednostavljenom obliku upotrebljava pri
egzaktnoj numeričkoj integraciji (Nll) korekcije reljefa s konstantnim ili površin­
ski varijabilnim gustoćama (Tziavos 1993). Numerička integracija NI4 zahtijeva
korištenje integrala (3.2) dvaput, i dodatno, integrala (3.3). Upravo iz toga slijedi
značajno smanjenje vremenske učinkovitosti egzaktnog računanja korekcije reljefa
u prostornoj domeni.

4. Korekcija reljefa u spektralnoj domeni
Formulacija (3.1) neće u cijelosti biti prenesena u spektralnu domenu: razvit ćemo
je u kvadratičnu aproksimaciju. U pripremi za prelazak u spektralnu domenu na­
mjera nam je 3D konvolucije korekcije reljefa pojednostaviti u 2D konvolucije. Po­
radi toga uvodimo najprije sljedeći rastav:
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h

J (z - hp)ph(x, y)dz _

[ 2 2]3/2hp s0 + (z - hp)

11f (z - hp)b(x, y) z dz

tc(xp,Yp,zp)= off hp [sg+(z-zp)2J3"2 + dxdy,

I 2f (z - hp)b(x, y) hdz

hp [ s5 + (z - zp )2 J3"2

(4.1)

gdje je s5 = (x - xp)2 + (y - yp)2 i Zp = hp (Tziavos 1993).

Uočljivo je da integral 11 odgovara integrandu izraza (2.5) iz (Brkić i Bašić 2000):

(4.2)

pri čemu je Sh. = h - hp. Kod razvoja [1 + (h/s0)
2]1I2 u red pretpostavljamo da je

ispunjen zahtjev za konvergenciju, I h/s0 I < 1 (Tziavos 1993). Treba naglasiti da je u
ovom razvoju zadržan i nelinearni član.
Do rješenja integrala 12 dolazimo izravno integracijom:

12 = b[!!_[_ I_(t:,.h)
2

+ ~(t:,.h)
4

]+ I_(t:,.h)
3

]·s0 2 s0 8 s0 6 s0

Posljednji traženi integral 13 dobiva se analogno 11:

(4.3)

(4.4)

Nakon sređivanja, korekcija reljefa u formi 2D konvolucija glasi:

tc(x p, Yp, zp) = Gff P1i ~ [I_ (
t:,.h

)
2
- ~ (

t:,.h
)
4
] dx dy + Gjj b[l_ (

t:,.h
)

3

]dx dy. (4.5)
E So 2 So 8 So E 6 So

li

U prethodnom izrazu član I označuje poznatu formulu korekcije reljefa u kvadra­
tičnoj aproksimaciji (FFT2) uz pretpostavku površinski varijabilne gustoće. Član
označen s JI označuje doprinos koji je posljedica zadane hipoteze modela prostorno
varijabilne gustoće.
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Za prelazak u spektralnu domenu, oznake

r3(x,y)= s03(x,y)

r5(x,y)= s05(x,y)
(4.6) 

omogućuju da korekciju reljefa raspišemo kao:

1
tc(xp, yp) = 2 GJJ (p,.(x, y) h2(x, y)) rs(x - Xp, y - yp) dx dy-

E

Ghix «, yp)jJ (p1,(x, y) h(x, y)) rs(x - Xp, y - yp) dx dy +
E

]:_ Gli2(xp, yp)jJ p,.(x, y) rs(x - Xp, y - yp) dx dy -
2 E

~ aff (p,Jx, y) h4(x, y)) 1'5(X - Xp, y- yp) dx dy +
8 E

~ Gh(xp, yp)jJ (p1Jx, y) h3(x, y)) r5(x - xp, y - yp) dx dy -
2 E

9 2 JI 2-Gh (xp,yp) (p1Jx,y)h (x,y))r5(x-xp,y-yp)dxdy+
4 E

3
- Gh3(xp, yp)jJ (p1Jx, y) h(x, y)) r5(x - Xp, y - yp) dx dy-
2 E

3
- Gh4(xp, yp)jJ p,.(x, y) r5(x - Xp, y - yp) dx dy +
8 E

1- aff (b(x, y) h3(x, y)) 1'3(X - Xp, y - yp) dx dy -
6 E

½ Gh(xp, yp)jf (b(x,y) h2(x,y))r3(x - Xp,Y - yp) dx dy +
E

1
2 Gh2(xp, yp)jf (b(x, y) h(x, y)) rs(x - xp, y - yp) dx dy -

E

]:_ Gh3(xp, yp)jf b(x, y) rs(x - xp, y - yp) dx dy.
6 E

(4.7)

Pojednostavljeni zapis tih konvolucija pišemo:

1 [ ? ? ]tc(xp, yp) = 2 G (p1Ji-) • r3 - 2hp(p„h) • r3 + hj,p,. • r3 -

3[ 4 3 2 2 3 4]S G (p1Ji ) • r5 - 4hp(p1,h ) • r5 + 6hp(p1Ji ) • r5 - 4hp(p1Ji) • r5 + hpp1, • r5 +

½ G[(bh3) • r3 - 3hp(bh2
) • r3 + 3ht(bh) • r3 - hftb • r3].

(4.8)
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Definiramo li sljedeće Fourierove transforme:

R3(u, u)= F{r3(x, y)}
R5(u,v)= F{r

5

(x,y)}
D(u, u)= F{p1.(x, y)}

DH;(u, u)= F{P!,(X, y) hi(x, y)},

BH;(u,v)= F{b(x,y)h;(x,y)},
B(u,v)= F{b(x,y)},

(4.9)
i= 1,2,3,4

i=_ 1,2,3

tada primjenom teorema konvolucije slijedi formula za računanje korekcije reljefa
u spektralnoj domeni uz pretpostavljen) model gustoće:

tc(xp, yp) = ½ G[F-1{DH
2

• R
3

}- 2hpF-1{DH • R3}+ htF-1{D • R
3

}]-

3 [F-1{DH4 ·R5}- 4hpF-1{DH3 ·R5}+ ]
-G +
8 6htF-1{DH2. R5}- 4hjF-1{DH. R5}+ h'j,F-1{D. R5}

½ G[F-1{BH 3 • R3}- 3hpF-1{BH 2 • R3}+ 3htF-1{BH • R3}- hjF-1{B • R3}].

(4.10)

Usporedimo li posljednju formulu s formulom 3.5 iz (Brkić i Bašić 2000), uoča­
vamo da se razlikuju za četiri 2D FFT-a, odnosno isto toliko inverznih FFT-a, od
čega pak ne očekujemo znatno povećanje računalnog napora. Kao prednost usvo­
jenog pristupa valja istaknuti nesingularnost kernel funkcija R3 i R5 (Tziavos
1993).
Metoda FFT zahtijeva uporabu pravilne mreže digitalnih modela visina i gustoća.
Praktični problemi o kojima treba voditi računa prilikom primjene spektralnih me­
toda opširnije su obrađeni u (Brkić i Bašić 2000). Slično kao u tom radu, i ovdje se u
svrhu otklanjanja pogrešaka cirkularne konvolucije koristi zero-padding tehnika,
100%-tno pridodavanje nula oko polja visina, gustoća, gradijenta gustoće, njihovih
umnožaka te kernel funkcije. Metoda FFT-a zahtijeva i minimizaciju aliasinga, a
kvadratična aproksimacija te-a i ispunjenje uvjeta za konvergenciju razvoja u red.
Budući da nisu uočene numeričke nestabilnosti vezane uz neispunjenost na­
vedenih kriterija, nisu ni primijenjene tehnike za njihovu minimizaciju ili eli­
minaciju.

5. Ulazni digitalni modeli

Test-područje Republike Hrvatske te digitalni modeli reljefa i površinskih gustoća
preuzeti su iz (Brkić i Bašić 2000). Izvorni su digitalni modeli opisani u (Čolić i dr.
1996), a za potrebe ovog rada interpolirani su digitalni modeli s inkrementima 0,5 i
1 km (tablica 5-1). Slika 5-1 prikazuje digitalne modele reljefa (DMR), površinskih
gustoća (DMPG), FT-dubina (DMPTD) i FT-gustoća (DMPTG).
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Tablica 5-1. Temeljne statistike ulaznih digitalnih modela.

t::,. = 0,5 km t::,. = 1,0 km

DM h Ph dPT PPT h Ph dPT PPT
[m] [gcm-3] [m] [gcm-3] [m] [gcm-3] [m] [gcm-3]

maks. 831,000 2,800 6834,144 2,800 816,000 2,800 6796,903 2,801

min. 93,000 1,980 -550,811 1,913 94,000 1,980 -550,811 1,924

sred. 157,224 2,115 1948,047 2,415 157,547 2,116 1950,426 2,416

rms ±170,994 ±2,121 ±2487,269 ±2,425 ± 171,709 ±2,121 ±2490,112 ±2,426
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Slika 5-1. Ulazni DMR i DMPG (gornji red), DMPTD i DMPTG (donji red). Inkrement
mreže 0,5 hm.

Apsolutna točnost podataka je nepoznata. I dok se za digitalne modele reljefa i pov­
ršinskih gustoća može utvrditi dobra pouzdanost, digitalni modeli dubina i gustoća
FT-horizonta sadrže mnoge nekonzistentnosti. Stoga računanju te-a prethodi
provjera podataka: (1) konzistentnost digitalnih modela gustoća podrazumijeva
jednakost gustoća na podudarnim horizontima i (2) konzistentnost digitalnih mo­
dela visina podrazumijeva visinu Zemljine površine veću ili jednaku od visine hori­
zonta. Ne-konzistentnosti se rješavaju tako da 'sumnjiva' mjesta u digitalnim mo­
delima horizonta poprimaju vrijednosti iz odgovarajućih digitalnih modela površin-
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skih visina i gustoća. Na to da su digitalni modeli PT-horizonta kontaminirani po­
greškama upozorava i pravilna struktura u gornjem desnom kutu DMPTD. Tako­
đer, ako su podaci visine reljefa i horizonta jednaki, očekuje se i jednakost pripad­
nih gustoća te stoga u izrazu (2.2) nastupa slučaj 0/0. Tada se b ne računa, već se
proglašava b =O.Drugim riječima, korekcija reljefa računa se metodama Nll odno­
sno FFT2. Primijećujemo da slučaj 0/0 može rezultirati i iz forsiranja kod nekonzi­
stentnosti podataka visina; međutim, tada je riječ o sumnjivim podacima koji zahti­
jevaju, ako je to moguće, provjeru i korekciju. Upozorimo još i na veliku podudar­
nost PT-horizonata dubina i gustoća te kod njih velike gradijente, posebice kod
DMPTG. Daje riječ o osobitim i geološki uzbudljivim strukturama možemo vidjeti i
na slici 5-2, gdje ekstremne negativne vrijednosti vertikalnih gradijenata b potječu
iz pada(!) gustoće na malim razlikama visina, reda veličine 50-ak m. Pozitivne vri­
jednosti vertikalnih gradijenata su jedva uočljive točkaste strukture, na slici istak­
nute crtama izolinija.

51100

51000
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50600

53700

50500

·2

S610COO 562COXI 56XXXlO 5640C0J 5650COO 566JCXX) 567COJO 5680COO 56š<XX:O

Slika 5-2. Yertikolni gradijent gustoće b. Inhrement mreže 0,5 hm.

U prethodnim poglavljima iznesene redefinirane formulacije korekcije reljefa im­
plementirane su u fortranske programe TC_N14 i TC_FFT4, koji su potom testira­
ni. Sukladno prethodnom razmatranju, u programima je dozvoljena bliskost hori­
zonta i površine, izbijanje horizonta na površinu te vrijednost gustoće horizonta
manja od gustoće pri površini.

6. Rezultati

Računanje te-a numeričkom integracijom Nl4 uz inkrement 0.1 km potrajalo bi na
raspoloživom računalu HP Vectra VL više od 7.77 mjeseci. Poradi toga u ovom tre­
nutku nije moguće egzaktno utvrditi ovisnost točnosti računanja o inkrementu
ulaznih mreža. Također je i to razlog što su rezultati koji slijede po svojoj prirodi re­
lativni.
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U prvom ciklusu računanja, korekcija reljefa nalazi se egzaktnom numeričkom integra­
cijom NI4 te pomoću FIT4. Pri tom su korišten.i DMR i DMPG, a DMPTD i DMPTG
aproksimiran.i su pripadnim srednjacima dubina dPT i gustoća PT iz tablice 5-1. Rezultati
tih računanja prikazan.i su u tablici 6--1 i slici 6--1. Već se i na prvi pogled uočava podu­
darnost prikazan.ih rezultata s onima objavljen.ima u (Brkić i Bašić 2000).

Tablica 6-1. Korekcija reljefa metodama Nl4 i FFT4 uz PPT = const. i dPT = const.

NI4 FFT4
tig

ti [km] ti [km]
[mgal]

0,5 1,0 0,5 1,0

maks. 7,318 4,207 6,170 3,463

min. 0,001 0,001 0,001 0,001

sred. 0,112 0,094 0,100 0,083

rms 0,326 0,278 0,283 0,232

st. dev. 0,306 0,261 0,264 0,216
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Slika 6-1. Korehcija za reljefmetodama Nl4 i FFT4 uzpPT = const. i dPT = const. Inkre­
ment 0,5 hm.

Nadalje, usporedbom te-a izračunanog metodom FFT4, uz inkremente 0,5 i 1 km, s
referentnim te-om, izračunanim pomoću NI4 uz 0,5 km, moglo bi se pokazati ponav­
ljanje uzorka već uočenog u (Brkić i Bašić 2000): svi promatrani statistički parametri
razlika FFT4-NI4 smanjuju se smanjenjem inkrementa digitalnih modela. Drugim
riječima, FFT4 s inkrementom 0,5 km najmanje odstupa od referentnog NI4.

Razmotrimo u sljedećoj tablici te-razlike prostorne i spektralne domene, sada izra­
čunane uz jednake inkremente. Vidimo da se te razlike povećavaju profinjenjem
digitalnih modela te da se srednjak i rms-vrijednosti razlika zadržavaju unutar
0,5 mgala. Razlike metoda korelirane su s DMR, ali i s vertikalnim gradijentom gu­
stoće, što će postati mnogo jasnije u drugom ciklusu numeričkih eksperimenata.
Na slici 6-2 pozitivne vrijednosti razlika FFT4-NI4 zatvorene su izolinijom.
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Tablica 6-2 i slika 6-2. Usporedba Nl4 i FFT4 uz PPT = const. i dPT = const.

FFT4 - NI4
t.g t. [km]

[mgal]
0,5 1,0

maks. 0,069 0,048

min. -1,148 -0,799

sred. -0,012 -0,012

rms 0,046 0,049

st. dev. 0,044 0,047
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Da bismo kod metoda NI4 i FFT4 izolirali doprinos pretpostavljenog modela gusto­
će, istražit ćemo odnos s korekcijama reljefa tab. 5-4 iz rada (Brkić i Bašić 2000).
Tablica 6-3 pokazuje u slučaju glatkog horizonta PT vrlo malu razliku korekcija
reljefa, a slika 6-3 dominantnu korelaciju s DMR. Područja pozitivnih vrijednosti
razmatranih razlika istaknuta su na slici 6-3 izolinijama.

Tablica 6-3. Usporedba NJ4 i FFT4 te-a s PPT = const., d PT = const., s Nll i FFT2.

NI4 - Nll FFT4 - FFT2
t.g D [km] t. [km]

[mgal]
0,5 1,0 0,5 1,0

maks. 0,155 0,096 0,023 0,012

mm. -0,030 -0,027 -0,020 -0,012

sred. 0,000 0,001 0,000 0,000

rms 0,003 0,003 0,001 0,001

st. dev. 0,003 0,003 0,001 0,001
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Slika 6-3. Te-razlike N/4 i Nll (lijevo), FFT4 i FFT2 (desno). Inkrement 0,5 hm.

Prvi ciklus računanja pokazao je da pri računanju korekcije reljefa doprinos pretpo­
stavljenog prostornog modela gustoće postaje zamjetljiv već u slučaju glatkog pod­
zemnog horizonta, posebice kod metode prostorne domene NI4. Sljedeći ciklus
(tablica 6-4 i slika 6-4) uključuje kompletne DMPTD i DMPTG u računanje.

Tablica 6-4. Korekcija reljefa metodama N/4 i FFT4 uz PPT ;t, const., dPT ;t, const.

NI4 FFT4
~g

~ [km] ~ [km]
[mgal]

0,5 1,0 0,5 1,0

maks. 7,163 4,111 6,157 3,435

mm. 0,001 0,001 0,001 0,001

sred. 0,111 0,093 0,100 0,082

rms ±0,323 ±0,275 ±0,282 ±0,231

st. dev. ±0,304 ±0,259 ±0,263 ±0,215

Slika 6-4. Te-metode N/4 i FFT4 uz PPT ;t, const., dPT ;t, const. Inkrement 0,5 hm.
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Usporedimo u sljedećoj tablici FFT4 i NI4 te-rješenja jednakih inkremenata. Dok je
rang razlika uporabom pravih PT digitalnih modela porastao, srednje vrijednosti i
rms-razlike slične su onima u tablici 6-2. Uočimo, u odnosu na prethodni ciklus,
porast iznosa i jasnu distinkciju pozitivnih vrijednosti razlika vezanih uz vertikalni
gradijent gustoće, na slici 6-5 istaknutih crtama izolinija.
Iz slike možemo zaključiti i da je jedna od korištenih metoda znatno osjetljivija na
formulaciju modela gustoće. Daje to metoda NI4, vidljivo je već iz tablice 6-3. Uvo­
đenjem DMPTD i DMPTG bit će razlike redefiniranih i metoda s modelom površin­
skih gustoća naglašena pojačane upravo kod metoda prostorne domene. To se vidi u
tablici 6-6 i lijevom dijelu slike 6-6, gdje se posebno jasno ocrtavaju obrisi vertikal­
noga gradijenta gustoće. I na toj su slici pozitivne vrijednosti razmatranih razlika
istaknute crtama izolinija. Budući da utjecaj pretpostavljenog prostornog modela
gustoće može iznositi i do 0,5 mgala,jošjednom valja naglasiti važnost pouzdanosti
ulaznih digitalnih modela u proračun te-a.

Tablica 6-5 i slika 6-5. Usporedba metoda FFT4 i N14 uzPPT .ć const., dPT .ć const.

FFT4 - NI4
t.g

t. [km)[mgal)
0,5 1,0

maks. 0,432 0,410

min. -1,006 -0,730

sred. -0,011 -0,011

rms 0,047 0,049

st. dev. 0,045 0,048
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Tablica 6-6. Usporedba NI4 i FFT4 te-a uz PPT ;: const. i dPT;: const., s Nll i FFT2.

NI4 - Nll FFT4 - FFT2
L'>g

L'> [km) L'> [km)
[mgal)

0,5 1,0 0,5 1,0

maks. 0,476 0,128 0,021 0,005

min. -0,384 -0,362 -0,078 -0,034

sred. -0,001 -0,001 0,000 0,000

rms 0,009 0,009 0,001 0,001

st. dev. 0,009 0,009 0,001 0,001
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Slika 6-6. Usporedba NI4 i Nll (lijevo) te FFT4 i FFT2 (desno). Inkrement 0,5 km.

7. Zaključak

Temeljna je svrha ovoga rada uvođenje prostornog modela gustoće u proračun ko­
rekcije reljefa. Predložena jednostavna, linearna funkcija gustoće ugrađena je u defi­
niciju korekcije reljefa, u prostornoj te posebno u spektralnoj domeni. Doprinos pret­
postavljenoga prostornog modela gustoće u korekciji reljefa dobivenoj egzaktnom
numeričkom integracijom NI4, odnosno kvadratičnom aproksimacijom FFT4, pro­
cijenjen je usporedbom s rezultatima egzaktne numeričke integracije Nll, odnosno
kvadratične aproksimacije FFT2, opisanima u (Brkić i Bašić 2000). Budući da se
rrns-vrijednosti doprinosa kreću unutar 0,5 mgala, možemo zaključiti da NI4 i FFT4
mogu biti korišteni prilikom rješavanja problema graničnih vrijednosti fizikalne geo­
dezije. Prema tome, temeljna svrha ovog rada može se smatrati ispunjenom.

Potom je trebalo razmotriti u kakvom odnosu stoje metode NI4 i FFT4. Stoga je
kao 'referentno' te-rješenje definirano ono dobiveno metodom NI4 uz korištenje di­
gitalnih modela s inkrementom 0,5 km. Pronađeno je da najmanje odstupanje
FFT4 od referentnog te-rješenja nastupa uporabom 0,5 km digitalnih modela. Iako
to odstupanje može u ekstremnim vrijednostima biti veliko i značajno, uporaba



Brkić, M.: Korekcija reljefa uz prostorni model gustoće, Geod. list 2001, 1, 3-18 17 

FFT4 kao zamjenske metode za NI4 prihvatljivo je budući da su rrns-točnosti unu­
tar ±0,5 mgala.
U računanjima su, osim digitalnih modela visina i površinskih gustoća, korišteni i
digitalni modeli dubina i gustoća PT baze sedimenata. Da bi se istražila osjetljivost
formulacije korekcije reljefa na varijabilnost PT-horizonta, provedena su dva ciklu­
sa računanja. Prvi, u kojem se pretpostavio 'gladak' PT horizont, aproksimiran
srednjim vrijednostima dubina i gustoća, te drugi, gdje su korišteni kompletni PT
digitalni modeli. Iako to u ovom radu nije pokazana, iznosi najvećih razlika FFT4 i
NI4 te-a prvog i drugog ciklusa manji su od 0,08 mgala, uz rms oko ±0,002 mgala.
To ipak ne znači da ta nova te-formulacija 'trpi' i uporabu ne previše realističnih di­
gitalnih modela. Nerealističnost podataka, numerička nestabilnost pretpostavlje­
nog modela gustoće (u slučaju bliskosti površine i horizonata) te, dodatno, nekonzi­
stentnost podataka mogu rezultirati u umjetno visokim vrijednostima i promjena­
ma vertikalnoga gradijenta gustoće, čiju je strukturu dalje moguće pratiti u te-rje­
šenjima i usporedbama. To je posebno jasno uočljivo kod metode prostorne dome­
ne: metoda NI4 daleko je osjetljivija nego FFT4 na aktualnu formulaciju modela
gustoće. Moglo bi se pokazati da ovisno o kontaminaciji pogreškama, NI4 daje ne­
realistično visoka, pa čak i u potpunosti razorena te-rješenja.
Vezano uz učinkovitost razmatranih metoda prostorne i spektralne domene, valja
ponajprije istaknuti značajan napor u slučaju računanja te-a metodom NI4. Nara­
čunalu HP Vectra VL egzaktna numerička integracija NI4 za odabrana test-podru­
čje i inkremente 1 i 0,5 km traje 0,68 hi 9,67 h, što je približno dvostruko duže nego
u slučaju numeričke integracije Nll, korištene u (Brkić i Bašić 2000). Upravo zbog
vremenske neučinkovitosti metode NI4, nije bilo moguće provesti računanja za one
inkremente ulaznih mreža od kojih bi se očekivala najtočnija te-rješenja. S druge
strane, znatne vremenske uštede mogu proizaći uporabom metode FFT4: proraču­
ni tada traju samo 4,56 i 23,99 sekunde, što potvrđuje neusporedivu učinkovitost
spektralnih metoda.

ZAHVALA. Na plodnim razgovorima te ustupljenim digitalnim modelima zahva­
lan sam pro]. dr. se. Tomislavu Bašiću, dekanu. Geodetskog fakulteta Sveučilišta u
Zagrebu.
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Terrain Correction by Means
of Spatial Density Model

ABSTRACT. Simple, linear density function was implemented iri the planar terrairi
correction (te) approxirnation. The methods of exaet numerical integration. and Fast
Fourier Transform. far the te quadratic approximation were redefined to include, be­
sides height and surface density digital models, the subsurface horizon's depth and
density digital models as uiell, in our ease the horizori being PT base of the sedi­
ments. Iri accordance to this, the terrain. correction was computed far uarious fine­
ness of the digital models in the ehosen area of the Republic of Croatia. The redefi­
ned methods were eompared with numerical integration and FFT methods in whieh
only surface uariable density model was utilized. The relationship of the redefined
spatial and speetral domairi methods was inuestigated, as well as their sensitivity to
the chosen density model. Superior time effieieney of the FFT was confirmed. lt was
shouni that the terrain correction. with proposed spatial density model ean be used in
praetiee in soluing physieal geodesy problems.

Key Words: terrain correction, density model, numerieal integration, FFT
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