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Pregledni znanstveni Clanak

POLUMIJER ZAKRIVLIENOSTI MERIDIJANSKE ELIPSE

Miljenko LAPAINE — Zagreb®

SAZETAK. Prikazano je sedam razlicitih matematickih izvoda za polumjer zakrivijenosti
meridijanske elipse. Ni jedan od njih ne zahtijeva osobito znanje iz matematike i u tom
smislu moze se reci da su svi medusobno ravnopravni. Medutim, ono po cemu se bitno
razlikuju je njihova duljina. Najstariji, ali wjedno najkraci i najljepsi medu njima je
Helmertov izvod iz 1880. kojim se na izravan nacin stize do cilja.

1. UVOD

Zakrivljenos¢u K krivulje u njezinoj tocki 4 naziva se grani¢na vrijednost omje-
ra kuta izmedu pozitivnih smjerova tangenata u tockama 4 1 B i duljine luka 4B
kad duljina luka AB tezi prema nuli, tj. kada se to¢ka B priblizava tocki 4. Zakrivlje-
nost K ima predznak + ili — ovisno o predznaku tog limesa. Zakrivljenost ¢esto
smatramo pozitivnom veli¢inom, razumijevajuci pod time apsolutnu velic¢inu navede-
nog limesa.

i Polumjerom zakrivljenosti R u tocki 4 krivulje naziva se veli¢ina recipro¢na zakriv-
jenosti:

A (1.1)

Sto je veéa zakrivljenost krivulje u blizini zadane togke, to je veéi K, a to manji R
u toj tocki. Kruznica s polumjerom a ima zakrivljenost K= 1/a 1 polumjer zakrivljenosti
R=a. Za pravac K=0, R =ce. Za druge krivulje zakrivljenost se mijenja od tocke do
tocke.

Za racunanje zakrivljenosti, odnosno polumjera zakrivljenosti, postoje razli¢ite for-
mule. Tako se primjerice, u Matemati¢kom prirucniku Bronstejna i Semendjajeva (1975)
mogu naci sljedece formule za racunanje polumjera zakrivljenosti:

_ ds

R (1.2)

dex

gdje je ds diferencijal duljine luka, a da diferencijal odgovarajuceg kuta izmedu pozi-
tivnih smjerova tangenata u krajnjim to¢kama luka ds.
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Nadalje, ako je jednadzba krivulje zadana u cksplicitnom obliku y = f/(x),

R==———5—=— (1.3)

ako je zadana u parametarskom obliku x = x(1), y = ¥(1),

" 4\ 312
(x*+57%)

R=—rv—— (1.4)

)
X oy

ako je zadana u implicitnom obliku F(x, y, z) =0,

3/2
(F2+F})
R=———— (1.5)
F\\ F\l F‘.l‘
FI\ rl'l !‘—_l'
F, F, 0

¥

ako je zadana u polarnom obliku p =p(1),

2 2332
(p>+p") .
= .6

Nadalje, u istom se priruc¢niku moze naci i formula za polumjer zakrivljenosti elipse
s poluosima a i b:

243 .\'2 \"2 v
R=ab’'|—+—| . 1.7)
LJ 14] :

p)

Pogledamo li u geodetsku literaturu, vidjet ¢emo da se tu susre¢emo s polumjerom
zakrivljenosti meridijanske elipse koji se obi¢no oznacava s M i zapisuje u obliku

2,2 1—e2
i = ab - a( - ) (1.8)

[a:" cos” ¢ +b? sin’ zp)3 i (] —e¢?sin’ go]m ,

gdje ¢ oznacava geografsku Sirinu promatrane tocke, a e prvi numericki ekscentricitet
elipse. Takoder se u geodetskoj literaturi moZe uoéiti da su matematicki izvodi formule
(1.8) gotovo redovito nezgrapni i relativno dugacki. S obzirom na veéi broj postojecih
formula koje nam stoje na raspolaganju (1.2)—(1.6) i relativno jednostavan oblik konaéne
formule (1.7) ili (1.8), postavlja se pitanje moze li se izvod takve formule pojednostaviti.
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2. PRVI 1ZVOD

Kod Jordana i Eggerta (1923), Horvata (1931), Baeschlina (1948), Zakatova
(1953), Cubrani¢a (1974a i 1974b) i Coli¢a (1986) nalazimo sljede¢i izvod. Polazeci od
kanonskog oblika jednadzbe clipse

Sopdius @2.1)
32 2
nakon deriviranja
R A @2)
a- b
dobivamo
: bix
L S LN T Y (2.3)
dx ay

U relaciji (2.3) s ¢ je oznafena geografska Sirina, odnosno kut izmedu normale na
meridijansku elipsu u promatranoj tocki i osi x. Odatle mozemo izraziti

2

L= a—, ctg ¢ (2.4)
y b

Shvatimo li izraze (2.1) i (2.4) kao sustav dviju jednadzbi s nepoznanicama x i y,
mozemo nakon njihova rjeSavanja doci do izraza

2 > 1
acos b= sinp
x= 3

2 2 2 2 ’ {2‘5)
Ja'cos”«p +b"sin" ¢

Ja: cos’ p+b’sin’p

koji je jednadzba elipse u parametarskom obliku, pri ¢emu je parametar geografska
Sirina . Nadalje, uzevsi u obzir definiciju prvog ekscentriciteta

. | el (2.6)
a

jednadzbe (2.5) mogu se napisati i u obliku

acos ¢ a(l-¢’)sing

\[l-ezsinzt,o‘ - Jl—ezsinz(p

Polumjer zakrivljenosti M meridijanske elipse u bilo kojoj tocki moze se dobiti iz
poznatoga matemati¢kog izraza za polumjer zakrivljenosti:

i 2
(%) ]
dx
M== s . (2.8)
d-

dx

(2.7)

I | 2

o

]
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Prema (2.3) je:

dy
g (2.9)
dx
pa je:
2y d !
ﬂ_}.: iﬁ _"0, [.,_[Q) =— (2.10)
dx=  sin ¢ dx dx sin” ¢

Treba jo§ odrediti veli¢inu Tq)- Iz prve jednakosti izraza (2.5) mozemo dobiti
ax

dr
dp’

“"t az . 2 2 7 e 9

I_= 2I:—sm{pJ{:'cos'fp+h“sm“(p-

e (Jazcoszxp+bzsin2qa

—-a’ ingp+bsi
— a cos:gosn:go 1‘1111:}3(:059‘)
Ja'cos“qp+b‘sin'¢p

dx —a?

E= === — [singo(a‘cos'(p+b'sin'(,o)+(—a‘+b‘)singocus‘{p]
[Ja"cos"w-i-b"sm‘qp)

P

L. = = b sing (sin3 p+cos’ (,o)
d‘P 5 5 3 .3 4
(Ja"cos"«p+b"sm"go
odakle
. S /i
dp (a”cos”go+b' sm'rp) .00
dx a’bh?sing a

pa je prema (2.10):

2 2 S ) 32
v (dcos’p+b7sin’p) _
o T : 2.12)
dx” a“b”sin” ¢

Uvrstimo i (2.10) 1 (2.12) u (2.8), ispustivii pritom predznak minus smatrajuéi
veli¢inu duljine polumjera pozitivnom, mozemo dobiti:

2,2 a(1-¢*
M= a’y __ e ., (2.13)

(a* cos® p+b*sin’ go)irz (1-e”sin’ (p)}:-
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3. DRUGI IZVOD

Kod Sveénikova (1953) i Muminagi¢a (1981) nalazimo sljedeci izvod. Iz matema-

tike znamo da se polumjer zakrivljenosti neke krivulje y = f(x) ratuna po formuli
3
(1+57)?

p=———"1:. (3.1)
v

"Lakse" (pod navodnike stavio M. Lapaine) éemo do¢i do rezultata ako podemo
od opée definicije polumjera zakrivljenosti

. AS _dS
p=lim —=

= 3.2
Ac=0 A da )

prema kojoj je polumjer zakrivljenosti grani¢na vrijednost kvocijenta prirasta duljine
luka krivulje AS i prirasta kuta Aa, koji zatvara tangenta u promatranoj tocki s pozi-
tivnim smjerom osi x kada A« tezi nuli. Primijenit ¢emo to na meridijansku elipsu. Kako
nam ni dS, ni de nisu poznati, do rjeSenja ¢emo doci posredno. Za tu svrhu uzmimo na
elipsi dvije beskonaéno bliske tocke. Duljina je luka izmedu njih

(!S:Jd,t‘l-i-dyz =dx 1+[iﬁ—] : (3.3)

dx

Kut izmedu tangenata u tim dvjema tockama je da 1 jednak je takoder kutu izmedu
normala na elipsu u tim tockama jer se radi o kutovima s okomitim kracima. S obzirom
na definiciju geografske $irine, mozemo napisati @ = 90" + ¢ i odatle

dy
—=tga=-=cigep (3.4)
dx

i da = dip. Ako to uvrstimo u (3.3) dobit ¢emo
TAY 3 ]
‘1—=\}I+ctg"(p::— —, (3.5)
dx

Predznak minus je izabran zato jer pozitivnom prirastu kuta ¢ odgovara negativni
prirast apscise Xx.

. .. dS . o ds : ;
Na temelju (3.2) treba nac¢i odnos -—d , ili §to je isto I_ Do sada nismo nasli
a ¢
funkciju koja povezuje duljinu luka S sa Sirinom ¢. S obzirom da smo dobili izraz za

dS L% x . i s o i
—, ako jo§ nademo ——, moZemo rijesiti problem jer je
dx dp

ds _ dS dx

—= ; 3.6
dp  dx dp (3.6)

Funkciju koja povezuje x i ¢ veé¢ smo izveli (! Ovdje je taj dio izostavljen, jer je
i bez toga izvod pretjerano dugacak. Opaska M. Lapainea.):

"
x=acosp (1—¢’sin’p) 2. (3.7)
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Nakon logaritmiranja izraza (3.7), diferenciranja i uvritavanja izraza za x iz (3.7),
mozemo dobiti

I 2¢? sing cosg
—dyp,

dx 2
—=-lgpdp+- 5 (3.8)
X 2 l-esin® g
dc _ asing ae’sing cos’ ¢ _
26in2 TP 3
dp Jl-—e sin“ ¢ J(l"'t".‘ill’]'(ﬂ)
RS SR VOU KOS W .,
= - (! e sin"p—e”cos (,0]— (3.9)

(1-e’sin*p)

a[l-e:}simp

e STy | 3 '
(l —e~sin” (p)
pa je polumjer zakrivljenosti meridijanske elipse

‘ 1-¢? :
M=_‘§=§“_‘:;‘(_L)_T_ (3.10)
dp dx dp ( Y

I—ezsinzqo]

4. TRECI 1ZVOD

Kod Tardija i Laclavérea (1951), Sveénikova (1953), Groimanna (1976), Morozova
(1979) te Meissla (1981) nalazimo izvod vrlo slican sljedeéem. Po definiciji polumjera

zakrivljenosti (1.2) mozemo za elipsu napisati
ds
] @1
dp

gdje je ¢ geografska Sirina. Izracunajmo posebno ds i dip. Iz jednadzbi elipse u para-
metarskom obliku

X =acosu, yv=hsinu (4.2)

gdje je parametar « poznat pod nazivom reducirana §irina, mozemo izracunati potrebne
diferencijale

dx =—asinudu, dy =bcosudu (4.3)
1 odatle
ds® = dx’ +dy* = (“2 sin® u+ b cos’ u) du®. (4.4)
Uzevsi u obzir definiciju geografske Sirine i njezinu vezu s normalom na clipsu,
mozemo napisati
dx

a
lgp=——="1g 45
gp===7 gu (4.5)
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5 1 b* cos u .
cos = —=— —— (4.6)
l+tg"p a sin"u+b cos™ u
Nakon diferenciranja (4.5) dobivamo
dp = 2 cos” ¢ du= 2 du (4.7)
b cos®u a’sinfu+bicos’u '
Uvrstimo li ds iz (4.4) i dip iz (4.7) u (4.1), dobivamo
2 5 432 ]
(a' sin? u+ b’ cos’ n) - ¥ 2 Mz
M= =abh’| —+—1 - (4.8)
ab a b

Uvrstavanjem x i y iz izraza (2.7) izravno se dolazi do formule za polumjer zakriv-
ljenosti meridijana M u obliku (2.13).

5. CETVRTI IZVOD

U 10. izdanju poznatog priruénika Jordana, Eggerta i Kneissla (1958) nalazi se
sljedeéi izvod. Iz jednadzbi elipse u parametarskom obliku

X=acosu, v=bsinu (5.1)
mozemo izracunati potrebne diferencijale

dx =—asinudu, dy = b cos u du (5.2)
i odatle
ds® = dx* +dy* = (a: sin® u+b* cos’ u) du’. (5.3)

Prema definiciji polumjera zakrivljenosti (1.2) mozemo za clipsu napisati

ds
M=—, 4.1
0 4.1)

gdje je ¢ geografska Sirina. Uzevsi u obzir definiciju geografske Sirine i njezinu vezu s

normalom na elipsu, moZemo napisati

d
bl tgu (4.5)

te = —_——
89=" 0 b

Nakon diferenciranja (4.5) dobivamo

dw:ﬂcos;god" (4.7)
b cos”u

Uvrstimo li sad ds iz (5.3) i dp iz (4.7) u (5.1), dobit ¢emo
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2 . 2 2 2 ]
_ \/a‘sm“u-!-b”cos'u dubcos”u _

M s =
duacos™

5 y (5.4)

bcos™u 5 2 2 becos'u [5 5 2

=— (a tg"u+b‘)cos”u =——F—ya'tgu+b-.

acos™ ¢ acos
Jos treba reduciranu Sirinu u izraziti pomoéu geografske Sirine . Kako je
1

(3.5)

b
COsu=—=——= 1 lgu=—tgoy,
Vi+tgou 2

1 f b’ 3
= az’—, lgztp'f'h" =
cos” a”

b’ \/] +tg2{p =

" acos’ I T 5.
O w[Ju‘cos‘q)+h"sin“q:J 58}

to iz (5.4) slijedi

2 2
a-cos” ¢

b »
cos¢ N a’h?

N a cos’ W (2 3 S e
-%(azcos“(p+bzsin*q>] (H cos“p+b sm"fp)
a cos ¢

6. PETI IZVOD

U 10. izdanju poznatog prirucnika Jordana, Eggerta i Kneissla (1958) nalazi se jos
1 sljedeci izvod za polumjer zakrivljenosti meridijanske clipse. Ako je jednadzba krivulje
zadana u parametarskom obliku, tada se polumjer zakrivljenosti ra¢una po formuli:

wid .2 32
(,‘c“ +y'}

M= (1.4)

x y

Xy

Izracunamo i iz
X=acosu, y=bhsinu, (4.2)
potrebne derivacije

X =—asinu, y=bcosu, (6.1)

X=—acosu, y==bsinu, (6.2)
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1 uvrstimo ih u (1.4), imamo
- IO 2 2 32 IR 3 2 432
[a' sm'u+b‘cos“u} (a“ sin“u+b- cos” n)

—asinu bcosu ab
—acosu —bhsinu
Kako je
5
. g~ 5 | . b
sin®u= £ Ii ,  cosTu= - 1 lgu= = tg . (6.4)
1+1g-u 1+tgu a
to iz (6.3) slijedi
M= il - (6.5)

(a2 cos’ p+b? sin’ cp)L

7. SESTI 1ZVOD

Abakumov je (1949) dao sljedeéi izvod za polumjer zakrivljenosti meridijanske
clipse. Pretpostavimo da smo izveli, kao u 2. poglavlju ili nekako drugacije, jednadzbu
meridijanske elipse u parametarskom obliku

acos a(l—ez)sinp a0
= yE—— .
Ji—e’sin’gp \)l —e*sin’ P

gdje je parametar ¢ geografska Sirina. Osim toga znamo definiciju geografske Sirine
prema kojoj se moze napisati
dy

;:—[1 3 72
dx P ()

Nadalje imamo

ds= \!dxz +dy? =—dx |1+ :?}: = —d_\"fl tetg’p = -—_ﬂ (7.3)
= sin ¢
1 zatim
M=£=— _] i!l (7.4)
dp sin ¢ dp

Predznak minus uzet je zbog pretpostavke o pozitivnoj orijentaciji meridijanskog
luka. 1z (7.1) deriviranjem dobijemo

, i 1 % =i/2 o =
—a sin l—e“51n350+a cos (p — 1—e?’sin’ 2e” sing cosp

E_ 1—e’sin’p




136 Lapaine, M.: Polumjer zakrivljenosti meridijanske clipse, Geod. list 1997, 2, 127- 138

de.  =a simp(l —e?sin’ ¢)+asing e’ cos’ p

dp (l—ezsinzf,o]m

. oD . 2
d\ r:smtp(l—e SINT (p—e” Ccos tp) —usmcp(l—c )
312 = 342"

dp (1—¢*sin® p) (1—e*sin’¢p)

Uvrstimo li dobivenu vrijednost u (7.4), imat ¢emo

a(]—ez)

M= — e . (7.5)
[1 —e”sin” ¢p]
Vrlo sli¢an izvod ovome dao je Helmert jo§ 1880. godine, a koji se izlaze u slje-

deéem poglavlju. Pri tome je dobro uo€iti ucinjenu razliku u pristupu koja znacajno
skracuje 1zvodenje.

8. SEDMI IZVOD
Helmert je (1880) dao sljedeéi, fascinirajuce kratki izvod za polumjer zakrivljenosti

meridijanske elipse. Pretpostavimo da smo izveli, kao u 2. poglavlju ili nekako dru-
gacije, jednadzbu meridijanske elipse u parametarskom obliku

acos y:a(l-ez)sintp @
\!] —e’sin’ @ JI—e’sin’ g

gdje je parametar ¢ geografska Sirina. Osim toga znamo definiciju geografske Sirine
prema kojoj se moze napisati

=it (82)
gy & .
Ako cos ¢ izrazimo pomocu tg ¢, na temelju (8.2) moZzemo napisati

1 B dy _dy

cosp = — = =y (8.3)
Jl+tg“go J(ﬂr3+({v' ds
1 zatim
_ds _dsdy _ dy _ dy
dgo dl dxp ~cospdp  d(sing)
(8.4)

1’1—0 sin’ ¢ + —————— e’ sin’ (p "
J1—e?sin’ P _ “'(l""b]

(1-¢’sin’ ) (l—ezsinztp)

=a(1—ez)

T
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9. ANALIZA 1 ZAKLJUCAK

Uoéeno je da se u geodetskoj literaturi moze naci veci broj razli¢itih matematickih
izvoda formule za racunanje polumjera zakrivljenosti meridijanske elipse. S obzirom na
ve¢i broj postojeéih formula za racunanje polumjera zakrivljenosti bilo koje krivulje koje
nam nudi matematika i relativno jednostavan oblik konacne formule (1.7) ili (1.8) za
elipsu, autor ovoga rada postavio je pitanje koji je izvod takve formule najjednostavniji.

U ovome je radu prikazano sedam razli¢itih izvoda. Ni jedan od njih ne zahtijeva
neko posebno znanje iz matematike i u tom smislu moze se re¢i da su svi medusobno
ravnopravni. Medutim, ono po ¢emu se bitno razlikuju je njihova duljina. Najkraci su
drugi izvod iz 10. izdanja poznatog priruénika Jordana, Eggerta i Kneissla (1958) pri-
kazan u ovome radu u 6. poglavlju te Helmertov izvod iz 1880. prikazan u 8. poglavlju.
U spomenutom izvodu Jordana, Eggerta i Kneissla (1958) radi se s reduciranom Sirinom
u i na kraju prelazi na geografsku Sirinu ¢. Zato, ako bi trebalo medu svim izvodima
izabrati najkra¢i i najljep$i, onda je to Helmertov izvod, kojim se na izravan nacin, a
istovremeno najkracim putem stize do cilja.
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CURVATURE RADIUS OF THE MERIDIAN ELLIPSE

SUMMARY. Seven various mathematical derivations for the curvature radius of
meridian ellipse are presented. None of them requests some special knowledge in mathe-
matics, and hence one could say, that they are all on an equal footing. However, their
length is the element that makes them distinguish from each essentially. The oldest, but
also the shortest and the nicest among them 1s Helmert's derivation from 1880 by which
it is possible to reach the aim directly.
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