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DUPINOVA INDIKATRISA
Miljenko LAPAINE — Zagreb'

SAZETAK. Prikazane su dvije interpretacije Dupinove indikatrise koje najcesce susre-
c¢emo odvojeno u literaturi. Izvedene su formule Dupinove indikatrise za plohu zadanu
u eksplicitnom i implicitnom obliku. Matematicka razmatranja ilustrirana su na geo-
detskim primjerima: sferi, rotacijskom elipsoidu te nivo-plohi potencijala sile teZe.

1. UVOD

Dupinova indikatrisa ili indikatrisa zakrivljenosti je konika koja daje zornu pre-
dodzbu o zakrivljenosti plohe u okolini promatrane tocke. Ona se mozZe interpretirati na
dva nacina, ali je znakovito da se u literaturi najéesce pojavljuje jedna (Markovi¢ 1965,
Lipschutz 1979, Heck 1987, Zarinac-Fran¢ula 1990) ili druga interpretacija (Baeschlin
1948, Abakumov 1949, Tardi i Laclavere 1951, Zivkovi¢ 1972, Cubrani¢ 1974, Moritz
1 Hofmann-Wellenhof 1993). Tek se iznimno mogu naci oba pristupa (Jordan/ Eg-
gert/Kneissl 1961). U ovome ¢e radu obje interpretacije biti rasvijetljene sa stajalista
diferencijalne geometrije i ilustrirane na geodetskim primjerima: sferi, rotacijskom elip-
soidu te nivo-plohi potencijala sile teze.

Neka je zadana ploha jednadzbom u obliku

z=z(x, ¥). (1.1)
Kao Gaufiove parametre na njoj uzmimo same pravokutne kartezijeve koordinate

X, y 1§ time mozemo za vektor polozaja dobiti prikaz
F=xi+yj+z(x,0)k. (1.2)

Parametarske linije su krivulje y = const. i x = const., to su presjeci plohe s ravni-
nama paralelnim koordinatnim ravninama x, z, odnosno y, z. Iz (1.2) deriviranjem do-
bijemo

Fo=i+zk, Fo=jtz,k. (1.3)
gdje smo oznacili
. or dz . or 0z
To=o—y  Ze =y E=% &5 == 1.4
Toox Toox Yoy T oy 4
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Odatle
=1+z (1.5)
Prema tome

ds’=Edx* +2F dxdy+Gdy* = (I +-:_3)d.\'2 +22,2, d[\'dy+(l +.‘:E}ﬂ{}‘“. (1.6)

EG-F*=l+z;+z]. (1.7)
Jedini¢ni vektor normale na plohu je
T X7y - o =
o= = 1 (~zii-z, j+k) (1.8)
I’rx;} ~J1+Zt+2; .
Nadalje,
FJr.\r =Zn ’{‘ ’ E\'_r =z xy i‘. ) jflﬂ' = z):\' I‘ “9)
i odatle
L=ifFy =
l¥z:%2Z,
- - z, 3
M=iF, == (1.10)
! S
1+2z; +z,
N=n"n, = H‘-: %
l+z;+2]

Dakle, druga diferencijalna forma moze se napisati u obliku

L +2M drdy+ N dy? =~ (2, de + 22, dvdy + 2,, dy?). (1.11)

U posebnom sluc¢aju ako je

2,=0,  z,=0, (1.12)

izrazi (1.10) 1 (1.11) se pojednostavljuju i glase
L=z, M=z, N=z,, (1.13)
Ldx* +2M dxdy+N dy” =z, dx* +2z,, dxdy +z,, dy*. (1.14)

2. DUPINOVA INDIKATRISA

_ Zelimo detaljno istraziti normalnu zakrivljenost u nekoj toc¢ki P, plohe. Pretposta-
vimo da je P, ishodite koordinatnog sustava i da je ravnina x, y ujedno tangencijalna
ravnina na plohu u tocki P, (slika 1). Tada je
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(2.1
(2.2)
(2.3)

Slika 1.

Sad moZemo napisati izraz za normalnu zakrivljenost plohe u promatranoj tocki

o Ld’+2Mdxdy+ Ndy® _ Ldx®+2M dxdy+ N dy’

= - < S = (2.4)
Edx"+2F dxdy+Gdy~ dx” +dy~
S obzirom da k,, ovisi samo o omjeru dx/dy, mozemo pretpostaviti da je
dl+dy =1 (2.5)
i staviti
dx = cos 0, dv=siné. (2.6)
Dakle,
K, =L cos® @+ 2M cos 6 sin @ + N sin? 6. 2.7
Konaéno, stavimo i
|k, | = l, (2.8)
#
i
x=rcosf, y=rsinf 2.9)
dobijemo
L2 +2Mxy+Ny2=+]. (2.10)

Jednadzba (2.10) odreduje koniku u ravnini x, y koja se naziva Dupinovom indika-
trisom. Mozemo dakle reci da je Dupinova indikatrisa ili indikatrisa zakrivljenosti rav-
ninska krivulja koja daje zornu predodzbu o iskrivljenosti plohe u okolini promatrane
tocke. Dupinova indikatrisa lezi u tangencijalnoj ravnini na plohu u promatranoj tocki.

Ona je skup krajeva segmenata duljine !/J[x,,[‘ gdje je |:c,,[ apsolutna vrijednost nor-

malne zakrivljenosti plohe u promatranoj tocki u smjeru 6, polozenih od te tocke u
smjeru 6 u tangencijalnoj ravnini.
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Pazljivijim ispitivanjem moZemo zakljuéiti da Dupinova indikatrisa ne moZe biti
bilo koja konika. Odgovarajuée razmatranje moze se provesti primjenom op¢eg postupka
klasifikacije konika, kako su ga primjerice opisali Lapaine i Jovi¢i¢ (1996). Rezultati
takva ispitivanja bit ¢e sljedeci:

Ako je P, elipticka tocka (LN — M > 0), tada je indikatrisa clipsa. Ako je P, hiper-
bolicka tocka (LN — M < 0), indikatrisa se sastoji od para konjugiranih hiperbola. Uzduz
jedne hiperbole &, je pozitivan, a uzduZ druge negativan. Zajednicke asimptote odgo-
varaju smjerovima za koje je &, = 0. U paraboli¢kom slucaju (LN -M=0, L* + N2+ M?
#0) indikatrisa je par paralelnih pravaca ¢iji smjerovi su takoder u smjeru za koji je
K, =0 (slika 2). U sluéaju ravnine (L = 0, N =0, M = 0) indikatrisa ne postoji (Lipschutz
1969).

’ P _— glavni smjerovi y
_glavni smjerovi
-~ = '.'/
glavni
\ smjerovi
x
X _'\\.;-.._:: \
(a) LN—-M2>0 (b) LN —M2< 0 € LN —Mi=0

L+ M2+ N4 O

Slika 2.

Svaka indikatrisa osim kruznice ima dva osobita, medusobno okomita smjera, smje-
rove glavnih osi konike, koji se nazivaju glavnim smjerovima, a uzduz kojih je zakriv-
ljenost minimalna, odnosno maksimalna. Te se zakrivljenosti nazivaju glavnim zakriv-
ljenostima (Zarinac-Francula, 1990).

Ako je indikatrisa kruznica, svi su smjerovi glavni i sve zakrivljenosti normalnih
presjeka medusobno jednake.

Poluosi Dupinove indikatrise (2.10) jednake su reciproénim vrijednostima rjeSenja
kvadratne jednadzbe

K2 —=(N+L)k, +LN-M*=0 2.11)
i mogu se napisati u obliku
[(L—NY? 2
| :K”:L-S—Ni (L=N) +4M . (2.12)
R, 7 2

Apsen (1949, str. 44, formula (a)) ima u svojem Geodetskom priru¢niku ekviva-
lentnu, ali nesto slozeniju formulu (vidi takoder Klak, 1974, str. 12, formula (32)) koja
uz odgovarajuce oznake glasi

1 ALN-M?)
R [+ NEJL-N)+4aMm?

(2.13)
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Iz formule (2.12) nije teSko izvesti sljedece izraze:

L+L=L+N. (2.14)
R R,
2L Ji-ny e (2.15)
R R, ' '
l =LN-M? (2.16)
R, R,
N
A i 2.17)
LN-M?
=g el HAM (2.18)
LN-M?
|
R| R2=__—.’. (219)
LN-M?>

Kut 6 iz relacije

N—L+y(L-N)+4M?

2M

daje smjer koji odgovara zakrivljenosti k|, odnosno polumjeru zakrivljenosti R,. Apsen
(1949) i zatim Klak (1974) imaju nekoliko formula kojima se izrazava dvostruki takav
kut. Na temelju tih formula sam kut nije jednoznaéno odreden i bez daljnjeg ispitivanja
ostaje nejasno koji smjer odgovara zakrivljenosti «,. a koji zakrivljenosti k, (Helmert
1884, str. 36-37, Jordan/Eggert/Kneissl 1967, str. 278).

tgld=

(2.20)

2.1. Primjer — sfera

Neka je zadana sfera polumjera R. Odaberimo jednu njezinu to¢ku P, i postavimo
koordinatni sustav x, v, z kao na slici 3, tako da toc¢ka P, bude najniza tocka sfere i ujedno
ishodiste koordinatnog sustava. Jednadzba sfere u izabranom koordinatnom sustavu glasi:

_\v2+_1-2+{:—R)3=R2. (2.1.1)

U okolini tocke P, jednadzba sfere u eksplicitnom obliku (1.1) je

(2.1.2)
Racunamo redom:
X y
Zy = R—_—,_v! .’._,. =E, {2'3]
R?-)? xy R?—x?
2y = 3 * ""-f.\ = = 30 :_.-_1- =3 3 (214}
(R-z) (R-2z) (R-2z)
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F,

Slika 3. Sfera

U toc¢ki P,(0,0,0) imamo

z,=0, z,=0, (2.1.5)
1 1
L=2, :E, M=:z,=0, N=z, =E (2.1.6)
Prema tome Dupinova je indikatrisa kruznica
Xyl
—+—=1 2.1.7
2t (2.1.7)

s polumjerom JR.

2.2. Primjer — elipsoid

Neka je zadan rotacijski elipsoid s poluosima a i b. Odaberimo jednu njegovu tocku
P, na ekvatoru i postavimo koordinatni sustav x, y, z kao na slici 4, tako da tocka P,
bude ishodiite koordinatnog sustava. Jednadzba elipsoida u izabranom koordinatnom
sustavu glasi:

Slika 4. Elipsoid
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2y (z=a)
4 —+———=1 2.2.1)

b= a° a

U okolini tocke P, jednadzba dijela elipsoida u eksplicitnom obliku (1.1) je

(2.2.2)
Moze se izraCunati da je:
2 -
gl X z, =2, (2.2.3)
bea==z T oa-z
& o =p* a®  xy a* b*-x*
ZpyS———, Zy S ————7, Zy =———r. (2.2.4)
e (a—z)3 2 g2 {a—z}" ¥ B (a—-z)3
U tocki P,(0,0,0) imamo
% sl o=
z,=0 z, =0, 14z 425 =1, (2.2.5)
1
L=z, ,=—, M=z,=0, N=z, =—. (2.2.6)
b2 : »
Prema tome Dupinova je indikatrisa u ovom primjeru elipsa
x> 3% 1
= 2.7
b® a a

s poluosima Jbzfa, Ja.

3. DRUGO TUMACENJE DUPINOVE INDIKATRISE

Jedno drugo geometrijsko tumacenje Dupinove indikatrise dobije se kad sec ploha
istrazuje u okolini zadane tocke pomocu razvoja u Taylorov red. Ako se nakon kvadrat-
nih ¢lanova uvede ostatak. tada Taylorov razvoj u diferencijalnom obliku funkcije

z=z(x,y) (1.1)

glasi
1 p
Az=z, Ax+z, Ay+5(z“ A 42z AxAy+z,, Ay‘)+R3‘ (3.1)
gdje je Ry mala veli¢ina treceg reda. Uz pretpostavku (2.1), (3.1) se pojednostavljuje u
1 2 2
Az = E(zu Ax?+2z,, AxAy+z,, Ay*)+ Rs, (3.2)
odakle se zbog (2.3) moze takoder napisati

Az=%(Lsz+2MAxAy+NAy3)+R3. (3.3)
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Sto zanemarivanjem ostatka R, prelazi u
1 B
A::E(LM“+2MAA'Ay+NAy2)‘ (3.4)

Kako se tocka P, nalazi u ishodiStu koordinatnog sustava x, y, z, moZemo zamijeniti
Ax, Ay, Az s x, y, z i dobiti 1z (3.4)

2z =Lx*+ 2Mxy + Ny, (3.5)

To je jednadzba paraboloida koji se u okolini tocke P, osobito dobro prilagodio
plohi (1.1). On se razlikuje od nje samo za zanemarene ¢lanove trec¢eg reda R;. Parabo-
loid ¢ija je jednadzba (3.5) naziva se priljubljujuéim ili oskulacijskim paraboloidom
(Schmiegungs-paraboloid).

Za presjek oskulacijskog paraboloida ravninom paralelnom tangencijalnoj rav-
nini €,

z=const.=0 (3.6)
i vrijedi
20 = Lx* + 2Mxy + Ny, (3.7)
odnosno
L , 2M 5
— X +t—xy+—yp° =1L 38
% BB E8)

Pusti li se da d varira, tj. pomice li se presje¢na ravnina u smjeru normale na plohu,
dobit ¢e se familija sliénih konika.

Za usporedbu, uotimo da je Dupinova indikatrisa promatrane plohe (1.1) u tocki
P, bila

Lx*+2Mxy + Ny =+ 1. (2.10)

Usporedba pokazuje da su konike (3.8) slicne Dupinovoj indikatrisi plohe u to¢ki
P,.. Sto je manja udaljenost o izmedu presjeéne ravnine ¢, i tangencijalne ravnine g, to
Ce se manje razlikovati presjecna krivulja (3.8) izmedu ravnine ¢, i oskulacijskog para-
boloida od presjecne krivulje iste ravnine s plohom (1.1) i za d = 0 obje presjecne
krivulje prelaze jedna u drugu. Odatle, i iz sli¢nosti krivulja (3.8) s indikatrisom (2.10),
proizlazi ispravnost sljedeceg stavka.

Stavak. Ako se neka ploha presjece ravninom koja je paralelna s jednom njezi-
nom tangencijalnom ravninom, to ¢e pri pomicanju presjeéne ravnine prema tangen-
cijalnoj ravnini presje¢ne krivulje plohe i ravnine ¢initi niz (infinitezimalnih) konika,
koje su sve sliéne Dupinovoj indikatrisi plohe u to¢ki dodira (Jordan/Eggert/Kneissl,
1961).

Kao Sto znamo, u okolini hiperbolicke totke ploha prolazi uvijek s obiju strana
odgovarajuée tangencijalne ravnine i indikatrisa se sastoji iz obje konjugirane hiperbole.
Stavak treba u tom slucaju razumijeti tako da su s jedne strane tangencijalne ravnine
presjeci izmedu paraboloida i ravnine sliéni jednoj od hiperbola, a s druge strane tan-
gencijalne ravnine presjeci su sliéni njoj konjugiranoj hiperboli.
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4. DUPINOVA INDIKATRISA PLOHE ZADANE U IMPLICITNOM OBLIKU

Pretpostavimo da je funkeija z od x i y umjesto u cksplicitnom obliku

z=z(x ) (1.1)
zadana u implicitnom obliku
W(x, v, z)=0. (4.1)
Deriviranjem jednadzbe (4.1) po x dobijemo
W.+W.z,=0 (4.2)
1 odatle
W
Z,=— W (4.3)
Sasvim analogno mozemo dobiti i derivaciju od z po y:
W,
z, = —”— 4.4)

Da bismo odredili druge parcijalne derivacije funkcije z, derivirajmo najprije rela-
ciju (4.2) po x. Vode¢i pritom raduna da je z funkcija od x. dobijemo

”:.’i.\' * ;V.I'I :.\ + (”:rt: + l““.‘.‘ z.(} Z‘ + IV: :"X.l' = 0 (45)
QOdatle izracunamo
W + 20, 2, + W, 23
W,

< xx

te kona¢no uzevsi u obzir (4.3)

_ ZW.,\': W-.\' PV: ik 'V.\'.K Iszz = "V:: Hf.\:
= : :

W

XX

(4.7)

Na analogan nacin, deriviravsi (4.2), odnosno (4.3) po y, mogu se dobiti sljedeci
1zrazi

_ (W\': W\' +IV|': PV,\' )H!: e PV:; IVI.' W‘y i PV.r_r sz

z,, 7 (4.8)
W W W, ~W, WE-W, W}
z,, =— = = (4.9)
' W:
Izvedene se formule znatno pojednostavljuju uz pretpostavku
w.=0, =0 (4.10)
Tada je

z,=0 z,~0, (4.11)

W, W, it
L=z, =-—-2, M=z, =—— N=z, =—-—% (4.12)

xx ””z * “xy u,: ' »w W__ =



362 Lapaine, M.: Dupinova indikatrisi, Geod. list 1996, 4, 353 367

4.1. Primjer — sfera

Pretpostavimo da je sfera iz primjera 2.1. zadana svojom jednadzbom u implici-
tnom obliku

Wx.p.2)=x2+y*+(z-RP-R*=0. (4.1.1)

Najprije ¢emo odrediti parcijalne derivacije
W.=2x, W, =2y, W.=2(z-R), (4.1.2)
We=2, W, =0, Wy=2 (4.1.3)

1 zatim njihove vrijednosti u tocki P,(0.0,0):
W,=0, ;{{‘,zo‘ W.=—2R, (4.1.4)

dok su druge parcijalne derivacije kao u (4.1.4). Sada mozemo primijeniti formule
(4.12):

W W, L
el WEeaRan, Na—Zel (4.15)
W. R . w. R

Uocava se da smo dobili iste vrijednosti kao u primjeru 1.2,

4.2. Primjer — elipsoid

Pretpostavimo da je elipsoid iz primjera 2.2. zadan svojom jednadzbom u implicit-
nom obliku

(O NN Y e ST (4.2.1)
b~ = a
Najprije ¢emo odrediti parcijalne derivacije
2 2y 2z-
W,==, w=2 p=29 4.2.2)
h~ Coat a-
2 2
Wo=—, Wy,=0, W, == (4.2.3)
b~ ' A
i zatim njihove vrijednosti u tocki P,,(0,0,0):
. 2
w.=0, W,=0, W.=-=, (4.2.4)
(4]

dok su druge parcijalne derivacije kao u (4.2.3). Sada mozemo primijeniti formule
(4.12):

W W,, W,
Le-——2wl. Me-—2zp e (4.2.5)
W, p= W W. a

Dobili smo iste vrijednosti kao u primjeru 2.2.
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4.3. Opcéi Zemljin elipsoid kao nivo-ploha

U prethodnom smo primjeru radi jednostavnosti pretpostavili da nas zanima zakriv-
ljenost rotacijskog elipsoida u nekoj tocki na ekvatoru. Uzmimo sada najopcenitiji slu-
¢aj, tj. odredimo Dupinovu indikatrisu u bilo kojoj tocki P, s geografskim koordinatama
¢ A, na Zemljinu rotacijskom elipsoidu. Jednadzba eclipsoida s poluosima @ 1 b u
kanonskom obliku glasi

2 2 2
x +L+~Z——=1_ (4.3.1)

Definirajmo lokalni koordinatni sustav x, v, z tako da tocka P, bude ishodiite, os
z postavljena u smjeru unutarnje normale na elipsoid u tocki P, os x postavljena u
smjeru meridijana koji prolazi tockom P, pozitivno usmjerena prema sjeveru te da je
pozitivni smjer osi y u smjeru istoka, tako da x, y, z bude desno orijentiran sustav. Veza
izmedu tog lokalnog koordinatnog sustava i geocentri¢nog sustava X, ¥, Z moZe s¢
izvesti ili pronaci u literaturi (npr. Morozov 1979):

X= [( Ny —z)cospy—x sizupn] cos Ay — v sind,
Y= [[ Ny —z)cosp, —x sin (p”] sind, + v cos 4 (4.3.2)
Z=(Ny—z)sing,+xcosp, — (’EN{, singy.

U toj je formuli s N, oznacen polumjer zakrivljenosti presjeka elipsoida po prvom
vertikalu u tocki Py (@ Ay):

2

Ny = ——— = . (4.3.3)
\/a” cos” @y +b7sin” g,
dok je e ekscentricitet definiran relacijom
- (E
=, (4.3.4)
a”

Uvrstimo 1t X, ¥, Z iz (4.3.2) u (4.3.1) dobit ¢emo jednadzbu rotacijskog clipsoida
u lokalnom koordinatnom sustavu x, v, z u implicitnom obliku

[(Ng—z)cosp, —x sim,pu]2 +y? .

2
a

Wi(x,y,z)=

[[ Ny —z)sing, +x cosg, - ¢ N, sin (,o“]h
+.

= —-1=0. (4.3.5)
') il

Zelimo istraziti zakrivljenost te plohe u tocki P, koja u sustavu x, y, z ima koordi-
nate (0,0.0). U tu svrhu odredimo parcijalne derivacije:

W —2[{ Ny—z)cosp, —x sinrp.,] sing, p

3

o
3 5 (4.3.6)
2[( Ny —z)singy, +x cosg, —e Ny singy } cos g
4L

Y

h=
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2y
W, =— (43.7)
72
o —2[{ Ny —z]cosqan,— X sin gan] cos Py i
: 2
| (4.3.8)
“2[(No —z)sing, +x cospy, —e~ N singpu] sing
+ - -
h..
PV.\;\ =2 £ o0 1+ f)- 8 ’ ;V.n' = 0‘ Wn' = l’r (439)
ah- ’ T oa
U tocki P,
W.=0, W,=0, W. =—ﬂii. (4.3.10)
: 72

dok su druge parcijalne derivacije kao u (4.3.9). Na temelju formula (4.12) imamo:

W w., W,
L=__I 52 =—] . = = 1 =X =L. (43‘11)
W, M, Ww. W. N,

gdje smo uz prije uvedenu oznaku N, za polumjer zakrivljenosti presjeka elipsoida po
prvom vertikalu u tocki P, relacijom (4.3.3) uveli jos 1 M|, za polumjer zakrivljenosti
meridijana u istoj tocki, tj.

2:32
ab-

MO = 3"
(Ja3 cos’ Po +b%sin® Po )

(4.3.12)

U prethodnim relacijama treba razlikovati uobicajene oznake u geodeziji za polum-
Jere zakrivljenosti od uobicajenih oznaka u diferencijalnoj geometriji za Gaulove koefi-
cijente iz druge diferencijalne forme L, M, N.

Prema (2.10) Dupinova indikatrisa ima jednadzbu

%
i | (4.3.13)

i to ¢e uvijek biti elipsa koja samo u polovima prelazi u Kkruznicu.

4.4. Istrazivanje nivo-plohe potencijala sile teze

Iz svojstava potencijala sile teze proizlazi da su nivo-plohe koje se protezu u Zem-
ljinu vanjskom prostoru analiticke plohe, tj. takve plohe koje nemaju singularnih to¢aka.
Nivo-plohe koje se protezu unutar Zemlje imaju prekide u drugim derivacijama na
mjestima neregularne gustoce (Torge 1980). Te se plohe, dakle, mogu konstruirati samo
iz dijelova razli¢itih analitickih ploha. Analiticki dio nivo-plohe moze se razviti u Taylo-
rov red. Neka je

Wi(x,y.z)=W, (4.4.1)
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jednadzba dijela nivo-plohe sile teze. Pri tome pretpostavljamo da smo na toj plohi
odabrali neku tocku P, u kojoj Zelimo detaljnije istraziti njezinu zakrivljenost. Pret-
postavimo nadalje da smo lokalni koordinatmi sustav x, y, z odabrali tako da tocka P,
bude ishodiste, os z postavljena u smjeru unutarnje normale na nivo-plohu W=, u
tocki P, os x postavljena u smjeru meridijana koji prolazi tockom P, pozitivno usmje-
rena prema sjeveru te da je pozitivni smjer osi y u smjeru istoka, tako da x, y, z bude
desno orijentiran sustav.

U fizikalnoj geodeziji (Coli¢, 1986) i gravimetriji (Klak, 1974) u¢imo da pri tako
odabranu koordinatnom sustavu za prve parcijalne derivacije potencijala W polja sile
teze vrijedi

w,=0, W,=0, W.=g. (44.2)
Vrijednosti

W._r)' = ”;.u ’ u;x_r E W\': ’ u!:.t * ”}:: (4.4.3)

mogu se odrediti pomocu odgovarajucih gravimetrijskih instrumenata (Baeschlin, 1948).
Prema formuli (4.12) imamo

W, W Wyy
L=—", M=-—1, N=-—2 (4.4.4)
g g £

Prema tome mozemo reci da je

W X2+ W, xy+W,, y* =g (44.5)

jednadzba Dupinove indikatrise nivo-plohe potencijala sile teze u tocki P, Nadalje,
prema izrazu (3.5) dobijemo

228 =Wy x>+ W xy+W,, y* (4.4.6)
§to je jednadzba oskulacijskog paraboloida koji se u okolini tocke P, osobito dobro

prilagodio nivo-plohi. On se razlikuje od nje za zanemarene Clanove treceg reda.
Prema izrazima (2.14)-(2.16) i (4.4.2) mozemo dobiti

] I Il}’_\’ X L7 }V'l v

= (4.4.7)
1 2 g
1 I 1 3 S
o= ;J(WH —W,, ) +4W2, (4.4.8)
1 2
1 P‘V ¥ Wr\' _u’.\i-
= él ., (4.4.9)
1R
Kut @ iz relacije
W =W,y -+ W =W, )P+ 402
tgf = 2 : : (4.4.10)

214}."'!'
daje smjer koji odgovara zakrivljenosti £, odnosno polumjeru zakrivljenosti R,.
Iz prikazanih formula vidimo da je za ispitivanje nivo-plohe u okolini pojedine
tocke potrebno poznavati velicine W, W, i W . S obzirom na to da se mjerenjem

W A A o e 2 A 4 P =
klasiénim instrumentima ne odreduju posebno W, 1 ¥, nego samo njihova razlika, treba
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ili reducirati dobivene zakljucke na one koje omoguéuje primjena formula (4.3.8) i
(4.3.10) (Apsen 1949, Jordan/Eggert/Kneissl 1967). ili ako je poznato W, primjenom
Poissonove jednadzbe izraziti W, +W,, i tako dobiti jednadzbu koja ¢e zajedno s
W — W,, omoguciti izracunavanje i W, i W, (Baeschlin 1948). U danasnje vri-
jeme vrijednosti drugih parcijalnih derivacija potencijala sile teze odreduju se suvreme-
nom gradiometrijom (Moritz, Hofmann-Wellenhof 1993).

5. FRANCOIS PIERRE CHARLES DUPIN

Dupinova indikatrisa nazvana je po Frangoisu
Pierreu Charlesu Dupinu (Varzy, 1784. — Pariz,
1873.), francuskom matematicaru, ekonomisti i po-
liticaru, inozemnom dopisnom ¢lanu petersburske
Akademije znanosti (1826) i ¢lanu pariske Akade-
mije znanosti (1818). Po obrazovanju je bio brodo-
gradevni inzenjer. Matemati¢ki su mu radovi iz de-
ferencijalne geometrije. Uveo je 1813. god. krivu-
lju, koja omogucuje zornu predodzbu raspodjele
zakrivljenosti plohe u razli¢itim normalnim presje-
cima (Dupinova indikatrisa). Kao ekonomist Dupin
Je zastupao protekcionizam.

U Napoleonovo vrijeme Dupin je kao mladi
brodogradevni inZenjer bio u¢enik Mongea te prim-
Jenjivao metode svoga ucitelja u teoriji ploha u
okviru koje je pronasao asimptotske i konjugirane
krivulje. Postao je profesorom geometrije u Parizu.
Za vrijeme svog dugog zivota postigao je takoder
znafajan polozaj u podrucju politike i industrije. :
Dupinova indikatrisa i Dupinove ciklide govore o F. P. C. Dupin
njegovim ranim interesima. U knjigama Dévelop-
pement de géométrie (Razvitak geometrije, 1813) i Applications de géométrie (Primjene
geometrije, 1825), mnogo je zanimljivih ¢lanaka (Struik 1963, Vinogradov 1979, Pro-
horov 1988).

La indicatrice je na francuskom jeziku zenski rod imenice /indicateur, kojoj u
hrvatskom jeziku odgovara rije¢ indikator. Obje dolaze iz latinskog, a znace pokazivac,
upuéivac, pokazatelj. kazalo, znak, simptom, obiljezje, potvrda, dokaz. U kartografiji je
poznata Tissotova indikatrisa, a to je elipsa koja u svakoj tocki projekcije zorno predo-
Cuje raspodjelu deformacija.
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DUPIN'S INDICATRIX

Summary: Two interpretations of Dupin's indicatrix are presented. The formulas of
Dupin's indicatrix have been derived for the level surface given in explicit and implicit
form. Mathematical statements are illustrated by means of geodetic examples: sphere,
rotational ellipsoid, and the level surface of the gravity potential.
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